CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2018

PrAcTICA 7: COMPACIDAD

Ejercicio 1.
i) Sea (ap)nen C R tal que lim,, o0 a, = 0. Probar que {ay, }neny U {0} es compacto.
ii) Mostrar que el intervalo (0, 1] no es compacto.

iii) Sea S = (a,b)NQ con a,b € R—Q. Probar que S es un subconjunto cerrado y acotado pero
no compacto de (Q, d), donde d es la métrica usual de R restringida a Q.

Ejercicio 2. Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que:

i) Toda uni6n finita y toda interseccion (finita o infinita) de subconjuntos compactos de X es
compacta.

ii) Un subconjunto F© C X es cerrado si y solo si F'N K es compacto para todo K C X
compacto.

Ejercicio 3.
i) Probar que en (R",d,) con 1 < p < oo la bola de centro 0 y radio 1 es totalmente acotada.

ii) Probar que la bola de centro x y radio r > 0 es totalmente acotada.

Ejercicio 4. Sean (X, d) e (Y, d’) espacios métricos. Se considera (X x Y, d), donde

doo (21, 91), (22,72)) = max{d(x1, z2), d'(y1,92)}

Probar que (X X Y, dy) es compacto si y solo si (X,d) e (Y,d) son compactos.

Ejercicio 5. Sean {(X,,d,)}nen espacios métricos. Recordar que se define el espacio métrico
producto X = [, cny Xn la métrica

1 dn(@n, yn)
2" 1+ dp(2n, Yn)

d(2a), () = 3

n

Probar que (X, d) es compacto si y solo si (X, d,) es compacto para todo n € N.

Ejercicio 6. Sea (X, d) un espacio métrico.

i) Sean K C X un compacto y sea x € X — K. Probar que existe y € K tal que d(z, K) =
d(x,y); es decir, la distancia se realiza.

ii) Sean F, K C X dos subconjuntos disjuntos tales que F es cerrado y K es compacto. probar
que la distancia entre F' v K es positiva.



iii) Sean Kj, Ko C X disjuntos. Probar que existen 21 € Kj, xo € K tales que
d(K1, K2) = d(x1, 72);

es decir, la distancia se realiza.

Ejercicio 7. Dado un cubrimiento por abiertos {U; };c; de un espacio métrico (X, d), un nimero
e > 0 se llama namero de Lebesgue de {U;};cr si para todo x € X existe j € I tal que
B(z,e) C Uj. Probar que todo cubrimiento por abiertos de un espacio métrico compacto tiene
un namero de Lebesgue.

Ejercicio 8. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Probar que para cada espacio métrico
(Y,d'), la proyeccion 7 : X x Y — Y definida por w(x,y) = y es cerrada.

Ejercicio 9.

i) Sea f: R — R>, una funcién que es uniformemente continua en [a, b] y también en [b, 0o].
Probar que f es uniformemente continua en Rx,.

ii) Deducir que y/x es uniformemente continua en Rx>g.

iii) Sea f : R — R continua y tal que lim,_, o f(x) = lim,— o f(x) = 0. Probar que f es
uniformemente continua.

Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un compacto. Probar que si f: A — R es
continua y f > 0 para todo x € A, entones existe K > 0 tal que f(x) > K para todo = € A.

Ejercicio 11. Recordar la definicion de la métrica de Hausdorff (Fjercicio 19 - practica 3).
Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Demostrar que (F(X),dp|r) es un espacio métrico
compacto.



