CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2018

PRACTICA 5: SEPARABILIDAD

Ejercicio 1. Usando que (R, |.|) es separable, demostrar que (R", dp) con 1 < p < oo es separable
para todo n > 2.

Ejercicio 2. Usando el teorema de Weierstrass, es decir R[X] es denso en (C|a, b], d ), demostrar
que (Cla,b],d,) con 1 < p < 0o es separable.

Ejercicio 3. Recordar que B C P(X) es base de (X, d) si
a) Para todo B € B, B es abierto;
b) Para todo A € X abierto, para cada = € A, existe B € B tal que z € B C A.

Recordar también que S C P(X) es subbase si la familia de intersecciones finitas de S es base.

i) Demostrar que si f : X — Y es una funcién entre espacios métricos y B es base de YV
entonces f es continua si y solo si para todo B € B se tiene que f~1(B) es abierto.

ii) Demostrar que si S es una subbase de Y, entonces f es continua si y solo si para todo S € S
se tiene que f~1(9) es abierto.

Ejercicio 4. Sean {(X,,,d,)}nen espacios métricos y sea (X, d) el espacio meétrico producto con
d la distancia producto dada por

1 dn(xna yn)

d((zn), (Yn)) = 2 9T+ dy ()

i) Para cada n € N, sea B,, C P(X,,) base de X,,.
Definimos

,Bk:{Bl><"‘XBkXHXi:BZEBlV:lﬁlﬁk}.
i>k
Probar que B = U Bi es una base de (X, d)

keN

ii) Sea S,, € P(X,) subbase de X,, para cada n € N.
Definimos

o = X1XXQX...Xk_lx;S’kXHXj:SkESk

j>k
Probar que § = U o) es una subbase de (X, d).
keN
iii) Describir una base y una subbase de n™ := {f : N — {0,1,2,--- ,n — 1}}, con la distancia
1
d(f.9)=> 10 (f(n), g(n),

nENo

N

donde ¢ es la funcién 6 de Dirac. Se sugiere interpretar n' como un espacio producto.



Ejercicio 5. Sean {(X,,,dy) }nen espacios métricos y sea (X, d) el espacio métrico producto con
d la distancia producto dada por

i dn(xnyyn)
2n 14 dn(xna yn) )

A ((z0), () = 3

neN
i) Demostrar que Vn € N, (X,,,d,) es separable si y solo si (X, d) es separable.

ii) Deducir que n" es separable con la distancia producto del item iii del ejercicio anterior.

Ejercicio 6. Recordar que vimos que (£*°,d) no es separable.

i) Sea RN = {(an)neny C R : existe ng tal que a,, = 0 siempre que n > ng} C £*°. Probar
que R con la distancia de subespacio de (£2°,dy) es separable.

ii) Demostrar que RM) es denso en (¢7, dy) 1 < p < o0, pero no es denso en (£°°,dw).

iii) Concluir que (¢*,d)) es separable para 1 < p < oo.

Ejercicio 7. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Probar que toda familia de subconjuntos
de X no vacios, abiertos y disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable. Deducir que el conjunto
de puntos aislados de X es a lo sumo numerable.

Ejercicio 8. Sean X,Y espacios métricos. Sea f : X — Y una funcion continua y suryectiva.
Probar que si X es separable, entonces Y es separable.



