Ejemplos

Probar que [0,1] =. (0, 1).
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Ejemplos

Probar que [0,1] =. (0, 1).

Demostracién.

Por Cantor-Bernstein, basta hallar dos inyecciones f : (0,1) — [0,1] y
g9:[0,1] = (0,1).
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Ejemplos

Probar que [0,1] =. (0, 1).

Demostracién.

Por Cantor-Bernstein, basta hallar dos inyecciones f : (0,1) — [0,1] y
g9:[0,1] = (0,1).
f esta cantada, basta tomar la inclusién canénica. Para g, consideremos

g:[0,1] —
T %
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Ejemplos

Probar que [0,1] =. (0, 1) sin utilizar Cantor-Bernstein.
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Ejemplos

Probar que [0,1] =. (0, 1) sin utilizar Cantor-Bernstein.

Demostracion

Si no podemos recurrir a Cantor-Bernstein, debemos dar una biyeccion
explicita entre los conjuntos.
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Ejemplos

Demostracién

El problema de encontrar una biyeccién, justamente, es que nos “sobran” el
0y el 1. Para eso habra que “hacer espacio” de alguna manera.

Consideremos las sucesiones a,, = n%rl y Notar que a,, es decreciente e
inyectiva.
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Ejemplos

Demostracién

El problema de encontrar una biyeccién, justamente, es que nos “sobran” el
0y el 1. Para eso habra que “hacer espacio” de alguna manera.
Consideremos las sucesiones a,, = n%rl y Notar que a,, es decreciente e
Inyectiva.

Vamos a 'mover’ estas sucesionens hacia los extremos y con eso quedaran
libres a1 = 1/2 y as = 1/3. Explicitamente,

Gn+2  SI T = ap,

1/2 siz=1,
flz) = .
1/3 siz=0,
x si no sucede nada de lo anterior.

Notar que los elementos mapeados “fuera de las sucesiones” van a parar a
si mismos, solo habria que chequear biyectividad en los elementos

involucrados en las sucesiones, el 0y el 1.
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Ejemplos

Demostracion.

Una forma facil (en este caso) de ver esto es decir explicitamente quién es

Gn SIT=ap_2Yyn>2,

1 siz=1/2,

0 siz=1/3,

2 si no sucede nada de lo anterior.

Queda de ejercicio chequear que una es inversa de la otra (vale verlo a
0jo). O

la inversa: f~1(z) :=

4
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Dar una biyeccion explicita entre Ny y Q0.
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Dar una biyeccion explicita entre Ny y Q0.

Demostracién

Primeramente, recordemos que por el teorema fundamental de la
aritmética, todo natural se puede escribir de manera Gnica como producto
de primos a potencias. Utilizaremos tales primos ordenados de manera
natural. Ademas, cada racional irreducible puede escribirse de manera tnica
como

£=pi'py’...
con todas las potencias igual a 0 salvo finitas (es importante que vamos a
considerar los primos ordenados, o sea, p; =2, po =3, p3 =5, etc.) y
posiblemente negativas. Ademas, necesitamos la sucesion
(1,—-1,2,-2,3,-3,...). Solo porque queremos escribir una funcién
explicita, vamos a escribir tal sucesién con una férmula:
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Demostracion

n+1
—1" sin >0
= {7
0 sin = 0.
Para cada elemento m € N, m = p}'p5? ..., definimos
h(m) = p(f(rl)pg(m) ... s? m >0
0 sim =20

Veamos que esta funcién es biyectiva. Para ello, explicitemos la inversa de
a(n):

2z—1 siz>0
a"l(z) ={ -2z siz <0
0 siz=0.
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Ejemplos

Dado z = p}'... con r; € Z, todos 0 salvo finitos (es decir, z € Q — {0}),
definimos:

a=t(r1) a=1(r2) .
h1(z) = D1 Do s!:c#O
0 siz = 0.
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