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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS

Muchas de las nociones que se estudian en un primer curso riguroso de Andlisis Matemadtico en
una variable estdn basados en el concepto de limite de funciones, el cual en general se introduce
mediante lo que popularmente se conoce como una “definicién epsilon-delta”, y en el de limite
de sucesiones, cuya introduccion no necesita de “deltas” pero no prescinde de “epsilons”. Una vez
presentados estos conceptos, para establecer las propiedades bésicas uno tiene que probar que son
verdaderas afirmaciones tales como, por ejemplo, que para cada par f y g de funciones reales de
variable real que satisfacen hipétesis apropiadas, cada xp € R y cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que si
|x — xp| <&, entonces

|f(x) + g(x) — (f(x0) + g(x0))| <€,

y otras que tienen un aspecto similar. Como el médulo de la diferencia entre dos niimeros es la
distancia que los separa (definida como la longitud del segmento que los une), las afirmaciones que
se hacen en este tipo de pruebas son afirmaciones acerca de distancias. Ademds, un examen detallado
de estas demostraciones muestra que los argumentos se basan en las siguientes propiedades: la
distancia entre dos puntos nunca es negativa y es cero siy solo si los dos son iguales, no depende del
orden en que se toman los puntos, y no puede superar la suma de las distancias de estos puntos a un
punto intermedio. Abstrayendo estas propiedades Maurice Fréchet introdujo los espacios métricos
en su trabajo Sur quelques points du calcul fonctionnel en 1906, para explicar en términos abstractos
importantes resultados obtenidos por matematicos de su generacion o ligeramente mayores, como
Hadamard, y de una o dos generaciones anteriores, como Arzela.

En la primera seccion de este capitulo, luego de definir el concepto de espacio métrico y establecer
unas pocas propiedades muy bésicas, veremos varios ejemplos, entre los que se encuentra el més
importante, a saber: el conjunto R de los ntimeros reales provisto de la distancia usual. En la
mayoria de estos ejemplos consideramos espacios métricos concretos, pero en cuatro examinamaos
dos métodos para construir nuevos espacios a partir de espacios métricos dados: la traslaciéon de
estructura a través de una funcién inyectiva, y la construccién de una métrica en un producto de dos
espacios. En la segunda consideramos una ligera generalizacion de la nocién de espacio métrico,
los espacios pseudométricos, y vemos como construir un espacio métrico a partir de un espacio
pseudométrico.



1.1 Definicién y ejemplos Espacios métricos

1.1. Definicién y ejemplos

Fréchet defini6 un espacio métrico como un conjunto no vacio provisto de una funcién distancia
que tiene tres propiedades, motivado por el hecho de que, como dijimos en la introduccién del
capitulo, muchas demostraciones en andlisis matematico solo dependen de estas. Por otra parte, la
misma terminologia usada sugiere que el concepto abstracto de funcién “distancia” debe poderse
motivar geométricamente, y esto es cierto. Por ejemplo, consideremos el plano euclideano con la
distancia d(x, y), entre dos puntos x e y, definida como la longitud del segmento que los une. Como
el segmento que une x consigo mismo es el segmento degenerado (de longitud cero) consistente
del tinico punto x, es claro que d(x, x) = 0, y como el segmento que une x con y es el mismo que
une y con x, también es claro que d(x, y) = d(y, x). Ademés, para cada terna de puntos x,y y z del
plano, la longitud del segmento que une x con z es menor o igual que la suma de las longitudes de
los segmentos que unen x con y e y con z (siendo igual cuando y pertenece al segmento que une x
con z (Vease la Figura[l.1).

longxz <longxy +longyz

Figura 1.1: Desigualdad triangular en el plano euclideano

Definicién 1.1. Un espacio métrico es un par (X, d), formado por un conjunto no vacio X y una
funcion
d: X x X — Rsy,

llamada funcién distancia o métrica de X, que satisface
1. d(x,y)=0siysolosix=1y,
2. d(x,y)=d(y,x) paratodo x,y € X, (simetria)
3. d(x,2) =d(x,y)+d(y,z) paratodo x,y,z € X. (desigualdad triangular)

Los elementos de X son llamados puntos de X.

Muchas veces, cuando no haya posibilidad de confusién hablaremos simplemente de un espacio
métrico X, sin hacer referencia a la funcién distancia, la que genéricamente serd denotada con d.
Si es necesario distinguir entre varias funciones distancias utilizaremos la notacién autoexplicati-
va d* o notaciones especificas como dp, doo, dy, d, etcétera. Sin embargo, cuando lo consideremos
conveniente usaremos la notacién completa (X, d). Unas palabra més acerca de la terminologia
usada en estas notas. A veces al probar que una funcién d: X x X — R es una métrica o una
pseudométrica (ver la Seccién[1.2) diremos que d tiene la propiedad triangular, para expresar que
satisface la condicién requerida en el item 3 de la definicién anterior.

La proposicion que sigue tiene tres items. En el primero se da una versién de la desigualdad
triangular que es vélida para un nimero arbitrario de puntos, en el segundo se establece que la
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Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

distancia de dos puntos a un tercero no puede diferir més que la distancia entre ellos, y en el tercero
se da una generalizacion de este hecho.

Proposicion 1.2. Para cada espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. Para toda sucesién finita x1, ..., X, de puntos de X,

d(xy,xp) =d(x1,x2) + -+ d(xp-1, Xn).

2. ldx,u)—d(y,w)| <d(x,y), paratodo x,y,u € X.
3. ld(x,u)—d(y,v)l =d(x,y)+d(u,v), para todo x,y,u,v e X.

Demostracion. 1. Procedemos por induccién en n. Es claro que esto es cierto para n = 1. Suponga-
mos que lo es para n. Entonces por la desigualdad triangular y 1a hip6tesis inductiva,

d(x1, Xp+1) S d(x1,x0) +d(Xp, Xpv1) S d (X1, X2) + -+ d(Xp-1,X0) + d(Xpn, Xp+1)-

2. Basta observar que, debido a la desigualdad triangular y la simetria de la distancia,

dx,w—-dy,u)<dx,y) vy diy,uw)—-dxu <dyx)=dx,y),

3. Esto vale porque

ld(x,u) —d(y,v)| =1d(x,u) —d(y,u) + d(y,u) — d(y, v)|
<|d(x,u)—d(y, w)| +1d(y,u) —d(y,v)|
=ld(x,u)—d(y,w)| +|d(u,y) - d(v,y)|
<dx,y)+d(u,v),

debido a que |a + b| < |a| + |b| paratodo a, b € R, ala simetria de la distancia y al item 2. O

En el siguiente ejercicio se pide probar que la definiciéon de espacio métrico puede darse mediante
solo dos axiomas.

Ejercicio 1.3 (Eves, Hodward). Pruebe que si X es un conjunto no vacioy d: X x X — R es una
funcién que satisface
1. d(x,y)=0siysolosix=y,
2. d(x,y)=d(y,z)+d(z,x) paratodo x,y,z € X,
entonces d(x, y) = d(y, x) = 0 para todo x, y € X y, por lo tanto, d es una métrica.
Ejemplos 1.4. A continuacién damos unos pocos ejemplos de espacios métricos. Luego de listarlos

probaremos que en todos la funcién distancia satisface las condiciones pedidas en la Definicién|1.1
Mas adelante veremos mds ejemplos.

1. Es claro que cada conjunto unitario tiene una tnica estructura de espacio métrico. En cambio
un conjunto {x, y} con dos puntos tiene infinitas, dado que podemos tomar

dx,x)=dy,y)=0 y dx,y)=d(y,x)=a,

donde a es un nimero real positivo arbitrario.



1.1 Definicién y ejemplos Espacios métricos

2. R esun espacio métrico via la funcién distancia d(x, y) := |x— y|. En otras palabras, la distancia
entre dos puntos es la longitud del segmento que los une. Este es el ejemplo paradigmatico
y mds importante de espacio métrico y, salvo indicacién en contrario, consideraremos a R
provisto de esta métrica. Mds generalmente, R es un espacio métrico via la funcién distan-
cia d(x,y) := méx; <<y, |X; — ¥il, donde x; es la i-ésima coordenada de x, e y;,lade y. Enla
figura[1.2] se ilustra esta definicién. La distancia d, entre dos puntos x e y del plano es la
maxima longitud de los lados del rectdngulo con vértices opuestos x e y y lados paralelos a los
ejes cartesianos; en este caso, la longitud de los lados verticales.

! y
Yo~

doo(x,y) =longx, 3>

Figura 1.2: Distancia d, en R?

3. El conjunto B|a, b], de las funciones acotadas del intervalo cerrado [a, b] en R, es un espacio
meétrico via la funcién distancia d,: Bla, b] x Bla, b] — R, definida por

deo(f,8) = sup |f(t) —g(t)lﬂ

tela,b)
Siempre consideraremos a B[a, b] provisto de esta métrica.

4. El conjunto C[a, b], de las funciones continuas del intervalo cerrado [a, b] en R, es un espacio
meétrico via la funcién distancia d: Cla, b] x Cla, b] — R, definida por

doo ’ = 4 -
(f,8) fer[‘i’é]'f(” g(t)lﬂ

Salvo indicacién en contrario, consideraremos a Cla, b] provisto de esta métrica. En la Figura
se muestra el significado de esta distancia. En esta ilustracion el segmento de longitud méxima
del conjunto {f(t), g)rasts b} es el segmento f(#), g(f) en color naranja.

5. Para cualquier conjunto X, la funcién d: X x X — R, definida por

0 six=y,
d(x,y):={ Y

1 enotro caso,

es una funcién distancia sobre X, llamada métrica discreta de X. Cada par (X, d), formado por
un conjunto no vacio X y una métrica discreta, es un espacio métrico discreto.

6. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces también lo es cada subconjunto Y de X via la mé-
trica inducida por d, la cual es, por definicidn, la funcién distancia de Y obtenida restrin-
giendo d a Y x Y. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio métrico de X. Por
ejemplo, (Cla, b], d) es un subespacio métrico de (B[a, b], doo)-

1Que no es infinito porque, como f y g son acotadas, existen nimeros reales m < M tales que m < f (1), g(f) < M para
todo 7, por lo que sup ¢4 py | f () —g(O)| < M —m.
2Recuerdese que toda funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado [a, b] tiene un maximo global.
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Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

gx)

fx)

a i b

Figura 1.3: Distancia d, entre dos funciones continuas f: [a,b] = Ry g: [a,b] = R

7. Si(X,d) esunespacio métricoy f: Y — X es una funcién inyectiva, entonces Y es un espacio
métrico via la distancia d’ definida por

a’y,y)=dfm, F).

El ejemplo anterior es el caso particular obtenido tomando la inclusién canénica de Y en X.
Otro ejemplo se obtiene considerando el conjunto IN* := IN U {oo} y la funcién S: IN* — R,
definida por S(n) := n~! (donde co™! := 0). La distancia d*: N* x N* — Ry construida de
esta manera estd dada por

g

im1—n- simnelN,

d*(m,n) :={ L

m Si n=oo0.

Denotaremos con INg a este espacio métrico.

8. El producto X x Y, de dos espacios métricos X e Y, es un espacio métrico via la distancia
doo((x, ), (x', ¥) 1= max(d™ (x, x), d" (3, ¥)),

donde d* denota a la funcién distancia en X y d”, ala de Y. Por induccién se sigue inme-
diatamente que un producto X x --- x X, de una cantidad finita de espacios métricos, es un
espacio métrico via la distancia

Aoo((X1, .., Xn), (X}, ..., X)) == max(d™ (xy, X)), ..., d%" (xn, X1)).

Salvo indicacién en contrario, siempre consideraremos a X x --- x X,, provisto de esta métrica.

9. Otra forma bastante usual de dar una estructura de espacio métrico al producto X x Y de dos
espacios métricos X e Y, es hacerlo via la distancia dy, definida por

da((x, ), (', y0) = ¢/ dX (x, )2 + Y (3, y)2.

Por induccién se sigue inmediatamente que un producto X; x --- x Xj;, de una cantidad finita
de espacios métricos, es un espacio métrico via la distancia

da((X1, .0, Xp), (X], .0, X)) = {/Xm (x, X2 + -+ dXn (x,, x)2.

Esta aproximacion tiene ventajas y desventajas respecto de la adoptada en el item anterior.
Frecuentemente esta tltima permite hacer demostraciones maés féciles, pero muchas veces la
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1.1 Definicién y ejemplos Espacios métricos

10.

11.

12.

presentada aqui produce métricas mds naturales y, en muchos casos, més convenientes. Por
ejemplo, tomando X; =--- = X;; = R, y aplicando esta construccion, se obtiene la métrica usual
de R" (ver el item 11). De todos modos, como veremos mds adelante, para muchos propésitos
estas métricas son equivalentes, y en esos casos la preferencia por una u otra podria deberse
mds a una cuestiéon de gusto que a otra cosa.

Para cada conjunto Y, el conjunto de los subconjuntos finitos de Y es un espacio métrico
via d(A, B) =#(AAB).

Para cada nimero real p > 1, la funcién dp,: R" x R" — R, definida por

n
dp(x, )= (] ) 1xi = yil?,
i=1

es una distancia en R".La distancia d; en el plano es poéticamente llamada métrica del taxista
porque si x e y representan puntos en calles de una ciudad con calles en damero (como a
grandes rasgos es Buenos Aires), entonces d; (x, y) es la distancia que debe recorrer un taxi para
ir de x a y,suponiendo que las calles tienen dos manos. El espacio euclideano de dimension n
es el espacio vectorial R" provisto de la distancia d», la cual es llamada la distancia euclideana
de R". Debido a razones que explicaremos en otro capitulo, esta es la mds importante de las
infinitas métricas que pueden definirse sobre este espacio vectorial. Por ahora notemos que
para n =1, 2y 3 dala distancia usual entre dos puntos (definida como la longitud del segmento
que los une). En la Figura[l.4|comparamos las distancias d y d».

y
A d; (x,y) =longitud de la linea roja
|| =longitud de la linea naranja
7 dy(x,y) =longitud de la linea azul
N

Figura 1.4: Comparacion entre las distancias d; y d; en el plano

Para cada numero real p = 1, la funcién dj,: Cla, b] x C[a, b] — R, definida por

b
dy(f.g) = \/f F(-glPd,

es una distanciaen Cla, b]. Enla Figurailustramos esta definicion para p = 1 con las mismas
funciones consideradas en la Figura[1.3] En este caso la distancia de f a g es el area de la region
pintada de verde.

Vamos a probar ahora que las afirmaciones hechas en los items 1 a 12 son verdaderas. Con este
fin veamos primero que en todos los casos se cumplen las dos primeras condiciones de la definicién
de distancia. En los Ejemplos 1 y 5 estas se satisfacen por la misma definicién de d. En el Ejemplo 2,
porque, como el mdédulo de un ntimero coincide con el médulo de su opuesto y la funcién médulo
solo se anula en 0,

max |x; — y;l= max |y;—x;| 'y max|x;-yil=0ex=y;
1<i<n 1<i<n 1<i<n

6



Espacios métricos 1.1 Definicién y ejemplos

gx)

fx)

| |
a b

Figura 1.5: Distancia d; entre dos funciones continuas f: [a,b] = Ry g: [a,b] = R

y cuentas similares prueban que también se satisfacen en los Ejemplos 3 y 4. Las igualdades

de(y,y) =d(f), fFYN=df ), fF =ds (v, p),
y el hecho de que, como f es inyectiva,

Adfm,foN=0efm=fey=y,

prueban que se satisfacen en el Ejemplo 7 (y entonces también en el 6). En el Ejemplo 8 se cumplen
porque, como d* (x,x) = dX(x',x)yd¥ (y,y)=d¥ (', y),

méx(d* (x, x'), d¥ (y,y") = max(d* (', x),d* (y/, y)),
y porque, como d* (x,x') =0siysolosi x=x"yd" (y,y") =0siysolosiy =y,
méx(d* (x,x),d" (,y) =0 x=xey=y

En el Ejemplo 9, porque

Y aX x4 d¥ (,y)? = {faX (!, x2 + dY (v, p)2),
y porque

{/afx(x,x’)z+(JlY(y,y’)2 =0od¥x,x)=d"(y,y)=00x=xey=y.
En el Ejemplo 10, porque
AAB=BAA y AAB=¢ > AUB=ANnB<s A=B.

En el Ejemplo 11, porque

n n
Y Ixi—yilP = )] i — xil?,
i=1 i=1

debido a que el médulo de un ntimero coincide con el médulo de su opuesto, y porque

n n
\/ Y lxi—yilP =0 ) |x;—yil” =0 x; = y; para todos los indices i,
i=1 i=1

debido a que la funcién a — +/a es inyectiva y a que la funcién médulo solo se anula en 0; y en el
Ejemplo 12, por argumentos similares.
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Para concluir nuestra tarea todavia debemos ver que en todos los casos la funcién distancia tiene
la propiedad triangular. Consideremos primero el Ejemplo 7. En este

dr(y, YN =d(f ), fFYN<d(f W), fFON+d(fY, FON =drry) +dr (", )

para todo y,y’,y" € Y, como queremos, simplemente porque la propiedad triangular vale en X. El
Ejemplo 6 no es necesario tratarlo, ya que es una instancia del 7. En los Ejemplos 1 y 5 (y, de hecho,
en todos) es claro que

dx,y)<d(x,2)+d(z,y) six=y.

Simplemente, la expresién d(x, x) a la izquierda del signo < vale cero, y la expresién d(x, z) + d(z, x),
a la derecha, es mayor o igual que cero. Supongamos que x # y. En el Ejemplo 1 esto implica que
xX=z#yoy=z#x,porloque

dx,y)=a=d(x,z)+d(zy);
y en el Ejemplo 5 implica que x # z o y # z, por lo que
dx,y)=1=<d(x,2)+d(z,y).
Examinemos ahora el segundo ejemplo. Reemplazando a por x— y y b por y — z en la desigualdad
la+ bl <|al+|bl,

valida para todo a, b € R, se comprueba que la desigualdad triangular es cierta en R. Pero entonces
también lo es en (IR", d,), porque dados x, y,z € R",

|xi — zil < |xi— Vil +1yi — z2il £ doo(X,¥) + dxo(y,2) paratodoiell,...,n},

donde x;, y; v z; son las i-ésimas coordenadas de x, y y z, respectivamente. Una cuenta similar
prueba que la funcién distancia tiene la propiedad triangular en el tercer, cuarto y octavo ejemplos.
Veamos que esto es cierto también en el noveno. Para abreviar notaciones escribamos a := dX(x,x"),
a=d*(x',x"), a:=dXx,x"),b=d"(y,y), b:=d"(y',y")y b:=d" (y,y"). Debemos verificar que

- —\ 2
&2+b25(f/a2+b2+\2/d2+sz. (1.1)

Un célculo directo muestra que

—\2 - =
(\2/a2+b2+ </d2+b2) =@+ P+ @+ b +2V a2 + D2V @ + b2
Ademis, dado que dX y dY satisfacen la desigualdad triangular,
@<(a+a’=a*+a*+2aa y b*<(b+b)?=b*+Db*+2bb.

Por lo tanto, para probar que vale la desigualdad (1.1), es suficiente ver que

- 2 =
aa+bb<va?+b2Va?+ b2
Pero esto es cierto, porque

(aa+ bb)? = a®a® + b*b? + 2aabb < a®a@® + b*b* + a®b* + b*@® = (a® + b*)(a@® + D),
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debido a que
a’b? + b*a® —2aabb = (ab - ba)® = 0.

En la Observacién[1.18 daremos otra demostracion de que d, es una distancia. La propiedad trian-
gular se satisface en el décimo, porque

AAC S (AAB)U(BAQO),

para cada terna (4, B, C) de subconjuntos de Solo nos resta considerar los Ejemplos 11 y 12. La
propiedad triangular en el primero de ellos se obtiene remplazando a; y b; por |x; — y;l e |y; — z;l
respectivamente, en la desigualdad de Minkowski

n n n
{/Zlaﬁbilpﬁ 1Y lailP+ (| Y bilP, (1.2)
i=1 i=1 i=1

la cual es vélida para todo ay, ..., ay, b1, ..., b, € R. Cuando p = 1, esta desigualdad es una consecuen-
cia inmediata de que
la+ bl <|al+|b| paratodo a,belR,

mientras que para p > 1, se sigue de la desigualdad de Holder, que asegura que

n n n
Y laibil < (/> lailP{| Y b4 (1.3)
i=1

i=1 i=1

paratodo ay,...,an,by,...,b, € Ry p,q >1tales que 1/p+1/qg = 1. En efecto, usando (1.3) dos veces
y teniendo en cuenta que (p — 1)g = p, obtenemos que

Y (ail+1b;i)? =Y (ail + b (a;l +|b;)P "

i=1 i=1

—Zlazl(lazlﬂb NP~ 1+Z|b l(ail +1bi )P~
i=1

\/Zmlw Z(|al|+|b |)P+\/Z|b Py Z(|a1|+|b Dl
= ({/ZWV’“‘ Y Zlbil”) </Z(|ai|+|bi|)p,
i=1 i=1 i=1

lo que, debido a que

Y (ail +1bih? = \’”/Z(lcm + |bi|)p</2(|ai| +1b;il)P

i=1 i=1 i=1

porque % + % =1, implica que vale la desigualdad

n n n
</Z(|ai|+|bi|)p < {/ X lailP+ {3 bilP,
i=1 i=1 i=1
que a su vez tiene como consecuencia inmediata la de Minkowski, porque

la; + bilP < (lai| +|b; )P,
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dado que |a; + b;| < |a;| + |b;| y la funcién a — aP es creciente.

Probemos ahora que vale la desigualdad de Hélder. Es claro que esta se satisface si todos los a;’s o
todos los b;’s son cero, y que si se cumple para (ay, ..., a,) y (by,..., by), entonces también se cumple
para (Aay,...,Aa,) y (ubs, ..., uby), cualesquiera sean A y p en RR. Por lo tanto, para ver que vale serd
suficiente mostrar que

n n n
YolailP =) 1bj|"=1=) la;ib;j|<1. (1.4)
i=1 i=1 i=1
Pero esto se sigue de que si p, g > 1 satisfacen 1/p +1/q = 1, entonces
a’” b4
ab < —+; paratodo a,b =0. (1.5)
p

En efecto, usando esta desigualdad y la hipétesis de obtenemos que
1

> LYl 4= ) Iyl =
laillbil< — ) lail” +—) |bi|T=—+
i=1 o pPiz1 l q9i=1 l p q

lo que, combinado con el hecho de que 1/p +1/g =1, da (I.4). Resta comprobar que la desigual-
dad es verdadera. Para ello consideramos el plano (¢,n). Como p > 1, la funcién n = P71,
definida para los niimeros reales mayores o iguales que cero, es estrictamente creciente. Dado que,
por hipétesis, (p —1)(g—1) = 1, su inversa es { =971, Es claro que ab es menor que la suma de las
areas A, de la superficie delimitada por el eje ¢, larecta & = a y el grafico de n = &P~y Ay, dela
superficie delimitada por el eje 1, la rectan = by la graficade & =n9~1.

7

a

bl

Figura 1.6: Prueba de que ab < “—; +7

Para terminar la demostracion es suficiente observar que

a p b b4
m=[Tetag=S y ae= [ prlan=
0 p 0 q

Veamos ahora que en el dltimo ejemplo también se satisface la desigualdad triangular. En efecto,
esto se sigue de la desigualdad integral de Minkowski

b b b
\p/f la(t)+p)Pdt < \I// la()|Pdt+ \7[ IB(OIPdt, (1.6)
a a a

reemplazando « por f — gy f por g — h. Cuando p =1 la desigualdad vale porque

b b b
Ia(t)+,3(l‘)l<|06(t)I+I,3(l‘)I=>f Ia(t)+ﬁ(t)|dt5f Ia(t)IdHf IB(nldt,

10
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mientras que cuando p > 1, es consecuencia facil de la desigualdad integral de Holder

b b b
f|a(r)ﬁ(r)|drsw |a(r)|vdr</f B9 dt, 1.7)

enlaqueqg= %. En efecto, usando (1.7) dos veces obtenemos

b b
f (|a(t)|+|ﬂ(t)|)”dt:f (a@+1BODUan)]+1BO)P " dr

b b
=f Ia(t)l(la(t)l+|/3(t)|)’”‘1dt+f IBOI(a(n)]+ BN dt

b b
SW |a(r)|vdr</f (la(D)|+1B(O)P dt
» b b
" flﬁ(t)lpdt"f (a0 +1B(OP dt
a a
» b » b . b
- fm(mde fw(mpdt f(a(r)|+|ﬁ(r)|)vdt,
a a a

lo que implica que

b b b
\/f (Ia(t)|+|/3(t)|)pdts\p/f |a(t)|r’dt+w BPdt,
a a a

y, por lo tanto, que vale la desigualdad de Minkowski. Finalmente, la desigualdad integral de Holder
se sigue de argumentando como en la demostracion de la desigualdad de Holder

Ejercicio 1.5. Pruebe que

n n
Z la;b;| < Z la;| max |bj| paratodo ay,...,an, by,...,by € R.
i=1 i=1  1sj=n

Este resultado es la desigualdad de Hoélder para p =1 (con g = co). Enuncie y pruebe una versién
integral.

Ejercicio 1.6. Pruebe que

o0 o0 o0
Y lxi+ yilP < Y 1P+ (Y 1yilP, (1.8)
i=1 i=1 i=1

para cada par (x,)new € (¥n)new de sucesiones de ntimeros reales, donde, por supuesto, el lado
derecho es +oo si alguna de las series que aparecen en él no converge.

INDICACION: use la desigualdad (1.2).

Ejercicio 1.7. Pruebe que tres nimeros reales positivos a,b y ¢ son las distancias de un espacio
métrico de tres puntosﬂsiysolo siasb+c,b<a+cyc=<a+bh.

3i. e., que existe un espacio métrico de tres puntos ({x, y,z},d) con d(x,y) = a, d(y,2) = by d(x,2) = c.

11
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Definicién 1.8. Una funcién a: RZ ) — R es subaditiva si
a(u+v)<a(u)+a(v) paratodo u,veRZ,.

Observacion 1.9. Para cada funcién a: R>o — Rx>o y cada punto u € R, el subgréﬁcoﬁ de la funcién
u+v— a(u)+a(v), de [u,00) en Rxp, se obtiene aplicando al subgréafico de « la traslacion que
lleva el origen a (u, a(u)); y el grafico de la funcién u + v — a(u + v), también de [u,00) en Rxg, es
la intersecci6n del gréfico de a con [u,00) x R>p. Por lo tanto a es subaditiva si y solo si para cada
punto del grafico de a, la translacién del subgrafico de a que lleva el origen a dicho punto incluye
al conjunto de los puntos del grafico de a que no estdn a su izquierda (ver la Figura[1.7). Dejamos
como ejercicio para el lector probar que las funciones subaditivas a: RZ, — R, con n > 1, tienen
una caracterizacion geométrica similar.

u

Figura 1.7: Significado geométrico de la subaditividad

Proposicion 1.10. Sia: R>o — Rxg es una funcién subaditiva creciente tal que a~1(0) = {0}, entonces
a od es una funcion distancia para cada X y cada funcion distanciad: X x X — Rxy.

Demostracion. Como d(x,y) = d(y,x) paratodo x, y € X, es cierto que
aod(x,y)=aod(y,x) paratodox,ye€ X.
Ademas,
aod(x,y)=0edx,y)=0x=y
porque a~1(0) = {0 yd(x,y) =0siysolo si x = y. Por tltimo, las desigualdades

aod(x,z)<a(dx,y)+d(y,2) <aod(x,y)+acd(y,z),

la primera de las cuales vale porque « es creciente y d tiene la propiedad triangular, y la segunda, por
la tltima hipoétesis, muestran que a o d tiene la propiedad triangular. O

.

Ejercicio 1.11. Pruebe que las funciones a1 (x) := min(1,x) y a2 (x) = T

la Proposicién(1.10

satisfacen las hip6tesis de

4Recordemos que el subgréfico de una funcién real de variable real es el conjunto de los puntos del plano que estan
debajo de su gréfico.

12
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1.2. Espacios pseudométricos

Definicién 1.12. Decimos que un par (X, d), formado por un conjunto X y una funcién
d: X x X — Ry,
llamada funcién pseudodistancia o pseudométrica de X, es un espacio pseudomeétrico si d satisface:
1. d(x,y)=0six=y,
2. d(x,y)=d(y,x) paratodo x,y € X, (simetria)
3. d(x,2) =d(x,y)+d(y,z) paratodo x,y,z € X. (desigualdad triangular)

Ejemplo 1.13. Sien elitem 7 del Ejemplo[1.4]la funcién f: ¥ — X no es inyectiva, entonces la funcién
d’: Y x Y — R definida por la férmula d/ (y,y') := d(f(y), f () es una funcién pseudodistancia.
Las pseudométricas d*i o (p; x p;) consideradas en la Observacién son de este tipo.

Ejemplo 1.14. Las férmulas

b
dp(f,8) = \,,// If()—glPdt,

consideradas en el item 12 del Ejemplo[1.4] definen pseudométricas sobre el espacio R[a, b] de las
funciones integrables Riemann de [a, b] en R. La razén es que la integral de una funcién positiva no
nula integable Riemann puede ser cero (considerese por ejemplo una funcién que se anula en todo
[a, b], salvo en finitos puntos).

Ejercicio 1.15. Pruebe que si (X, d) es un espacio pseudométrico, entonces la relacién en X, definida
por x ~ ysid(x,y) =0, es de equivalencia. Denotemos con X al conjunto cociente de X por ~, y con
p: X — X ala proyecciéon canénica. Pruebe que existe una tinica funcién

d: Xx X — R-o
tal que d = do (p x p), y que esta funcién es una distancia.

El resultado que sigue es una generalizacién directa de la Proposicién En su enunciado
consideramos a RZ, provisto de la suma coordenada a coordenada y la relacién de orden parcial
definida por u < vsi u; < v; paratodoi€fl,..., n}.

Proposicion 1.16. Sia: IRZO — R es una funcion subaditiva creciente tal que a~1(0) = {0}, enton-
ces para cada familia finita d': X x X — Rxo (i = 1,...,n) de pseudométricas definidas sobre un
conjunto X, la funcion a o dl,...,d": X x X — Rso, definida por

ao(d',...,d"(x,y) = a(d (x,y),...,d"(x, ),

es una pseudomeétrica, que es una métrica si y solo si para cada par de elementos x # y de X existe
ie{l,...,n} talqued'(x,y)>0.

Demostracién. Escribamos d = a o (d',...,d"). Como d'(x,x) = ---=d"(x,x) = 0 para todo x € X
ya(0) =0,
d(x,x) = a(d" (x,x),...,d"(x,x)) =a(0) =0 paratodo x € X,

y como d’ (x, y) = df(y, x) paratodo x,y € X ytodo j,

dix,y)=a(d'(x,y),...,d"(x,y) = a(d' (y,%),...,d" (y,x)) =d(y,x) paratodo x,y€ X,

13



1.2 Espacios pseudométricos Espacios métricos

lo que prueba que d es simétrica. Para ver que vale la desigualdad triangular es suficiente notar que

d(x,z) = a(d'(x,2),...,d" (x,2))
<a(d' x,y+d' (y2),.,d" xy +d"(y,2)
<a(d'(x,y),...,d"(x,y) +a(d' (y,2),...,d"(y,2)
=d(x,y)+d(y,2)

para todo x, ¥, z € X, donde la primera desigualdad se sigue de que «a es creciente y
d'(x,z)<d'(x,y)+d'(y,z) paratodo x,y,z€ X ytodo i,
y la segunda, de la subaditividad de a. Por tltimo, dado que a(v) =0siysolosi v =0,

d es una métrica < (dl(x, ¥,...,d" (x,y)) # 0 siempre que x # y

< para cada par de elementos x # y de X existe i tal que d : (x,y)>0,
COmo queremos. O

Ejemplo 1.17. Las funciones a: RZO — R (1 = p < 00), definidas por

max(vy,..., V) Sip=o0,
ap(vl,...,vn):z Nar -
vy +--+v,  sip<oo,

satisfacen las condiciones pedidas a « en la proposicion anterior. En efecto, por la misma definicién
de a, es claro que @, (0) = 0 para todo p. Por otra parte, si v; > 0 para algun i, entonces

ap(vy,...,vp) 20 >0.

Asi, ap(v) = 0siysolo si v =0. Afirmamos que que la funcién a, es creciente y subaditiva. En efecto,
tomemos vy w en RZ,. Por una parte, si v < w o, lo que es igual, v; < w; para todo i, entonces

Ao (V) = max(vy,..., V) <max(wy,..., Wy) = Qoo (W),
lo que prueba que a, es creciente, y, por otra parte, como
Vi + w; <max(vy, ..., Vy) + max(wy,..., wy,) paratodo i,
es cierto que
Ao (V+ w) = max(vy + wy,..., Uy + Wy) <max(vy,..., vy) +max(uwn,..., W) = Qoo (V) + Qoo (W),

lo que prueba que es subaditiva. Consideremos ahora las funciones @, con p < co. Por la desigualdad
de Minkowski para cada vy w en R”

=0’

ap(v+ w) = \”/(v1+w1)P+-~-+(vn+wn)Ps Y vf+-~-+v,’;+ wa+---+w,’;=ap(v)+ap(w),

de modo que estas funciones son subaditivas. Resta verificar que son crecientes, pero esto es cierto
porque si (vy,...,v,) < (wy,..., wy), entonces

p p
ap(vl,...,vn) = \/vp+--~+v55 \/wf+~--+wZ:ap(wl,...,wn),

donde la desigualdad vale debido a que las funciones x — x? y x — +/x son crecientes.

14
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Observacién 1.18. Consideramos ahora dos situaciones. Supongamos primero que d',...,d" es una
familia de pseudométricas definidas sobre un conjunto X, que tiene la propiedad de que para cada
par de elementos x # y de X, existe i tal que d’(x,y) # 0. Entonces por la Proposiciény el
ejemplo anterior, X es un espacio métrico via cada una de las funciones distancia

0p: XxX—>Rs (1=p=<o00),
definidas por:

max(d' (x,y),...,d"(x,y))  sip=oo,
0p(x,y) =

YA, )P+ +d"(x,y)P sip<oo.
Supongamos ahora que tenemos espacios métricos (X;,d*"), ..., (X,,d*"). Entonces el producto
X=X x--- x X, es un espacio métrico via cada una de las funciones distancia

dp: XxX—Rs9 (1=p=o00),

definidas por:

max(d® (x1,y1),...,d%" (xn, yn))  sip=oo,
dp(x,y) =

\7dX1 (X1, yOP + -+ + dXn(xn, yn)P  sip<oo,

donde x = (x1,...,X,) € ¥y = (J1,..., ¥n)- En efecto, para comprobarlo basta aplicar la observacién
anterior con

X=X xxX, vy d:=d¥o(p;ixp,
donde p;: X — X; es la proyeccién candnica.

En el resto de estas notas, salvo cuando se indique otra cosa, las letras maytsculas X, Yy Z
designardn a espacios métricos.

1.3. Bolas abiertas, bolas cerradas y esferas

En esta seccion presentamos los conceptos bdsicos de bola abierta, bola cerrada y esfera. Las tres
nociones son importantes, pero la primera es fundamental para el desarrollo de la teoria, porque
en ella se basa la definicién de conjunto abierto (que daremos en un capitulo posterior). Luego
de establecer estas definiciones describimos la forma de las bolas abiertas y cerradas en algunos
espacios métricos concretos, lo que automdticamente da la forma de las esferas, y estudiamos en
detalle como son las bolas abiertas y cerradas en productos finitos de espacios métricos. Por dltimo
describimos las bolas abiertas y cerradas en subespacios.

Definicién 1.19. La bola abiertay la bola cerrada con centro en un punto x de un espacio métrico X
y radio r > 0 son los conjuntos

B, (x)={yeX:d(y,x)<r} y B/[x]={yeX:d(y,x)=r},
respectivamente.
Definicién 1.20. La esfera con centro x y radio r es el conjunto

Sr(x)={yeX:d(y,x)=r}.
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Cuando sea necesario ser mds precisos acerca de la métrica o del espacio que estamos consi-
derando usaremos alguna de las notaciones autoexplicativas tales como Bi( (x), Bf(x), Bi( [x], Bf [x],
SX(x) 0 S%(x).

Observacion 1.21. De las mismas definiciones de bola abierta, bola cerrada y esfera se sigue inmedia-
tamente que
B,(x)US;(x)=B;[x] 'y By(x)NnS;(x)=¢.

La forma de las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas de un espacio métrico depende tanto
del conjunto subyacente como de la funcién distancia. Esto se ve claramente al considerar algunos
de los siguientes ejemplos (no damos ninguno de esferas porque estos se obtienen inmediatamente
calculando B, [x] \ B, (x)).

Ejemplo 1.22. Examinemos las bolas abiertas y cerradas en R? cuando las funciones distancia son
deo, d2 y d, respectivamente.

- La bola abierta Bf""(x, y) es el cuadrado abierto (x—r,x+7r) x (y—r,y+r) yla bola cerrada
Bf“’ [x,yl eselcuadrado [x—r,x+r]x[y—r1,y+T1].

- Labola abierta sz (x,y) es el circulo abierto con centro (x, y) yradio r y la bola cerrada B‘ri2 [x, y]
es el circulo con centro (x, y) yradio r.

- La bola abierta B’,’l1 (x,y) es el cuadrado abierto con vértices (x—r1,y), (x+1,¥), (x,y—-1)y
(x,y+r) ylabola cerrada y la bola cerrada Bfll [x, y] es el cuadrado con los mismos vértices.

En la Figurall.8]se representan las bolas con centro (0,0) y radio r en (R?, dw), (R?,d1) y (R?, d2).

Las bolas abiertas con centro en un punto arbitrario (x, y) del plano y radio r tienen la misma forma
d d

porque B,” (x, y) = (x,y) + B, (0,0).

() p=oco b) p=1 () p=2
Figura 1.8: Bolas abiertas B; (0,0) en R?, respecto de duo, dy V d

Ejemplo 1.23. En un espacio métrico discreto X

{x} sir=<li, {x} sir<l,
B;(x) = . y B;[x] = .
X sir>1 X sir=1.

Ejemplo 1.24. En Cla, b] la bola abierta B‘ri°° (f) es el conjunto de las funciones g € C|a, b] tales que
SUPye[qp | f(X)—g(x)| <1 ylabola cerrada B‘ri“’ [f1es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que
SUP ye(a,b) | f(x) — g(x)| < r. Por otra parte, Bfl1 (f) es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que
el area de la superficie determinada por las rectas verticales que pasan por ay b, el eje de absisas y el
gréfico de | f — gl es menor que r, mientras que B’rill [f1 es el conjunto de las funciones g € C[a, b] tales
que el area de la misma superficie es menor o igual que r. Mds generalmente, para cada p € [1,00)
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la bola abierta Bf” (f) es el conjunto de las funciones g € C[a, b] tales que el area de la superficie
determinada por las rectas verticales que pasan por a y b, el eje de absisas y el grafico de | f — g|” es

menor que r?, ylabola cerrada B'ri” [f1 es el conjunto de las funciones g € Cla, b] tales que el area de
la misma superficie es menor o igual que r”. No es posible representar geométricamente estas bolas
marcando todos sus puntos en un dibujo (como hicimos en la Figura[1.8) pero para la distancia d*
podemos darnos una idea geométrica de su “forma” dibujando el grfico de una funcién f y pintando
de verde la regién del plano formada por los puntos (x,y) € R? talesque a< x< by |y - f(x)| <.
Una funcién continua g: [a, b] — R pertenece a Bf‘” (f) siysolo si su grafico estd incluido en la zona
pintada. En la Figura[l.9/hacemos esto, marcando con una linea continua azul el grafico de f y con
lineas punteadas los graficos de dos funciones pertenecientes a Bf‘” (.

Figura 1.9: Bola abierta Bf“ (f) en C[1,4]

Ejemplo 1.25. Por la misma definicién de la distancia d.,, para cada punto (x, y) de un produc-
to X x Y de espacios métricos y cada r >0,

BV (x,»)=BX(0)xBY (3 vy B *V[x,yl=B[xIxB} [yl
Por induccién resulta entonces que
BX (X100, %) =B (x1) X - x BR" (%) Y BX[x1,..0, Xn) = B [x1] % -+ x BR" [

para cada producto finito X := X x --- x X}, de espacios métricos, cada punto (xy,...,x,) de Xy
cadar >0.

Observacion 1.26. Para cada subespacio Y de un espacio métrico X ycada ye Y,
B/ (»=BfmnY y Bly=BIynY.
Proposicion 1.27. Para cada par de puntos x e y de un espacio métrico, B, [x] NBs(y) = @ siempre
quer+s<d(x,y).
Demostracion. Si existiera z € B, [x] N Bs(y), entonces seria
dx,y)<d(x,2)+d(z,y)<r+s=<d(x,7y),
lo que es absurdo. O

Definicién 1.28. Un subconjunto V de un espacio métrico X es un entorno de un punto x € X, si
incluye una bola abierta con centro en x.
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1.4 Base de entornos de un punto Espacios métricos

(a) Bola abierta en un subespacio (b) Bola cerrada en un subespacio

Figura 1.10: Ilustracion geométrica de la Observacion|1.26

Ejemplos 1.29. La bola abierta B, (x) es un entorno de x para cada r > 0. También lo es la bola
cerrada B, [x] y el propio espacio X.

Nota 1.30. La interseccion de dos entornos de x es un entorno de x. En efecto, para comprobarlo
basta observar que si V; 2 B, (x) y V2 2 B, (x), entonces V3 N V2 2 B, (x), para cada r < min(ry, 2).
Ademads, si V es un entorno de x y W 2 V, entonces W es un entorno de x, porque W incluye a toda
bola con centro x incluida en V.

1.4. Base de entornos de un punto

Definicién 1.31. Una base de entornos de x es un conjunto 98 de entornos de x, tal que para cada
bola abierta B, (x) existe V € 28 con V € B, (x).

Ejemplos 1.32. Los conjuntos
{V:Vesunentornode x}, {B,(x):reR}, {Byn(x):nelN} y {Byulxl:neN}
son bases de entornos de x. Las dos tltimas son bases contables de entornos.

Ejercicio 1.33. Fijemos un punto x := (xj,..., X,) en un producto finito X := Xj x --- x X}, de espacios
métricos. Pruebe que si %8; es una base de entornos de x; para todo i, entonces el conjunto

{Vi x - xV,:V; € B paratodo i}
es una base de entornos de x.

Definicién 1.34. Fijemos un punto x de un espacio métrico X. Una subbase de entornos de x es
cualquier conjunto . de entornos de x, tal que el conjunto de las intersecciones finitas de elementos
de .# es una base de entornos de x.

Ejercicio 1.35. Tomemos un espacio métrico X y fijemos un punto x de X. Pruebe que el conjunto
{V : V esun entorno de x} es finito si y solo si X es finito. Pruebe que esto no necesariamente es
cierto para las otras bases de entornos consideradas arriba.

Ejemplo 1.36. Para cada x € R, el conjunto
{(x—1/n,+00) :ne N} u{(—o0,x+1/n): ne N}

es una subbase de entornos de x.
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Espacios métricos 1.5 Distancia entre conjuntos y didmetro

Ejemplo 1.37. Para cada punto (x, y) de un producto X x Y de espacios métricos, el conjunto
B (xX)xY:r>0uU{X xBs(y):s>0}

es una subbase de entornos de (x, y). En efecto, esto se sigue inmediatamente de que, por el Ejem-

plo[1.25]
(Br(x) x Y) N (X x Br(y) =B (x) xB) () =B} *¥ (x, ).

Mas generalmente, para cada punto (xi,...,X,) de un producto finito X; x --- x X, de espacios
métricos, el conjunto

Xy x- o xXjoy xBr(x)) x Xjpy - xXy:1<isnyr>0}
es una subbase de entornos de (xi,..., X;).

Ejercicio 1.38. Consideremos una familia finita X;,..., X}, de espacios métricos y fijemos puntos
X1 € X1,..., X, € X,,. Pruebe que si .%; es una subbase de entornos de x; para cada 1 < i < n, entonces
el conjunto

XixoxXjyxSxXjpyx---xXy:1l<sisnySe}

es una subbase de entornos de (x1,...,x;). Pruebe también que para un producto numerable de
espacios métricos vale un resultado andlogo.

La importancia de la nocién de subbase de entornos se debe a que, como vimos recién, algunos
espacios métricos tienen subbases de entornos muy simples, y a que (como veremos por ejemplo
al estudiar la continuidad de funciones en un punto) hay condiciones que en principio deberian
verificarse sobre todos los entornos de un punto, pero que basta comprobarlas sobre una subbase
de entornos, lo que permite obtener demostraciones simples de algunos resultados importantes.
Nosotros no adoptaremos este punto de vista en estas notas, salvo en algunos ejercicios, cuyo objetivo
serd el de ilustrar la utilidad del método.

1.5. Distancia entre conjuntosy didAmetro

En esta seccién presentamos las nociones de distancia de un punto a un conjunto, de distancia
entre conjuntos y de didmetro de un conjunto y estudiamos algunas de sus propiedades bdsicas.

Definicion 1.39. La distancia de un punto x de un espacio métrico X a un subconjunto A de X es, por
definicion, el elemento
d(x,A):=infd(x,y),
YEA

de [0, 00].
Definicion 1.40. La distancia d(A, B), entre dos subconjuntos Ay B de X, esta definida por:

a

d(A,B):= iInf d(a,b)
€A,beB

Si bien un elemento de X no es un conjunto de X, consideramos a la segunda definicién méas
general que la primera porque d(x, A) = d({x}, A) paracada x € X ycada A < X. A pesar de sunombre,
de su importancia, y de que d(A,B) =0y d(A,B) = d(B, A), para todo A, B < X, esta “distancia” no
define una pseudométrica en ningtin subconjunto interesante del conjunto de partes de X. M4s
adelante veremos como definir una métrica sobre una coleccién importante de subconjuntos de X.
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1.5 Distancia entre conjuntos y didmetro Espacios métricos

Observacion 1.41. Por su misma definicién, d(A, B) =cosiysolosi A=@ o B=

Observacion 1.42. Para cada par Ay B de subconjuntos de X,

d(A,B):=infd(a,B)=infd(A,Db).
acA beB

Ejemplo 1.43. En R, provisto de la métrica usual,
d(o,(1,2])=4d(0,(1,2])=1 y d((0,1],(1,2) =d(Q,R\Q) =d(0,(0,1]) =0.

El dltimo ejemplo muestra que la distancia de un punto a un conjunto puede ser cero sin que el
punto pertenezca al conjunto.

Ejemplo 1.44. En (R?, dy),

d(Rx{0h{(x,y) eR*:y=x*+1}) = d(R x {0}, {(x,y) e R*: y > x* +1}) = 1

d({(x,1/x): x € (0,00)},{(x,-1/x) : x € (0,00)}) = 0.
Ejemplo 1.45. En un espacio métrico discreto X,

0 ifAnB#09,

d(A,B) = .
1 ifAnB=9,
para cada par de subconjuntos no vacios Ay B de X.

Ejercicio 1.46. Pruebe que en cada espacio métrico X, paratodo a,be Xy r,s€ (0,00),
d(a,b) - r—s<d(Blal,Bs[b]) < d(B,(a),Bs(b)) < d(a,b).

Ejercicio 1.47. Pruebe que en el ejercicio anterior pueden darse todas las posibilidades. En otras
palabras, que cualesquiera sean r,s € (0,00) y0 < t < u < r + s, existen un espacio métrico X y puntos
a,b e X tales que

d(Brlal,Bsbl) =d(a,b)~u y d(By(a),Bs(b)=d(a,b)-t.

INDICACION: X puede tomarse como un subespacio de R.

Ejercicio 1.48. Recordemos que para cada conjunto Y, el conjunto £¢(Y), de los subconjuntos
finitos de de Y es un espacio métrico via d(A, B) = #(AAB). Fijemos un subconjunto finito Ade Yy
un subconjunto % de Z¢(Y). ; Qué significa que d(A, %) = 1?

Definicién 1.49. Decimos que la distancia de un punto x de un espacio métrico X a un subconjunto
A de X serealiza si existe a € A tal que d(x, a) = d(x, A). Si este es el caso, decimos también que la
distancia de x a A se realiza en el punto a.

Definicién 1.50. Decimos que la distancia entre dos subconjuntos Ay B de un espacio métrico X se
realiza si existen a€ Ay b € B tales que d(a, b) = d(A, B). Si este es el caso, decimos también que la
distancia de A a B se realiza en los puntos a y b.
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Como el lector puede verificar sin dificultad, en algunos de los ejemplos que vimos recién la
distancia se realiza, y en otros, no. Considerando una circunferencia en R2 y el centro de esta, se
comprueba facilmente que cuando la distancia de un punto x € X a un subconjunto A de X se realiza,
el punto a puede no ser tnico. Por supuesto, lo mismo pasa con la distancia entre subconjuntos.

Recordemos que un subconjunto U de un espacio vectorial V es convexo si cualesquiera sean vy
wen U, el segmento vw :={tw+(1-t)v:0=<t <1}, con extremos vy w, estd incluido en U.

Ejercicio 1.51. Supongamos que a y A son un punto de R? y un subconjunto convexo no vacio
de R?, respectivamente. Pruebe que si la distancia euclideana d(a, A) se realiza, entonces el punto
de A en el que lo hace es tinico (ver la Figura(1.11).

Figura 1.11: Distancia de un punto a un conjunto convexo

Proposicion 1.52. |d(x, A)—d(y, A)| < d(x,y) para todo x,y € X y todo subconjunto no vacio A de X.

Demostracion. Por la definicién de d(x, A) y la propiedad triangular de d, sabemos que
dx,A)=d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) paratodo ze A.
Asique d(x, A) — d(x, y) es una cota inferior de {d(y, z) : z € A}. Por lo tanto
d(x,A)—d(x,y) <infld(y,z): z€ A} = d(y, A)

0, lo que es equivalente,
dx,A-dy A <dx,y).

Por simetria, d(y, A) — d(x, A) < d(x, y) y, en consecuencia, |d(x, A) — d(y, A)| < d(x, y), como quere-
mos. O

Notacién 1.53. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X y cadae € [0,00], denotamos con A
al conjunto de los puntos de X cuya distancia a A es menor o igual que €. Dicho de otro modo,

Ac:={x:d(x,A) <¢€}.
Notese que Aqo = X.

Proposicién 1.54. Para cada x € X, cada par de subconjuntos Ay B de X y cada familia (Bj) je; de
subconjuntos de X, las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. d(x,9) =00 yd(x,A) <oo si A es no vacio.

2. d(x,{x}) =0.

3. SiA< B, entoncesd(x,A) = d(x,B).

21



1.5 Distancia entre conjuntos y didmetro Espacios métricos

4. Paratodoe € [0,00], d(x,A) <d(x,Ac) +€.

5. d(x,Ujes Bj) =infjc;d(x, B)).

6. d(x,NjesBj) = sup je;d(x, Bj).
Demostracion. 1. Porla Observacion|l.41).

2. Por definicion,
d(x,{x}) = inf{d(x, x)} = inf{0} = 0.

3. Si A< B, entonces {d(x,a) : a€ A} < {d(x,b): b€ B}y, por lo tanto,
d(x, A) =inf{d(x,a):a€ A} =inf{d(x,b): be B} = d(x, B),

como afirmamos.

4. Paracada a € A.ycadad >0, existe a’ € A tal que d(a,a’) <€+ 6. Por lo tanto
dx,A)<d(x,ad)<dx,a)+da,ad)<dx,a)+e+6.

Como a y d son arbitrarios, el item es verdadero.

5. Por definicién y por propiedades béasicas del infimo,

d(xijEJ]Bj) = Jnf , dosb) =i inf (e b)) = infd (s )

como afirmamos.

6. Porque d(x,A) = d(x,B) si A< B. O
Los items del siguiente ejercicio extienden los resultados de la proposiciéon anterior.

Ejercicio 1.55. Supongamos que (4;);e; y (Bj) jej son familias de subconjuntos de X y A, B, Cy D

son subconjuntos de X. Pruebe que las siguientes afirmaciones son verdaderas:

d(A,B) <oosiysolosi Ay B no son vacios.

d(A,B)=0si AnB # @.

Si Ac By C< D, entonces d(B,D) <d(A,QC).

Paratodo€,e' con0<e¢,e’ <00, d(A,B) <d(Ac,Bs) +e+¢€.

d(Uier Ai,Ujes Bj) = infie jey d(A;, B)).

d(Mier Ai,Njes Bj) = sup;ep jey d(Ai, Bj).

SN D

Definicién 1.56. Por definicion, el didmetro de un subconjunto A de un espacio métrico X es

diam A := sup d(a, b).
a,be A

Definicién 1.57. Un subconjunto de X es acotado si su didmetro no es infinito.

Ejemplo 1.58. El conjunto vacio y las bolas son conjuntos acotados porque

didm@ =sup® = —oco y didmB,(x) <diamB,[x] <2r.
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Ejemplo 1.59. Todo espacio métrico discreto X es acotado. En efecto

0 si#X=0,

diam X =
1 si#X>0.

Ejemplo 1.60. Un subconjunto no vacio A de R es acotado si y solo si inf A y sup A son ntimeros
reales. Esto es una consecuencia inmediata de la igualdad

didam A =sup A—inf A,
cuya prueba dejamos como ejercicio para el lector.

Ejercicio 1.61. Pruebe que las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada par de subconjunos
Ay Bde X:

1. Si A< B, entonces diam A < diam B.
2. didm A¢ < 2¢ + didm A para todo € = 0.

3. didm(Au B) =didm A+diam B + d(A, B).

Ejercicio 1.62. Dé un ejemplo de un espacio métrico X en el que didmB,[x] < 2r paraalgin x€ Xy
algtin r > 0.

Ejercicio 1.63. Pruebe que todo subconjunto de un espacio métrico X, que es unién finita de sub-
conjuntos acotados de X, es acotado. Dicho de otro modo, pruebe que si A4j,..., A, son subconjuntos
acotados de X, entonces U;lzl A; es un subconjunto acotado de X.

El siguiente resultado es un reemplazo de la propiedad triangular para distancia entre conjuntos.

Proposicion 1.64. Para toda terna A, B, C de subconjuntos no vacios de un espacio métrico,
d(A,B)=d(AC)+d(C,B)+diamC.

Demostracion. Por la propiedad triangular de d y las definiciones de distancia entre conjuntos y de
didmetro de un conjunto,

d(A,B)<d(a,b)<d(a,c)+d(c,b)+d(c,c)<d(a,c)+d(c,b)+diamC,
paracadaa€ A, be By c,c’ € C. Tomando infimos en d(a, c¢) y en d(c’, b), obtenemos la desigualdad
deseada. O
1.6. Espacios normados

En esta secciéon k = R o C. Fijado un k-espacio vectorial E, los elementos de k son llamados
escalares y los de E vectores. Usaremos letras griegas para designar a los escalares y caracteres latinos
para designar a los vectores. Las expresiones

A+u, Ay, x+y y A-x

denotan a la suma y al producto de dos escalares 1 y i, ala suma de dos vectores x e y, y ala accién
de un escalar A sobre un vector x, respectivamente.
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Definicién 1.65. Una norma en un k-espacio vectorial E es una funcién || ||: E — R>¢ que satisface:
1. lxll=0siysolosix=0.
2. A-xl = I1AlIx]l. (Il | es homogénea)
3. lx+yl=llxl+1yl. (Il |l es subaditiva)

Un espacio normado sobre k o k-espacio normado (E, || ||) es un k-espacio vectorial E, provisto de

una norma | ||.

Aveces, cuando no haya posibilidad de confusién, hablaremos de un espacio normado E sin hacer
referencia a la funcién norma, la cual serd denotada con el simbolo || ||, ni al cuerpo k. Si es necesario
distinguir entre varias normas usaremos la notacién autoexplicativa || | g, 0 notaciones especificas
como || [l p, Il llco, €tcétera. Pero también algunas veces usaremos la notacion completa (E, | |).

Observacion 1.66. Un C-espacio normado es también un R-espacio normado, con la misma norma.

Proposicion 1.67. Si| || es una norma en E, entonces la funcién d: E x E — Ry, definida por

dx,y)=lx-yl,
es una métrica que satisface:
1. dix+z,y+2)=d(x,y). (invariancia por traslaciones)
2. dA-x,A-y)=1Ald(x,y). (homogeneidad)

Demostracion. Por la condicién 1 de la definicién de norma,
dx,y)=0e|x-yl=0ex=1y,
por la condicién 2,
dx,y)=llx=yl=1-1-(y=-0l=1-1lly-xl=lly-xl=d(yx),
y, por la condicidn 3,
dx,2) =lx-zl slx—yl+ly—zll=d(x,y) +d(y,2).
Asi que d es una métrica, la que, como lo prueban las igualdades

dA-x,A-y)=lA-x=A-yl = Allx =yl = |Ald(x, y)

dx+z,y+2)=lx+2)-+al=lx-yl=dx,y),

es homogénea e invariante por traslaciones. O

Definicion 1.68. Decimos que una distancia d: E x E — R, definida sobre un k-espacio vectorial E,
estd asociada a una norma, si existe unanorma || || en E tal que d(x, y) = ||x — y| paratodo x, y € E.

La proposicién anterior muestra que para que una distancia esté asociada a una norma debe
ser homogénea e invariante por traslaciones. En el ejercicio que sigue se pide probar que estas
condiciones son suficientes, y que la norma es tinica.
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f=2a long de =long ab

long E =long 2ab

Figura 1.12: Invariancia por traslaciones y homogeneidad de la distancia euclideana del plano

Ejercicio 1.69. Pruebe quesi d: E x E— R>¢ es una distancia invariante por traslaciones y homo-
génea, entonces d estd asociada a una inica norma.

Ejemplos 1.70. En el segundo de los ejemplos de espacios métricos dados en la primera seccién del
Capitulo Vimos que (R", do,) es un espacio métrico. En realidad R" tiene una estructura canénica
de R-espacio vectorial y la distancia d, proviene de una norma. Se trata de la norma | ||, en R”,
definida por
I Xlloo == max |x;l,
l<i=n

donde x; es la i-ésima coordenada de x. También en el tercero, cuarto, onceavo y decimosegundo
ejemplo de espacios métricos dados en la primera seccion del Capitulo[]las distancias provienen de
normas. El tercer ejemplo fue (Bla, b], d). Su conjunto subyacente B[a, b] es un R-espacio vectorial
via la suma y el producto por escalares definidos por

f+8)=f+g(®) y A-NO:=Af(),

y sumétrica d, es la distancia asociada a la norma || ||, definida por

I flleo = sup |f(r) - g()l. (1.9)

tela,b]

El conjunto subyacente Cla, b] del cuarto ejemplo es un subespacio vectorial de B[a, b]. Por lo tanto la
férmula define por restriccién una norma (también denotada || ||) sobre Cla, b], cuya funcién
distancia d, asociada, es la restricciéon a C[a, b] x Cla, b] de la distancia d, de B[a, b]. Las normas a
las que estdn asociadas las métricas d, consideradas en los ejemplos onceavo y decimosegundo son

lanorma | ||, de R", definida por
n
Ixllp = \p/ > lxil?,
i=1

yla normal|l |l en Cla, b], definida por

b
11, = \”/f FoPdr,

respectivamente. En ambos las estructuras de epacio vectorial son las consideradas antes.

Observacion 1.71. Frecuentemente la norma || ||, de Cla, b] se define por la férmula
I flloo:== max |f(1) — g(D)I.
tela,b)

Esto es correcto porque toda funcion real continua definida sobre un intervalo cerrado y acotado
alcanza su maximo.
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Ejemplo 1.72. Para cada p € [1,00], el C-espacio vectorial C” es un espacio normado via la nor-

ma || ||, definida por
n
(/2 1zilP sip<oo,
I(z1,..., 2n)llp = i=1

max |z;| sip=o0.
1<i<n

En efecto, es claro que estas funciones satisfacen la primera condicién pedida en la Definicién|1.65
También satisfacen la segunda, porque

n n n
1A (21 2dllp = (] D 1A 2ilP = {/IM”ZIZ;’I’”= I/ll\"/ZIZiI”=IMII(Zl,-..,Zn)IIp
i=1 i=1 i=1

para cada p < oo, mientras que

IA-(z1,...,2n) looc = MaAX |A- z;| = |A] MaxX |z;| = |All(21,...,2Zn) lco-
1<i<n 1<i=n

Por tltimo, son subaditivas porque

n
”(Zly---,zn)+(w1;---,wn)||p: Y lel+wl|p
Vizl
n
< (] XUzl +lwiP
i=1

n n .
or la desigualdad
< U 1zlP+ { Y lwilP g Mink gk.
= -1 e Minkowski (1.2)
:”(Zly---yzn)”+”(w11---;w}’l)”p
para todo p < oo, mientras que
”(Zly---;zn)+(w1r---)wn)||OO: méX|Zl+wl|
1<i<n

, por la subaditividad
< max (|z;| + |w;l) .
1<i=n de la funcién | |

< max |z;| + max |w;|
i 1<i<n

1<i<n

= ”(Zly---;zn)”oo"' ”(wly---ywl’l)”OO'

Ejemplo 1.73. Si (E, || ||) es un espacio normado, entonces también lo es cada subespacio vectorial F
de E, con la norma inducida por || ||,1a que, por definicién, es la norma de F obtenida restringiendo || ||
a F. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio normado de E. Por ejemplo, (Cla, b], || lloo)
es un subespacio normado de (Bla, b], || lloo)-

Ejemplo 1.74. Si (E,| |I) es un espacio normado y f: F — E es un monomorfismo de espacios
vectoriales, entonces F es un espacio normado via la norma || I/ definida por || yllf =1fy || El
Ejemplo es el caso particular obtenido tomando como f ala inclusién canénica de F en E.

Ejercicio 1.75. Consideremos el espacio normado (C", || ||,), donde 1 < p < oo, como un espacio
normado sobre R (ver la Observacién|1.66). Pruebe que la norma inducida sobre R a través de la
inclusién canénica i: R"” — C", de acuerdo al Ejemplo eslanorma || ||,.
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Ejemplo 1.76. El producto cartesiano E x F, de dos espacios normados E y F, es un espacio normado
via la norma || |lc, definida por [|(x, ) lloo = max(|| x| g, ||y||F Notemos que la métrica que induce
esta norma sobre E x F es la definida en el item 8 del Ejemplo Salvo indicacién en contrario,
siempre consideraremos al producto cartesiano de espacios normados dotado de esta norma.

Notaciones 1.77. Para cada par Ay B de subconjuntos de un espacio normado E, cada escalar 1y
cada subconjunto A de k, escribimos

A+B:={a+b:ac AybeB}, A-A={l-a:acA} y AN-A={A-a:leAyacA}.
Proposicion 1.78. Paracada A € k\{0} y cadar € R,
/I‘Br(o) = Bl)tlr(o) y A'Br[o] = Bl/’llr[o]-

Demostracion. Lainclusion A - B, (0) € By (0) vale porque |A- yll = [Alllyll <|Alr para todo y € B,(0).
En particular

1
Z'B|/’1|r(0) gBﬁ

y, por lo tanto, también vale que B, (0) = A-B,(0). La segunda igualdad puede probarse en forma
similal@ O

a0 =B, (0

Ejercicio 1.79. Pruebe que

B,0]= () A-B;(0) y B(0= |J A:-B,[0]
A€(1,00) A€(0,1)

para todo r € R.

La importancia en los espacios normados de las bolas centradas en 0 se debe a que determinan a
todas las demads, como lo muestra el resultado que sigue.

Proposicion 1.80. Para todo punto x de un espacio normado E y cada r > 0,
B,(x)=x+B,(0) y B;[x]=x+B,[0].
Demostracion. La primera igualdad vale porque
veEB(x)edyx)<redy-x0<r<oy—xeB.(0),
y la segunda puede probarse en forma similar. O
Proposicion 1.81. En un espacio normado no nulo E,
diamB, (x) = diamB,[x] = 2r
para todo x € E y todo r > 0.

Demostracion. Sabemos que didmB,(x) < didmB,[x] < 2r. Para probar que vale la desigualdad
reciproca es suficiente notar que

s A e dfx+ 2 A A 2yl=22

X+—- X X+— px——y|=—I2-yl =

TR y il T Y T Y

paracada y€ E\{0} ycada A € [0, r). O
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1.7. Pseudonormas

Definicion 1.82. Una pseudonorma en un k-espacio vectorial E es una funcién || ||: E — R3¢ que
satisface:

1. x[=0six=0,

2. A= xIl=1AllxI (homogeneidad)

3. lx+yl=llxl+1yl. (subaditividad)
Un espacio pseudonormado es un k-espacio vectorial E, provisto de una pseudonorma.
Ejercicio 1.83. Pruebe quessi || || es una pseudonorma en E, entonces la funcién d: E x E — R,
definida por d(x, y) = llx — yll, es una pseudométrica que satisface:

l. dix+z,y+2)=d(x,y), (invariancia por traslaciones)

2. dA-x,A-y)=1Ald(x,y). (homogeneidad)

Pruebe que, reciprocamente, si d es una pseudométrica invariante por traslaciones y homogénea
en E, entonces existe una unica pseudonorma | || en E tal que

d(x,y)=lx-yl paratodo x,y.

En el siguiente ejercicio se supone que el lector conoce la construccién del espacio cociente de
un espacio vectorial por un subespacio (Vease el Apéndice A).

Ejercicio 1.84. Pruebe quesi (E, | ||) es un espacio pseudonormado, entonces el conjunto
S={xeE:|x|| =0}

es un subespacio vectorial de E. Denotemos con E/S al espacio cociente y con p: E — E/Sala
proyeccion canénica. Pruebe que existe una tnica funcioén || ||: E/S — R, talque || [op = || ||, y que
[l Il es una norma.

Ejercicio 1.85. Pruebe que en la situacion del ejercicio anterior la funcién distancia d, asociada a
lanorma | ||, coincide con la obtenida aplicando el Ejercicio ala pseudométrica asociada a la
pseudonorma | |.

1.8. Labola unitaria en espacios normados

En un espacio métrico arbitrario es imposible recuperar la funcién distancia conociendo una
bola. En un espacio normado E la situacion es mucho mejor. La norma (y por lo tanto la métrica) y la
bola cerrada unitaria B,[0] se determinan mutuamente por las férmulas

Bi0l={xeE:|xll<1} vy ||x||:min{/leIRzo:xEYL-Bl[O]}lﬂ (1.10)

STambién la bola abierta unitaria B (0) yla norma se determinan mutuamente. En este caso las férmulas son

Bi1(0)={x€E:|lxll<l} y lxll=inffAe R5g:x€1-B1(0)}.
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la primera de las cuales es cierta por definicién. Para ver que también vale la segunda es suficiente

notar que si x # 0, entonces

1
x= el () € el B 0],

yquesix=A-x"conAeRsoyx’€B;[0], entonces | x|| = A||x|| < A. Por consiguiente tiene sentido
preguntarse que condiciones debe satisfacer un subconjunto B de un espacio vectorial E para ser la
bola cerrada unitaria de una norma. Los resultados que siguen responden esta cuestion.

Proposicion 1.86. La bola cerrada unitaria B,[0] de un espacio normado E tiene las siguientes
propiedades:

1. IN-B;[0] =E,
. A-x+(1-A)-yeB[0] para todo x,y € B1[0] yA € [0,1], (B110] es convexo)

. Maew = -B1[0] =0,

2

3. A-B1[0] €B;[0] para todo escalar A con |A| <1,

4

5. para todo x ¢ B1[0] existe L € (0,1) tal que A - x ¢ B1[0].

Demostracion. 1. Porque, como la funcién || || es homogénea,
1
X = n-(—-x) cn-B;[0]
n

paratodo x€e Eyne Ntalque n= | x|.

2. B;1[0] es convexo porque, por la homogeneidad y subaditividad de lanorma, si x| <1y ||yl <1,
entonces
[A-x+A =) -yl <Alxl+A-Dllyll =1

paratodo A € [0, 1].
3. Porque, por la homogeneidad de la norma,

IA-xI=1All xl =A< 1

paratodo x € B;[0] ytodo A con |A| = 1.
4. Porque, por la homogeneidad de la norma y el hecho de que || x|| =0 siysolosi x =0,

1
x€ (] = 'Bil0] & |xl < 1/nparatodo ne N < |lx]| =0 < x=0.
nelN

5. Porque, como la norma es homogénea, si || x| > 1, entonces ||A- x|| > 1 paratodo A € (1/|x|,1). O

Teorema 1.87. Si un subconjuntoB de un espacio vectorial E satisface
1. Rsp- B=E, (B es absorbente)
2. 0-x+(1-1)-ye B para todo x,y € Ey/l € [0,1], (B es convexo)
3. A-BcB para todo escalar A con || =1,
4. Mier, A-B=0,
5. para todo x ¢ B existe A € (0,1) tal que A- x ¢ B,

entonces B es la bola cerrada unitaria de una norma de E (En la Figum se representa un subcon-
junto del plano euclideano que satisface las condiciones 1-5).
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Demostracion. Veamos primero que la condicién requerida en el item 3 se cumple para todo A € k
con |A] < 1. Para empezar, por el item 1 sabemos que existe x € B. Pero entonces, por el item 3
también —x € By, en consecuencia, por el item 2,

1 1 -
0=--x+--(—x) €B.
2 2

Asi, nuevamente por el item 2,
Ax=A-x+(1-1)-0eB para todo x € By todo A € [0,1]. (1.11)

Finalmente, si 0 < |1| < 1, entonces debido a la condicién (1.11) y al item 3,
~ A ~ ~ ~
A-B=]A]- m-B c|Al-BEB,

como queremos. Ademds, si |1| = 1, entonces

A-B=B (1.12)

porqueB=1-(1"1-B) < A-B.

Notemos que por el item 1 podemos definir una funcién || ||: E — R por
x|l == inf{d € Rug: x € 1B}

Debemos probar que | || es una norma. Como 0 € A-B para todo A, es claro que [|0]| = 0. Por otra
parte, dado que el item 3 vale para todo escalar cuyo médulo es menor o igual que 1,

! /
A’-E:A%-E:A-(%-ﬁ)gﬂt-ﬁ. (1.13)

para cada par 1’, A de escalares tales que |A’| < |A|. En consecuencia, si | x|| = 0, entonces

xe () A-BY)
/1€]R>0

lo que por el item 4 implica que x = 0. Esto concluye la prueba de que ||x|| = 0 si y solo si x = 0.
Afirmamos que la funcioén || || es homogénea. En efecto, como

xeAM-BeA-xeAl B paratodoxeE, Aek\{0}yA € Rsg

y, por la igualdad (1.12),
~ A~ ~
AN -B = I)lel’-(m -B) =|AIA-B,
paracadale k\{0}ycadaxeE,
IA- x|l = nf{lAl- A € Rag: x € A'-B} = |Alllx]l.

Puesto que, ademas,
10-x|| =10l =0=0]x| paratodo x € E,
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la funcién || || satisface la condicién de homogeneidad, como queremos. Para inferir que || || es
una norma solo resta verificar que es subaditiva. Para ello supongamos que x € 1-By x' € 1’-B,
con A, A’ € R5g, y escribamos x = A- Xy x' = 1’ - ¥’. Entonces, gracias al item 2,

A/

A -
x+x' =12+ F=A+1)- Mﬂ,-mhm-x’ €(A+1)-B,

porlo que [|x+ x'|| < [lx]| + [ x].

Notemos ahora que si x es un punto de B, entonces x € B [0] por la misma definicién de || x||, por
lo que B < B [0]. Para concluir la demostracion del teorema debemos verificar que vale la inclusion
reciproca. Supongamos que x pertenece a B, [0]. Nuevamente por la definicion de || x|, esto significa
que para todo € > 0 existe 0 < A < 1+¢ tal que x € A - B. En consecuencia, por la condicién (1.13),

xe N /1-

/1€]R>1

Pero entonces
A-xeA-(A"1-B)=B paratodo A€ (0,1),

lo que por el item 5 implica que x € B. O

Figura 1.13: Un subconjunto del plano euclideano
que satisface las condiciones 1-5 del Teorema|1.87

Ejercicio 1.88. Pruebe que la bola abierta unitaria B; (0) de un espacio normado E tiene las siguientes
propiedades:

1. N-B;(0) = E,
. A-x+(1-1)-yeB;(0) paratodo x,y€B;(0) y A € [0,1], (B1(0) es convexo)

- Maen 3 -B1(0) =0,

2

3. 1-B;(0) € B, (0) para todo escalar A con 1] <1,

4

5. paracada x € B (0) existe A € (1,00) tal que A - x € B (0).

Ejercicio 1.89. Pruebe que si un subconjunto B de un espacio vectorial E satisface
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1. R5¢o-B=E, (B es absorbente)
2. l-x+(1-A)-yeBparatodox,yeByA€[0,1], (B es convexo)

3. A-B< B paratodo escalar A con |1 =1,

4. Mrer.,A-B=0,

5. paracada x € B existe A € (1,00) tal que 1- x € B,

entonces es la bola abierta unitaria de una norma.

Observacion 1.90. En la Proposicién[1.86/se prob6 en particular que en cada espacio normado E,
la bola cerrada con centro 0 y radio 1 es un conjunto convexo. El mismo argumento prueba que,
en realidad, todas las bolas, tanto las abiertas como las cerradas, son convexas. Mds atin, dados un
punto v en la esfera S, (x) y un punto w en la bola abierta B, (x), todos los puntos distintos de v del
segmento vw, estan en B, (x). En efecto,

-V v+A-w-xl=10-1) - @-x)+A-(w-0)=A-MDlv-xl+AMw-xl <,

para todo A € (0, 1].

1.9. Sucesiones

Definicién 1.91. Una sucesion de puntos de un conjunto X es una funcién x: IN — X.

Siguiendo una préctica habitual escribiremos x;,, en lugar de x(n) y denotaremos a la sucesién x
con el simbolo (x,) ,eIN.

Definicién 1.92. Una sucesion (y,) ,elv €s una subsucesion de (x,) e Si existe una funcién estricta-
mente creciente s: IN — IN tal que y, = x5, paratodo n € IN.

Definicién 1.93. Una sucesién (x;) ey de puntos de un espacio métrico X es convergente si hay un
punto x € X con la siguiente propiedad: dado € > 0, existe 19 € IN tal que

d(x,,x)<e para todo n > ny.

En este caso decimos también que (x,) ,cIv tiende (o converge) a x y que x es el limitede (x,) neN, vV
escribimos

lim x, = x, o) (Xn) nelN X.

n—oo n—oo

Una sucesién de puntos de X es divergente si no es convergente.
Observacion 1.94. Una sucesion (x,) ,ev de puntos de X tiende a x siy solo sila sucesiéon de nimeros
reales (d(x,, X)) ney tiende a 0.

Observacion 1.95. Si una sucesion (x,) v de puntos de X converge, entonces lo hace a un solo
punto. En efecto, si

X y (Xn) new
n—oo n—oo

(Xn) new N2
entonces dado € > 0 existe rng € IN tal que
dxp,x)<e y dxpy) <e para todo n > ny,

yen consecuencia
0=d(x,y) <d(x,x,)+d(xy,x) <2e,

por la propiedad triangular de d. Como ¢ es arbitrario, esto implica que d(x, y) = 0, como queremos.
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Ejemplo 1.96. Una sucesion de puntos xi, X2, x3,... de X es finalmente constante si existe ny € IN
tal que x, = x,, para todo n = ny. Toda sucesién finalmente constante es convergente. Si X tiene la
meétrica discreta estas son las tinicas sucesiones convergentes.

Ejemplo 1.97. La sucesién de niimeros reales (1/7) ,ey tiende a 0.
Ejemplo 1.98. La sucesion de nimeros reales ((—1)") ,cy es divergente.

Ejemplo 1.99. Una sucesion de funciones acotadas f,: [a, b] — R tiende a una funcién acotada
f:la, bl — R, respecto de la distancia d,, siy solo si f;, tiende a f uniformemente.

Ejemplo 1.100. Una sucesién de funciones continuas f;: [a, b] — R tiende a una funcién continua
f: [a, bl — R, respecto de la distancia d, siy solo si el area de la regién acotada determinada por los
graficos de f; y f tiende a cero.

Observacion 1.101. Para cada espacio métrico X, cada sucesion (x,) ey de puntos de X ycada x € X
son equivalentes:

1. (Xn)new X.

n—oo
2. Paratoda bola abierta B¢ (x), existe ng € IN tal que x, € B¢(x) si n = ny.
3. Paratodo entorno V de x, existe ny € IN tal que x, € V si n = ny.

En efecto, los items 1y 2 son equivalentes porque d(x,, x) < € siy solo si x; € B¢(x). El item 3 se sigue
del item 2 porque todo entorno de x incluye una bola abierta B.(x), y el item 2 se sigue del item 3
porque toda bola abierta con centro en x es un entorno de x.

Observacion 1.102. Para verificar que una sucesiéon (x;),ciy de puntos de un espacio métrico X
converge a un punto x € X, es suficiente comprobar que la condicion 3 de la Observacién [1.101]
se satisface para cada entorno V de una subbase de entornos .# de x. En efecto, supongamos que
dados V1,...,V; € &, existen ny, ..., n; € IN tales que x, € Vj for all n = n;. Entonces x, € Vin---NnV;
para todo n = max(ny,..., n;). Por la misma definicién de subbase de entornos, esto implica que la
condicién 3) de la Observaci(’)nse satisface para todo entorno V de x.

Observacion 1.103. Una sucesion (x,) ,ev de puntos de un espacio normado E converge a un punto x
siy solo si la sucesion (x;, — x) ,ew tiende a 0.

Observacion 1.104. Consideremos un espacio métrico X y un subespacio Y de X. Una sucesiéon
(¥n) nelw de puntos de Y tiende a y € Y siy solo si (y5) new tiendea yen X e ye Y.

Definicién 1.105. Una sucesién (x;),cy de puntos de X es acotada i lo es el conjunto {x, : n € IN}.
Ejercicio 1.106. Pruebe que si una sucesién es convergente, entonces es acotada.

Proposicion 1.107. Una sucesion (x1, y1), (X2, ¥2), (x3,¥3),... de puntos de un producto X x Y de
espacios métricos converge a un punto (x, y) siy solo si (x,) nely tiende a x e (yn) nel tiendea y.

Demostracién. Como doo((x, ), (Xn, ¥n)) = max(d™ (x, x,),d¥ (3, y»)), la sucesion

(doo((xy y)) (xn» yn)))ElN

tiende a cero si y solo si las sucesiones (dX (X, X)) nelN y (dY(yn, ¥)) new lo hacen. O
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Corolario 1.108. Consideremos un producto X := X1 x---x X, de una cantidad finita espacios métricos
y un punto x = (xy,...,xXm) € X. Una sucesion (x"*) ,ev de puntos de X tiende a x si y solo si la suce-
sién (x]’.l)nelN, donde x}? es la j-ésima coordenada de x", tiende a x; para todo j € {1,...,m}.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién(1.107|por induccién en n. O

Corolario 1.109. Una sucesion (x") e de puntos de R™, donde x" = (x,...,x;,), converge a un
punto x = (xy,...,Xmn) deR" respecto la norma || |« iy solo si la sucesion de niimeros reales (x?) nelN
tiende a x;, para cada indice .

Demostracion. Esto es un caso particular del Corolario|1.108 O

Nora 1.110. Elresultado anterior vale para todas las normas || ||, pero cuando p # oo no se sigue
directamente de la Proposici()n Es necesario probar ademds que (R", || || Py (R™ |l llso) tienen
las mismas sucesiones convergentes, y que cada de ellas una tiene el mismo limite en (R", || [ ,) y
en (R", |l llw) (el lector puede probar esto ahora como un ejercicio o deducirlo més adelante del
Ejercicio[3.93).

Proposicion 1.111. Si una sucesion (x,) eIy converge a un punto x, entonces también lo hace toda
subsucesion (Xs,) pey de (Xp) pelN.

Demostracion. Tomemos € > 0 arbitrario. Por la definiciéon de limite de una sucesion existe ng € IN
tal que x, € B¢(x) para todo n = ny. Como s es estrictamente creciente, existe mg € IN tal que s, > ng
si m = my. Por lo tanto x;,, € B.(x) para todo m = m,. O

Corolario 1.112. Una sucesién de puntos de un espacio métrico que tiene una subsucesion divergente
o0 dos subsucesiones que convergen a puntos distintos, es divergente.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior. O

Definicién 1.113. Un punto x de un espacio métrico X es un punto de aglomeracion de una sucesion
(xn) new de puntos de X, si hay una subsucesiéon (xsn)nE]N de (x,) ey que tiende a x.

Ejemplos 1.114. Por ejemplo, los puntos de aglomeracién de la sucesion ((—1)") ey son —1y 1, yla
sucesion identidad (n) ,ey no tiene ninguno.

Observacion 1.115. Por la Proposicion|1.111|las sucesiones convergentes tienen un solo punto de
aglomeracidon. La reciproca es falsa, por ejemplo la sucesion (x,) ,ew definida por

n sinespar,
Xn = . .
1 sinesimpar,

tiene un solo punto de aglomeracién, pero no es convergente.

Observacion 1.116. Un punto x de X es un punto de aglomeracion de (x;) ,ew siy solo si para toda
bola r > 0 hay infinitos m € IN tales que x;, € B, (x). En efecto, si x = lim,_. X;,, entonces existe
no € IN tal que

x5, €Br(x) paratodo n = np.

Como la funcién n — s, es inyectiva, esto prueba que el conjunto

{melN:x,€B,(x)}
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es infinito. Reciprocamente, si para todo r > 0 el conjunto U, de los m € IN tales que x;, € B, (x) es
infinito, entonces la sucesion (xs,) ,e1v, definida tomando como s, al n-ésimo elemento de Uy,
tiende a x, y es una subsucesion de (x,) ,e, porque la funcién n — s, es estrictamente creciente.

Ejercicio 1.117. Pruebe que si x: IN — @ es una funcién sobreyectiva, entonces el conjunto de
puntos de aglomeracién de (x;) ;e es R.

Observacion 1.118. Recordemos que la recta real extendida R* consta del conjunto IR més dos
elementos —oo y oo tales que —oo < a < oo para cada nimero real a. En R* todo conjunto es acotado
y tiene supremo e infimo. Consideremos una sucesion (x,) ,ev de puntos de R. Definimos el limite
superiory el limite inferior de (xy,) ey como los elementos

limsup x, = infsup x; y liminfx, := sup inf x;,
n i=n n n izn

de R*, respectivamente. En los cursos de andlisis matemadtico en una variable se prueba que
1. liminf, x, <limsup,, x;.

2. liminf, x;, > —oo siy solo si (x,) ,eN s acotada inferiormente en R y limsup,, x;, < oo siy solo
si es acotada superiormente en R.

3. Silimsup,, x, € R, entonces limsup,, x, es un punto de aglomeracion de (x,),cv. Ademads,
para cada M > limsup,, x, hay solamente una cantidad finita de n’s tales que x, = M. En
consecuencia limsup,, x, es el maximo punto de aglomeracion de (x,) elN.

4. Si liminf, x,, € R, entonces liminf, x, es un punto de aglomeracién de (x;),cN. Ademas,
para cada M < liminf, x,, hay solamente una cantidad finita de n’s tales que x, < M. En
consecuencia liminf, x; es el minimo punto de aglomeracion de (x;) ,eN.

5. Los siguientes hechos son equivalentes:
a) (xp)pelN converge,
b) liminf, x, =limsup, x, € R,
¢) (xp)nel €s acotaday tiene un solo punto de aglomeracidn.
Ademas, en este caso lim, x, = liminf, x,, =limsup,, x,.

6. limsup, x, = —oo si y solo si lim, x,, = —oco (esto es, para todo M € R existe ng € IN tal que
X < M para todo n = ng). Andlogamente, liminf, x, = co siy solo silim,, x;, = co (esto es, para
todo M € R existe ng € IN tal que x,, > M para todo n = ng).

7. limsup,, x, = oo siy solo si (x,) e tiene una subsucesién que tiende a co. Andlogamente
liminf, x, = —oco siy solo si (x,,) ;e tiene una subsucesién que tiende a —oo.

Es muy tentador considerar como convergentes a las sucesiones con limite co 0 —oo, a pesar de
que estos no son nimeros reales, y considerar a co como un punto de aglomeracion de (x;) ,eIN Si
limsup,, x;, = 0o, y @ —oo como uno, si liminf, x;,, = —oco. Llegado a este punto es un paso pequeflo
admitir ademds que las sucesiones tomen valores en R* (es decir aceptar que x, pueda ser +oo
para algunos valores de n). Las ventajas son por lo menos dos: todas las sucesiones tienen puntos
de aglomeracién (dicho de otra forma, toda sucesion tiene una subsucesién convergente) y una
sucesion es convergente si y solo si tiene un tinico punto de aglomeracién. Hay una pregunta natural.
;Existe una métrica sobre R* bajo la cual la convergencia de sucesiones es la descripta arriba?
(incluyendo la convergencia a +oo y a —oo). Como veremos mds adelante, la respuesta es que si.
También estudiaremos y caracterizaremos los espacios métricos que tienen la propiedad de que toda
sucesion tiene una subsucesion convergente.
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Notas

Observacion 1.119. Por las condiciones 1), 2) y 3) de la observacién anterior toda sucesién acotada
superior o inferiormente tiene una subsucesién convergente”’

Ejercicio 1.120. ;Cudndo converge una sucesion (x,) ;e de puntos de INg? (ver el séptimo item de

los Ejemplos|[1.4).

Notas

[1]. Sixe A\Cyxe B, entonces x€ BAC;ysixe€ A\Cy x ¢ B, entonces x € AAB. Por lo tanto,
A\C < (AAB)U (BACQ). Por simetria, C\ A< (AAB) U (BAC).

[2]. Esclaro que se satisface si @ =0 o =0, y que si se cumple para a y 8, entonces también
se cumple para A-a y u- B, cualesquiera sean 1 y 1 en R. Debido a esto y a que la integral
definida de cualquier funcién continua no nula : [a, b] — R>( es mayor que cero, para ver que
la desigualdad integral de Holder vale, serd suficiente mostrar que

b b b
f la()|Pdt = f 1BO17dr=1= [ la(0) (1) < 1. (1.14)
a a a
Pero esto es cierto, porque, por (1.5),
b 1 (b 1 (b 1 1
f la()B()ldt < —f la(n)Pdt+ —f B7de=—+—=1.
a P Ja qJa p q
[3]. Como el infimo de un subconjunto J de R es infinito si y solo si J es vacio,
d(A,B) =ocosiysolosi{d(a,b):ac Aybe B} =g,
lo que ocurre siysolosi A=@ o B=¢.
[4]. Como f esinyectiva,

lvlf =0 I fWl=0e f(r)=0e v=0;

como f(A-v)=A-f(v) paratodo A€ ky v € Fylafuncién | || es homogénea,
IA-vIS = 1A= =1A- fF@I=IALf@)I = Alv);

y, como f(v+ w) = f(v)+ f(w) paratodo v, w € F yla funcién | || es subaditiva,

lv+wl! =lIfw+w)l=1f@)+fa)l < Ifl+Ifa)l= vl +lwl’.
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Notas

Para ver que la funcién || || es una norma es suficiente notar que, como | x||g =0siysolosi x =0
yllylr=0siysolosiy=0,

106 Vleo=0<lxllg=0yllylF=0<x=0ey=0;
como || [g vy || IIF son homogéneas,

A (x, oo = max(IA- xll g, IA- ¥l F)
= max(|Allxllg, Ayl F)
= [Almax ([l xllg, |yl F)

= A, W loos
y,como || gy |l lIF son subaditivas,
10, ¥) + (X, Y oo = méx(lx + x| g, 1y + ¥l F)
< max(|xll g+ 1% g | ylle+ 1Y 1 £)

< 106 P lloo+ 11X, ¥ oo
Como ||A-yll = Ayl < |Alr para todo y € B [0],

A-B[0] € By, [0].
En consecuencia, dado que A y r son arbitrarios,
1
A
y, por lo tanto, By, [0] € A -B,[0].

B\,1|r[0] gB‘IT‘I/llr[O] = Br[O]

Por la definicién de | x|, si | x|| = 0, entonces para cada A € R~ existe A’ < A tal que xe A’ - B Y,
por lo tanto, debido a (I.13), x€ 1-B.

Arguméntese como en la nota anterior.

Por el item 2) la sucesion (x,) ,ev estéd acotada si y solo si —oo < liminf, x, y limsup,, x, < co.

Por el item 1) esto implica que liminf, x, € R ylimsup,, x, € R.
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CAPITULO

TOPOLOGIA DE ESPACIOS METRICOS

2.1. Conjuntos abiertos

Definicién 2.1. Un subconjunto U de un espacio métrico X es abierto si para todo x € U existe r >0
tal que B, (x) € U o, equivalentemente, si es entorno de cada uno de sus puntos.

Observacion 2.2. Por la misma definicion de abierto, si U es un abierto de X, entonces trivialmente
cada x € U tiene un entorno incluido en U. Reciprocamente, si cada x € U tiene un entorno V,
incluido en U, entonces U es entorno de cada uno de sus puntos. Dicho de otro modo, U es abierto.

Observacion 2.3. De la definicién se sigue inmediatamente que todo conjunto abierto es unién de
bolas abiertas. Pronto veremos que también vale la reciproca.

Ejemplo 2.4. Los intervalos abiertos (acotados o no) son subconjuntos abiertos de R. En efecto,
supongamos, por ejemplo, que x € (a,b) con a,b € Ry a < b. Entonces la bola B.(x) = (x—¢,x +¢€),
donde € = min(x — a, b — x), estd incluida en (a, b).

Ejemplo 2.5. Todos los subconjuntos de un espacio métrico discreto X son abiertos.

Ejemplo 2.6. El conjunto (y > x) := {(x,y) € R? : y > x} es un subconjunto abierto de (R?, || [loo)-
Para comprobarlo basta observar que si y > xye = %, entonces todo punto de la bola abierta
Bﬂ ”°°(x, y)=(x—€,x+¢€) x(y—¢€,y+e) pertenece a (y > x). Mas generalmente, para cada funcién
continua f: R — R los conjuntos {(x,y) € R?: y > f(x)} y {(x,y) € R? : y < f(x)} son subconjuntos

abiertos de (R?, | |loo). Dejamos como ejercicio para el lector la tarea de probar esto.

Ejemplo 2.7. Por el Ejemplo|1.25} el producto A x --- x A, de abiertos A; de espacios métricos X; es
abierto en Xj x --- x X,,. El ejemplo anterior muestra que no todos los subconjuntos abiertos de un
producto finito de espacios métricos tienen esta forma.

Ejemplo 2.8. Los conjuntos abiertos de (R?, | |lo) y de (R, | [l2) son los mismos. Esto es asi por-
que Bﬂ/"\;"i(x) c Bu 2 (x) c Bu ”°°(x) para cada r > 0. Mds adelante veremos que, més generalmente,

R™ | )y @R™ ll4) tienen los mismos abiertos para todo n =1y cada p,q = 1.
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2.1 Conjuntos abiertos Topologia de espacios métricos

Ejemplo 2.9. El conjunto A:={f € Bla, b] : sup |, ;; f(*) <1} es un subconjunto abierto de Bla, ],
para cada a, b € R con a < b. En efecto, si SUP ye(q,b] f(x) =r <1, entonces B;_,(f) £ A. En cambio
el conjunto B := {f € Bla, b] : f(x) < 1for all x} no es abierto porque si el supremo de los valores
tomados por f es 1, entonces ninguna bola con centro en f estd incluida en B.

Ejemplo 2.10. El conjunto {f € Cla, b] : f(x) < 1 for all x} es un subconjunto abierto de Cla, b], para
cadaa,be R con a < b.Larazén es que si f(x) <1 para todo x, entonces el supremo de los valores
tomados por f es menor que 1 porque, por el Teorema de Bolzano, toda funcién real continua
definida sobre un intervalo cerrado y acotado alcanza su maximo.

Observacion 2.11. En todo espacio métrico X las bolas abiertas B (x) son conjuntos abiertos. En
efecto, para cada y € B, (x) labola B, _ (4, » ) estd incluida en B, (x), porque

dix,z2)<d(x,y)+d(y,2) <d(x,y)+r—d(x,y)=r  paratodo z€B;_g(,y ().

También en todo espacio métrico X el complemento de cada bola cerrada B, [x] es un conjunto
abierto. En efecto, por la Proposicién|1.27

B, (y) S X \B,[x]

paracada y € X\B;[x],ytodo0<s<d(x,y)-T.

r'=r-longxy

long Xz <long xy+long yz
<longxz+r1'

=r

Figura 2.1: Ilustracion en el plano de la prueba de que las bolas abiertas son abiertos

Teorema 2.12. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo espacio métrico X:
1. X y @ son abiertos.
2. Si(Uj) jej es una familia de subconjuntos abiertos de X, entonces U jc; U; es abierto.

3. SiU yV son subconjuntos abiertos de X, entonces U NV es abierto.

Demostracion. Es claro que X'y @ son abiertos. Fijado x € Uje; Uj, existe i € J tal que x € U;. Enton-
ces, como U es abierto,
B;(x)cU; < U U]’
jeJ
para algin r > 0. Esto prueba que Ujc; U; es abierto. Por ultimo, dado x € U NV, existen ntimeros
reales positivos r y r/, tales que B, (x) € U y B,(x) € V. Denotemos con r” al minimo de r y r’. Es
evidente que B, (x) cUN V. O
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Topologia de espacios métricos 2.1 Conjuntos abiertos

Por la misma definicién de abierto, todo abierto de un espacio métrico X es unién de bolas
abiertas. Reciprocamente, por la Observacién[2.11]y el Teorema todo subconjunto de X que es
unién de bolas abiertas es abierto. Para los abiertos de la recta hay una descripcién mads precisa.

Teorema 2.13. Un subconjunto U de R es abierto siy solo si es unién disjunta de intervalos abiertos.

Demostracion. <): Esto es una consecuencia inmediata de la Observacién y del Teorema(2.12

=): Paracada x € U, denotemos con I, ala unién de todos los intervalos abiertos de R que contienen
a x y estan incluidos en U. Escribamos ay := inf(Iy) y by := sup(Iy). Es evidente que

[ax, byl siay# -y by # oo,
(@b cl.c (ax,by] siay=-00y by # oo,
PRI T  lag by)  siay #—coy by =00,

(ax,byx) siay=-ocoyby=00,

pero como I, es abierto, forzosamente Iy = (ay, by). Como x € U es arbitrario, U = U I«. Para terminar
la demostracion basta observar que si I, N Iy, # @, entonces I, = Iy, ya que si no fuera asi, I, U seria
un intervalo abierto estrictamente mayor que I o que Iy, que contendriaa xy a y, contradiciendo la
definicion de I o de Iy. O

Ejercicio 2.14. Pruebe que la descomposicién de un abierto U de R como unién disjunta de interva-
los abiertos obtenida en el Teorema(2.13|es tinica. Pruebe también que la cantidad de intervalos es
finita o numerable.

2.1.1. Elinterior de un conjunto

Por el Teorema para cada conjunto A € X hay un subconjunto abierto A° de A, que es méxi-
mo en el sentido de que incluye a cualquier otro. En efecto, A° es la unién de todos los subconjuntos
abiertos de A.

Definicién 2.15. El interior de un subconjunto A de X es el maximo subconjunto abierto A° de A.
Un punto x de X es un punto interior de A si pertenece a A°. En otras palabras, si B, (x) £ A para
alginr > 0.

Observacion 2.16. La nocion de interior de un conjunto no es intrinseca. Esto significa que el interior
de un conjunto A depende del espacio ambiente en el cual se lo considera inmerso. Por ejem-
plo, [0,1)° = [0,1) cuando se considera a [0, 1) como subconjunto de R, pero [0,1)° = (0,1) cuando
se considera como subconjunto de R. No obstante esto, a veces no mencionaremos explicitamente
el espacio ambiente cuando sea obvio cual es. Lo mismo vale para las nociones de exterior, clausura,
frontera y borde de un conjunto, que introduciremos enseguida.

Ejemplo 2.17. En R todo intervalo (x — €, x + €) tiene puntos racionales e irracionales. Por lo tanto
Q°=R\Q)° =@ enR.

Ejemplo 2.18. En R el interior de cualquiera de los intervalos acotados (a, b), (a, b], [a, bl y [a, D] es
el intervalo abierto (a, b), el interior de los intervalos (—oo, a) y (—o0, a] es el intervalo (—oo, a), y el
de los intervalos (a,00) y [a,00) es (a,00). Para terminar, el interior de (—oo,00) =R es R, y el de los
intervalos degenerados @ = (a, a) = [a, a) = (a,al y {a} = [a, a] es el conjunto vacio.
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2.1 Conjuntos abiertos Topologia de espacios métricos

Teorema 2.19. Consideremos subconjunto A y B de un espacio métrico X y una familia (Aj) jey de
subconjuntos de X. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. xe A°siysolosid(x, X\ A)>0.

2. x€ A° siysolo si para toda sucesion (x,) ,elv de puntos de X que tiende a x, existe ny € N tal que
Xpn € A para todo n = ny.

A°c Ay A° = Asiysolosi A es abierto.
Si A< B, entonces A° < B°.

A = A°,

(AnB)°=A°nB°.

Ujer A € Ujes A))°

N S kW

Demostracion. Es evidente que los items 1, 3,4y 5 Vale Por la Observacion sixe A°,
entonces toda sucesiéon de puntos de X que tiende a x satisface las condicién requerida en el item 2.
Por otra parte si x ¢ A°, entonces podemos construir una sucesiéon (x,) ey de puntos de X \ A que
tiende a x, elegiendo x, en By, (x) \ A. Esto muestra que el item 2 es verdadero (n6tese que hemos
usado el axioma de eleccién). Por el item 4 sabemos que (AN B)° <€ A° N B°, y la inclusién reciproca
vale porque A° N B° es un subconjunto abierto de An B. De modo que el item 6 también es verdadero.
Por dltimo, el item 7 se sigue del item 3. O

Ejercicio 2.20. Pruebe que en el tltimo item del Teorema la inclusién puede ser estricta.

Proposicion 2.21. Consideremos un producto finito X; x --- x X, de espacios métricos. La igualdad

(Alx...xAn)ozAix...on

n
vale para cada n-upla (A, ..., A,) de conjuntos, con A; < X; para todo i.
Demostracion. Por el Ejemplo[2.7} sabemos que

(A x - x Ap)° 2 A} x -~ x A%,
y por la descripcién de la bolas abiertas de un producto de finitos espacios métricos, dada en el
Ejemplo[1.25} es evidente que vale la inclusién opuesta. O

Recordemos que un subespacio de X es un subconjunto Y de X provisto de la métrica inducida,

Yy que
BY(»=BX(»nY 'y Blly=BflyIny

paracadapunto yeY.

Proposicion 2.22. Consideremos un subespacio métrico Y de X. Un subconjunto A de Y es abierto
enY siysolosiexiste Ac X, abiertoen X, talque A= AnY.

Demostracién. Denotemos con Aj, al interior de A como subconjunto de Y. Para cada punto y en
A}, tomemos una bola abierta B}’y (y) € A. Entonces

w=U B w=U BXony)= ny.

YEAT YEAS,

U BX )

YEAT
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Topologia de espacios métricos 2.1 Conjuntos abiertos

En consecuencia, si A es abierto en Y, entonces A es la interseccién de Y con un abierto de X.
Reciprocamente, supongamos que A es la interseccién de Y con un abierto U de X. Para todo x € A,
existe r > 0 tal que BX(y) < U. Asi, BY () =BX(y) n Y estd incluido en UNY = A, por lo que x € A°.
Como esto vale para todo x € A, A es un subconjunto abierto de Y. O

Figura 2.2: Tlustracién de la Proposicion

Definicion 2.23. El exterior de un subconjunto A de X es el conjunto Ext(A) := (X \ A)°.

Observacion 2.24. Un punto x € X pertenece al exterior de A siy solo si d(x, A) > 0. En efecto, es claro
queB,(x)c X\ Asiysolosid(x,A)=r.

2.1.2. Bases de un espacio métrico

Definicién 2.25. Una base de X es un conjunto 2 < £2(X), de subconjuntos abiertos de X, tal que

u=vV 2.1
Ve
veu

para todo abierto U de X.

Observacién 2.26. La condicion (2.1) se satisface siy solo si para cada abierto U de X y cada x € U,
existe Be Btalque xe B< U.

Ejemplo 2.27. Como un subconjunto de un espacio métrico es abierto si y solo si es unién de bolas
abiertas, los conjuntos {B,(x) : x € Xyr >0} y ' = {By/,(x) : x € Xy n € N} son bases de cada
espacio métrico X.

Ejemplo 2.28. El conjunto $q :={(a,b):a,be Q y a < b}, de los intervalos abiertos con extremos
racionales, es una base de R. En efecto, supongamos que U es un abierto de R. Entonces fijado un
punto x € U, existe € > 0 tal que (x—¢,x+¢€) € U. Como entre dos nimeros reales cualesquiera hay
un nimero racional, existen r,s € Q talesque x—e<r < xy x < s < x+¢, de modo que x € (r,s) < U.
Por la Observacion esto prueba que £ es una base de entornos de IR, como afirmamos.

Observacion 2.29. Como cada abierto de X es unién de bolas abiertas, para comprobar que un
conjunto B < 2 (X), de subconjuntos abiertos de X, es una base de X, es suficiente comprobar que
cada bola abierta es unién de miembros de £ o, equivalentemente, que para cada bola abierta B, (xp)
y cada punto x € B, (xp), existe un V € Z8 tal que x € V < B, (xp).
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2.1 Conjuntos abiertos Topologia de espacios métricos

Observacion 2.30. Si 28 es una base de X, entonces {UNY : U € %} es una base de Y para cada
subespacio Y de X. En efecto, por la Proposicion fijado un subconjunto abierto V de Y, hay un
abierto W de X tal que V=W n Y. Ademds, como 98 es una base de X,

W = U Ua
aed

para una familia (Uy) 4¢ v de elementos de Z8. Pero entonces

V=WnY=J UsnY.
acd

Proposicion 2.31. Consideremos espacios métricos X, ..., Xy. Si B; es una base de X; (1 <i < n),
entonces el conjunto
B ={V) x---xV, :V; € B; para todo i}

esunabasede X .= X1 x -+ x Xj,.

Demostracion. Por la Observacién para probar esto es suficiente notar que para cada bola
abierta BX (x1, ..., x,) de X y cada punto (x,..., x},) de BX (x1, ..., x,) existe un abierto V; x-+-x V;, €
tal que

(X)X € Vi X oo x Vy SBE (X100, X))

Pero esto es cierto porque, por el Ejemplo[1.25]
BX (X1,..., Xn) = B (x1) X -+ x By ()

y porque para cada i existe un V; € 93; tal que x; € V; < B, (x;), debido a que 93; es una base de X;
para todo i. O

2.1.3. Subbases de un espacio métrico

Definicién 2.32. Una subbase de X es cualquier conjunto . de abiertos de X tal que el conjunto de
las intersecciones finitas de elementos de . forman una base de X.

Ejemplo 2.33. El conjunto {(b, +o0): b e R} U {(—oo, b) : b € R} es una subbase de

Ejemplo 2.34. Por el Ejemplo[2.28] el conjunto {(b, +o0) : b € Q} U {(—o0, b) : b € Q} también es una
subbase de entornos de R.

Ejemplo 2.35. Para cada producto X x Y de espacios métricos, el conjunto
B(x)xY:xeXyreRIu{XxBs(y):yeYyseR}
es una subbase de X x Y. En efecto, esto se sigue inmediatamente de que, por el Ejemplo|[1.25]
(B, (x) x V)N (X x B, () =By (x) x B} () =B Y (x, ).
Mads generalmente, para cada producto finito Xj x --- x X, de espacios métricos, el conjunto
Xy xoxXjoy xBr(x) x Xjy1 x - x Xp:1<i<n x;e X;yreR}
es una subbase de X; x --- x X,,.
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Topologia de espacios métricos 2.2 Conjuntos cerrados

Ejercicio 2.36. Pruebe que toda base de un espacio métrico X es una subbase de X.

Ejercicio 2.37. Pruebe que para cada producto X; x X, x X3 x --- de numerables espacios métricos,
el conjunto
Xy x--xXj_1 xBp(xj) x Xjyy x--:ielN, x; e X;yreR}

es una subbase de X7 x Xp x X3 x ---,

INDICACION: use el Ejercicio4.10

Ejercicio 2.38. Consideremos una familia finita Xj,..., X}, de espacios métricos. Pruebe que si .%; es
una subbase de X; (i = 1,..., n), entonces el conjunto

Xy xo o xXjo1 xSxXjppxxXp:1l<isnySe S}

es una subbase de X; x --- x X;,. Pruebe que para un producto numerable de espacios métricos vale
un resultado andlogo.

Tal como ocurre con el concepto de subbase de entornos, la importancia de la nocién de subbase
se debe a que algunos espacios métricos tienen subbases muy simples, y a que (como veremos
por ejemplo al estudiar la continuidad de funciones) hay condiciones que en principio deberian
verificarse sobre todos los abiertos, pero que es suficiente comprobar sobre una subbase, lo que
permite obtener demostraciones simples de algunos resultados importantes. Nosotros no adoptamos
este punto de vista en estas notas, salvo en algunos ejercicios.

2.2. Conjuntos cerrados

Definicién 2.39. Un subconjunto C de X es cerrado si X \ C es abierto.

Observacion 2.40. De la definicién no se sigue que un conjunto que no es abierto es cerrado. Por
ejemplo, en R el intervalo [0, 1) no es abierto ni cerrado.

Ejemplo 2.41. Dados ntimeros reales a < b, el intervalo cerrado [a, b] es un subconjunto cerrado
de R. Para cada a € R los intervalos cerrados (—oo, a] y [a,00) también son subconjuntos cerrados
de R.

Ejemplo 2.42. Para cada espacio métrico X y cada x € X, el conjunto {x} es cerrado. En efecto X \ {x}
es abierto, porque B, (y) € X \ {x} paratodo y # x ytodo 0 < r < d(x, y).

Ejemplo 2.43. Todos los subconjuntos de un espacio métrico discreto X son subconjuntos cerrados
de X, porque todos son abiertos.

Ejemplo 2.44. Los conjuntos A:={(x,y) e R?: y = f(x)} y B:= {(x,y) € R?: y < f(x)} son subconjun-
tos cerrados de (R?, || loo), para cada funcién continua f: R — R. Para probar que el primero lo es,
debemos ver que su complemento A = {(x, y) € R?: y < f(x)} es abierto. Pero esto es cierto, porque,
como f es continua, dado (xo, yp) € A€ existe § > 0 tal que f(x) > yo + € para todo x € (xo — &, xg + ),
donde € := m y, por lo tanto, B, (xp, yo) = By (x0) x B-(y9) € A€ para todo 0 < r < min(J,€). Deja-
mos como ejercicio para el lector la tarea (similar) de probar que B es cerrado.

45



2.2 Conjuntos cerrados Topologia de espacios métricos

Ejemplo 2.45. Consideremos espacios métricos X e Y. El producto A x B de un subconjunto cerrado
de X con un subconjunto cerrado B de Y es un subconjunto cerrado de X x Y. Esto es asi porque
su complemento (X x ¥)\ (A x B) es unioén de los conjuntos abiertos (X\ A) x Yy X x (Y'\ B) En
consecuencia, por una induccién fécil, el producto A; x --- x A; de cerrados A; de espacios métricos
X; (i=1,...,n) escerrado en Xj x--- x Xj,. El ejemplo anterior muestra que no todos los subconjuntos
cerrados de un producto finito de espacios métricos tienen esta forma.

Ejemplo 2.46. Los conjuntos cerrados de (R?,| [loo) y de (R?,] Il2) son los mismos, porque sus
conjuntos abiertos lo son. Mds adelante veremos que, mds generalmente, (R", || [[,) y (R", [l ll4)
tienen los mismos cerrados paratodo n=1ycada p,q = 1.

Ejemplo 2.47. Para cada a,b € R con a < b, el conjunto A := {f € Bla,b]: f(x) =1 paratodo x} es
un cerrado de B[a, b]. En efecto, su complemento es abierto, porque B,_; (h) < A€ para cada h € AS,

donde r = sup ¢4 ) h(x)

Ejemplo 2.48. Para cada a,b € R con a < b, el conjunto B :={f € Cla, b] : f(x) <1 paratodo x} es
un subconjunto cerrado de Cla, b]. Por la Proposicién para comprobar que esto es cierto es
suficiente notar que B = A°nCla, b], donde A es como en el Ejemplo

Observacion 2.49. Por la Observacién|2.11} en todo espacio métrico las bolas cerradas y los comple-
mentos de las bolas abiertas son conjuntos cerrados.

Teorema 2.50. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. X y @ son cerrados.
2. Si(Cj) jey es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces(jc; C; es cerrado.

3. Si C y D son subconjuntos cerrados de X, entonces U UV es cerrado.

Demostracion. Es claro que X'y @ son cerrados. Si (Cj) jey es una familia de subconjuntos cerrados
de X, entonces je; C; es cerrado porque, por las Leyes de Morgan,

X\¢ci=UX\Cj,
jeJ jeJ
que es abierto por el Teorema Por tltimo, para concluir que C U D es cerrado si C y D lo son, es

suficiente notar que
X\(CuD)=(X\O)n(X\D)

es abierto por Teorema|2.12 O

2.2.1. El conjunto de Cantor

Ahora vamos a introducir un ejemplo famoso de conjunto cerrado que tiene muchas propiedades
interesantes. Por ejemplo, en un sentido es muy pequerfio porque tiene interior vacio, pero en otro
sentido es muy grande, porque tiene el cardinal del continuo. Tomemos el intervalo Jy := [0,1] v
quitémosle el intervalo (%, %) El conjunto resultante J; es unioén de los intervalos cerrados I := [0, %]
el = [%, 1], de longitud % Partamos cada uno de estos intervalos en tres partes iguales, y eliminemos
el intervalo abierto del medio. El conjunto obtenido /> es unién de los cuatro intervalos Iy := [0, %],
Ioi:=[%,3], ho:=[%, 5] e 1 :=[3,1], cada uno de longitud 5. Partiendo cada uno de estos intervalos
en tres partes iguales y quitando el intervalo abierto del medio, obtenemos el conjunto J3, el cual
es union de los ocho intervalos cerrados Iooo = [0, 2|, Too1 =[5, 5 |, 1010 = [ 550 55 |, To11 = [, 55 ]
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18 1 20 21 24 25 _
Loo =[5, 32], Lo =[5, 2], o = [52, 22] e I11 = [ £, 1]. Continuando con este proceso recursivo

obtenemos una familia de conjuntos
Nh=2R2322 /2",

donde J, es la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos I;, _;, (ij, € {0,1}), cada uno de longitud Bi
(ver la Figura|2.3).

N

I

)2  —  —  —  —
Js - - - - - - - -

Figura 2.3: Primeros pasos en la construccién del conjunto de Cantor

Definicién 2.51. El conjunto de Cantor € es la interseccion (e J, de todos los J,’s.

Observacion 2.52. Como cada Jn es cerrado, € es cerrado, y como J, no incluye a ninguna bola

abierta de radio mayor que = 3n , € tiene interior vacio.

Lema 2.53. Los extremos izquierdo y derecho del intervalo I;, . ;, son los niimeros racionales
21y x 2

ol (2.2)
n=1 3" pip3

Demostracion. Lo probaremos por induccién en n. Es claro que el resultado es cierto para Iy e I;.
Supongamos que lo es para I;, ;. Entonces, como I;, ; ., es construido partiendo I;, ;, en tres

i+l

intervalos iguales (de longitud Bn—lﬂ) y tomando el intervalo de laizquierdasii,+; = 0 yel de la derecha
si ip41 =1, los extremos izquierdo y derecho de I;, ; ., son

sl

2001 & 20, Wl2i, ntlog, 1 ™l2j, X 2
$Y =L Y L tmme it Logp
SR e i L e I L a1 3h 3 sl S, 3h

respectivamente. O

Teorema 2.54. El conjunto de Cantor € es el conjunto de todos los ntimeros reales que tienen una
expresion en base3 de la forma }_3” | gﬁ , con cada ap, = 0 02. Ademds esta escritura es unica (a pesar de
que como el lector sabrd, o habrd notado por la igualdad en (2.2), la escritura en base 3 de un niimero

real puede no serlo).

Demostracion. Como J, es union disjunta de los intervalos I;,_;, (i €1{0,1}) e I;, . iny S clj..j,siy
solo si j; = i; para todo /, un ntimero real x pertenece a € si y solo si existen iy, iy,..., i, - € {0,1}
tales que x € I;, ;, paratodo n. Por el Lema|2.53} esto ocurre siy solo si

-
Z 30’ donde aj, =2iy,.
La unicidad se sigue inmediatamente de que los i1, i, ..., ij,... son Unicos. O
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Corolario 2.55. La funcién f: € — {0,1} definida por
o n ai az az
f(z —) ===, ...
oy 3" ( 2°2°2 )
es biyectiva y, por lo tanto, € tiene el cardinal del continuo.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del Teorema|2.54 O

2.2.2. Laclausura de un conjunto

Definicién 2.56. La clausura o adherencia A, de un subconjunto A de X, es la interseccién de todos
los subconjuntos cerrados de X que que incluyen a A.

Observacion 2.57. Por su misma definicion y el Teorema|2.50} la clausura de A es el minimo cerrado
que incluye a A.

Ejemplo 2.58. Como todo subconjunto abierto no vacio de R tiene puntos de QQ y de R\ Q, la
clausura de @ en R es R, ylo mismo es cierto para la clausura de R\ @ en R.

Ejemplo 2.59. En R la clausura de los intervalos acotados (a, b), (a, b, [a, bl y [a, b] es el intervalo
cerrado [a, b], la clausura de los intervalos (—oo,a) y (—o0, a] es el intervalo (—oo, al, y la de los
intervalos (a,c0) y [a,00) es [a,00). Por supuesto, la clausura (—oo,00) = R es R. Ademés la de los
intervalos degenerados ¢ = (a, a) = [a, a) = (a, a] es el conjunto vacio y la del intervalo degenerado
{a} = [a, a] es {a}.

Proposicién 2.60. X\ A= (X\A)° yX\A°=X\A.

Demostracion. La primera igualdad vale porque (X \ A)° es el maximo subconjunto abierto de X \ A
y, por lo tanto, es el complemento del minimo cerrado que incluye a A. La otra igualdad se puede
probar de la misma manera. O
Proposicion 2.61. Para todo A< X y cada x € X son equivalentes:

1. xeA.
B, (x)NA# @ paratodor > 0.
VN A# @ para todo entorno V de x.
Hay una sucesion de puntos de A que tiende a x.

d(x,A) =0.

S

Demostracion. 1. = 2. Si existiera r > 0 tal que B, (x) N A = @, entonces B, (x) estaria incluido en
X\ Ay, por lo tanto, x perteneceria a (X \ A)° = X\ A, lo que es absurdo.

2. = 3. Porque todo entorno de x incluye una bola abierta con centro x.
3. > 4. Tomemos x, € B1(x) N A. Es evidente que la sucesién (x,) v tiende a x.

4. = 1. Como es el limite de una sucesién de puntos de A,
x¢(X\A)°=X\A

Asi, x € A.
2. & 5. Esto es evidentd®] 0
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Teorema 2.62. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada par de subconjuntos Ay B de X:
1. Ac Ay A= Asiysolosi A es cerrado.
. AcB= ACB.

2
3. A=A.
4
5

. AUB=AUB.
. mje]AjgﬂjelA_j-

Demostracion. Es evidente que los tres primeros items son verdadero Por el item 2 sabemos que
AUB < Au B, ylainclusion reciproca vale porque AU B es un subconjunto cerrado de X que incluye
a Au B. La dltima afirmacioén se sigue del item 2. O

Ejercicio 2.63. Pruebe que en el tltimo item del Teorema la inclusién puede ser estricta.

El resultado que sigue da otra prueba de que el producto de cerrados en un producto finito de
espacios métricos, es cerrado (Ejemplo[2.45).

Proposicion 2.64. Consideremos un producto finito X; x - - x X, de espacios métricos. La igualdad

Al x-xA,=A; x--x A,
vale para cada n-upla (A, ..., A,) de conjuntos, con A; < X; para todoi.

Demostracion. Por una induccién facil basta probarlo cuando n = 2. Por el Ejemplo sabemos
que A; x A, es un cerrado (que claramente incluye a A; x A,). Entonces, por la Proposi para
concluir que es la adherencia de A; x A s suficiente notar que toda bola B, (a;) x B, (a2) con centro
en un punto (a;, az) € A_l X A_z tiene puntos de A; x A». O

Definicién 2.65. Un punto x € X es un punto de acumulacién de un subconjunto A de X, si
B, (x)Nn(A\{x}) #@ paratodor>0.

Dicho de otra forma, si toda bola abierta con centro x contiene puntos de A distintos de x, o,
equivalentemente, si d(x, A\ {x}) = 0. Denotamos con A’ al conjunto de los puntos de acumulacién
de A.

Observacién 2.66. Para que x € X sea un punto de acumulacién de A es necesario y suficiente que
exista una sucesion (x,) ,ew de puntos distintos de A que tienda a x.

Observacion 2.67. Es claro que A'cA yquesixe A\ A, entonces x € A’. Asi,
A=AUA. (2.3)
En consecuencia, A es cerrado siy solo si A c A.

Definicién 2.68. Un punto x € A es un punto aislado de A si existe r > 0 tal que B,(x) N A = {x},
es decir si no es un punto de acumulacién de A. Denotamos con ais(A) al conjunto de los puntos
aislados de A.

Observacion 2.69. Por la igualdad y la misma definicion de ais(A),
A=ais(A)ud y ais(AnA =g.
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Observacion 2.70. Un punto x € X es un punto aislado de X siy solo si el conjunto {x} es abierto.

Definicién 2.71. Un conjunto A € X es un subconjunto discreto de X si A'n A= @. En otras palabras,
si todos sus puntos son aislados.

Observacion 2.72. Un conjunto discreto puede no ser cerrado. Por ejemplo, A := {% :ne N} es
discreto, pero no es cerrado, porque 0 es un punto de acumulacién de A.

Definicion 2.73. Un conjunto A <€ X es perfectosi A’ = A, o, dicho de otro modo, si A es cerrado y no
tiene puntos aislados.

Ejercicio 2.74. Pruebe que el conjunto de Cantor ¢ es perfecto.

Proposicion 2.75. Consideremos un subespacio métrico Y de X. Un subconjunto A deY es cerrado
enY siysolosiexiste AC X, cerradoen X, talque A= AnY.

Demostracioén. Las equivalencias

AescerradoenY < Y\ Aesabiertoen Y
©3JUC X, abiertoen X, talque UnY =Y\ A
© 33U c X, abiertoen X, tal que (X\U)NY = A,

muestran que la afirmacién del enunciado es verdadera. O

Figura 2.4: Tlustracion de la Proposicién[2.75

Corolario 2.76. Para cada espacio métrico X, cada subespacio Y de X y cada subconjunto A de Y, las
—X —Y
adherencias A" ,deAen X,y A ,deAenY, satisfacen la igualdad

A =a%ny.

. . =X P .
Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que A N'Y es el minimo subconjunto cerrado de Y
. . =Y
que contiene a A.Por lo tanto esiguala A . O
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2.3. Lafronteray el borde de un conjunto
Definicién 2.77. La frontera de un subconjunto A de X es el conjunto
Fr(A) = An (X \ A).

Observacion 2.78. La frontera de cada subconjunto de X es un subconjunto cerrado de X,porque
es la interseccién de dos subconjuntos cerrados de X. Por la Proposici6én[2.61} la frontera de A es el
conjunto de los puntos x € X cuya distanciaa Ay a X\ A es cero, y también es es conjunto de los
puntos x € X tales que toda bola abierta con centro x tiene puntos de A y puntos de X \ A. Ademas,
por la Proposicién[2.60

Fr(A) = An(X\A%) = A\ A°. (2.4)

En consecuencia
AUFr(A) = A°UFr(A)=A y  A\Fr(A) = A\Fr(A) = A°.

Asi, A es cerrado siy solo si Fr(A) € A, y es abierto siy solo si AnFr(A) = @.
Observacion 2.79. Por las Observaciones y sabemos que si

B;(x) = A= B;[x],

entonces Fr(A) € S, (x). La inclusién puede ser estricta. Por ejemplo, si X estd dotado de la métrica
discreta, entonces Fr(B; (x)) = @ y S (x) = X \ {x} para todo x € X. Como veremos enseguida, esto no
puede pasar en espacios normados.

Proposicion 2.80. Cada bola abierta B, (x) de un espacio normado E, con centro en un punto de una
esferaS(y), tiene puntos deB;(y) y de E\ Bg[y].

Demostracion. Consideremos el vector z:= x+ A (y — x), donde A es un escalar. Las igualdades

lx—=zl=1IA-(x=I=1Mlx—yl=I1Alr

ly—zl=10-2)-(y-0l=1-Alr

muestran que
zeB,(x)NBs(y) silAl<lyll-Al<s/r,

estoes,sile Bf/ LN B’f (0), donde k denota al cuerpo de escalares, y que
z€ (E\B,[x])NBs(y) silAl>1y[1-Al<s/T,
o, lo que es igual, si A € B¥, (1)n (k\B¥[0]). O

Corolario 2.81. Consideremos un conjunto A de un espacio normado E. Si existenunx € Eyunr >0
tales que
B, (x) = A= B, [x],

entonces Fr(A) = S, (x). En consecuencia A° = B, (x) yZ =B,[x].

Demostracion. Por la Proposicion|2.80|sabemos que S, (x) < Fr(A). La inclusién opuesta vale por-
que B, (x) y X\ B;[x] son abiertos. O
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Proposicion 2.82. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X y cada subconjunto B de un
espacio métrico 'Y, la frontera de A x B como subconjunto de X x Y satisface

Fr(A x B) = (Fr(A) x B) U (A x Fr(B)).

Demostracién. Por la igualdad y las Proposiciones[2.21]y[2.64}
Fr(AxB)=AxB\(AxB)°
=(Ax B)\ (A° x B°)
=((A\ A°) x B)Ju(A x (B\ BY))
= (Fr(A) x B)U (Ax Fr(B)),

como queriamos. O

Corolario 2.83. Consideremos un producto finito X; x --- x X, de espacios métricos. La igualdad

n_ — —
Fr(Ap x---x Ap) = |J A1 x -+ x Aj_1 x Fr(A)) x Ajp1 x -+ x Ay
i=1

vale para cada n-upla (A, ..., Ap), donde A; es un subconjunto de X;.

Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior por induccién en n. Dejamos los detalles al lector
(El caso n =1 es trivial. El caso n = 2 se necesita para el paso inductivo). O

Ejemplo 2.84. Por el Corolario[2.83] la frontera en (R", ||[loo) del hipercubo abierto

(=1,1) x -+ x (=1,1),

~
nveces

es el subconjunto
{(xl,...,xn) €[-1,1] x---x[-1,1] : existei con x; =—10 x; = 1}

de R". Mas generalmente, por los Corolarios y[2.83} dados espacios normados Ej,...,Ey, la
frontera en E x --- x E;,, del conjunto

B{(0) x -+ x B"(0),

es el conjunto

n
BlE1 (0] % --- x BlEi—l [0] x SlEi (0) x BlEiﬂ [0] x --- % Bf" [0].

=1

1

Ejercicio 2.85. Calcule la frontera de R x {0} como subconjunto de R2.
Definicién 2.86. El borde de un subconjunto A de X es el conjunto 0(A) := A\ A°.
Observacion 2.87. Para cada subconjunto A de X,

A(X\A) =(X\A)\(X\A)° =A\A.

Ejercicio 2.88. Consideremos el conjunto A = (0,1]U {221 : n € N}. Calcule A°, A, A', Fr(A) y 8(A),
con A pensado como subconjunto de los espacios R, R y (0,1] U (2,00) (provistos de la distancia
usual).
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Notas

Observacion 2.89. La relacion entre el borde y la frontera de un conjunto estd dada por las igualdades
0(A) =Fr(A)nA y Fr(A) =0(A) Uo(X\ A).

En efecto,
Fr(AAnA= (Z\AC’)ﬂA: A\ A° =0(A)

A(AUIX\A) =(A\A)U(A\ A) = A\ A° = Fr(A).

Ejercicio 2.90. Pruebe que para cada espacio métrico X y cada subconjunto A de X es cierto que:
1. Fr(A) =Fr(X\ A).
2. X = A°UFr(A) uExt(A).
3. Fr(A) = ¢ siysolo si A es abierto y cerrado.

Fr(A) es cerrado.

Fr(A) = d(A) siysolo si A es cerrado.

0(A)° =9.

(A =AnX\A.

0(0(A)) =0(A).

S A

Notas

[1]. Si x € A° entonces existe r > 0 tal que B, (x) < Ay, por lo tanto, d(x, X\ A) = r > 0. Reciproca-
mente, si d(x, X\ A) >0, entonces B, (x) € Aparatodo 0 <r < d(x,X\ A)y, en consecuencia,
x € A°. Esto prueba que el item 1 es verdadero. El item 3 lo es por la misma definicién de interior.
Elitem 4 por la definicién de interior y porque A° es un subconjunto abierto de B, y el item 5,
por el item 3 y porque A° es abierto.

[2]. Para comprobarlo basta notar que (b, ¢) = (b, +00) N (—oo, ¢) para todo b, c € R.
[3]. Estos conjuntos son abiertos por el Ejemplo
[4]. SigeB;_;(h), entonces

sup g(x)= sup (h(x)+gx)—h(x))= sup h(x)— sup |gx)—hX)|>r—-(r-1)=1,

x€la,b) x€la,b) x€la,b) x€la,b)

donde la primera desigualdad vale porque para todo € > 0 existe X € [a, b] tal que h(X) > r —¢,
por lo que
h(x)+g(%)— h(X) >1r—€—SupPxeiap|g(x) — h(x)|.

[5]. B,(x)n A# @ paratodo r >0 siysolo si x tiene puntos de A arbitrariamente cerca, o, equiva-
lentemente, siy solo si d(x, A) =infyead(x,y) =0.

[6]. Elitem 1 es verdadero por la misma definicién de clausura. El item 2 por la definicién de
clausura y porque B es un conjunto cerrado que incluye a A, y el item 3, por el ite 1 y porque A
es cerrado.
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CAPITULO

FUNCIONES CONTINUAS, FUNCIONES
UNIFORMEMENTE CONTINUAS E ISOMETRIAS

3.1. Funciones continuas

Definicién 3.1. Una funcién f: X — Y es continua en un punto x € X si para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que f(Bs(x)) € Be(f(x)), es continua en un subconjunto A de X silo es en cada punto de A, y es
continua si es continua en X.

Ejemplos 3.2. La inclusién candnica i4: A — X es continua para cada espacio métrico X y cada
subespacio A de X, ylas funciones constantes

Cyo

X Y
XH——>)0

son continuas para cada par de espacios métricos X, Y. En particular, la funcién identidad idyx es
continua.

Observacion 3.3. De la definicién de continuidad en un punto se sigue inmediatamente que si x es
un punto aislado de X, entonces para cada espacio métrico Y, toda funcién f: X — Y es continua
en x.
Proposicién 3.4. Son equivalentes:

1. f: X — Y escontinuaen x.

2. Para todo entorno abierto U de f(x) hay un entorno abierto V de x tal que f(V) < U.

3. f~Y(U) es un entorno de x, para cada entorno U de f(x).

4. (f(xp))new tiende a f(x), para cada sucesién (x,) new que tiende a x.

Demostracion. 1. = 2. Por hip6tesis, dado € > 0 tal que B.(f(x)) < U, existe § > 0 tal que

FBs(x) €Be(f(x) € U.
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Asi que podemos tomar V = Bs(x).

2. = 3. Tomemos un entorno abierto U’ de f(x) incluido en U. Por hipétesis existe un entorno abierto
V' de x tal que f(V') < U’. Como f~}(U) 2 V', esto prueba que f~!(U) es un entorno de x.

3.= 1. Para cadae >0, la preimagen por f de B.(f(x)) es un entorno de x y, por lo tanto, incluye a
una bola abierta Bs(x).

3. = 4. Dado € > 0 tomemos un entorno V de x tal que f(V) € B¢(f(x)). Si ng es tal que x, € V
siempre que n = ng, entonces f(x,) € B.(f(x)) siempre que n = ny.

4. = 3. Supongamos que hay un entorno V de f(x) tal que £~ (V) no es un entorno de x. Entonces
tomando para cada n € IN un punto x, € B1 (x)\ f~!(V), obtenemos una sucesion (x,) ,ely que tiende
a x, tal que la sucesion (f(x,)) ew no tiende a f(x). O

Ejercicio 3.5. Pruebe que para cada funcién f: X — Y, cada punto x € X y cada subbase de entornos
& de f(x) son equivalentes:

1. f: X — Y escontinuaen x.
2. Paratodo U € .# hay un entorno abierto V de x tal que f(V) < U.

3. f~1(U) es un entorno de x, para cada U € .%.

Teorema 3.6. Para cada funcion f: X — Y son equivalentes:
1. f escontinua.
2. f‘1 (U) es abierto en X, para cada subconjunto abiertoU de Y .
3. f‘1 (C) es cerrado en X, para cada subconjunto cerrado C de Y .
4. f(B)< f(B) paracadaB < X.

Demostracién. 1.= 2. Por la equivalencia entre los items 1y 3 de la proposicién anterior, f~1(U) es
un entorno de cada uno de sus puntos.

2. = 1. Fijemos x € X y un entorno abierto U de f(x). Por hipétesis f~!(U) es un entorno abierto de
x. Esto termina la demostracién, porque f(f~(U)) € U.

2.= 3. Si C esun cerrado de Y, entonces f~!(C) es un cerrado de X, porque
fllo=x\fty\o

y, por hipétesis, f_1 (Y \ C) es cerrado.

3.=> 2. Si Aesuncerrado de Y, entonces [ ~1(A) es un cerrado de X, porque
fFlw=x\fty\a

y, por hipétesis, f~1 (Y \ A) es abierto. .
3.=>4. Como B< f~Y(f(B))y f!(f(B) es cerrado, B< f~!(f(B)).
4. = 3. Tomemos un cerrado arbitrario C de X'. Por hipétesis

f(fLeOncf(fliec)ycc=c

y, en consecuencia, f~1(C) < f~1(C), lo que prueba que f~!(C) es cerrado. O

Ejercicio 3.7. Fijemos una subbase . de Y. Pruebe que para cada funcién f: X — Y son equivalen-
tes:
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1. f: X — Y escontinua.
2. f~Y(U) es abierto en Xpara cada U € #.

Ejercicio 3.8. Recordemos que IN§ es el conjunto IN U {oo} provisto de la métrica ds dada por

Im'-n1| simnel,

ds(m,n) :={ .
Im™"|

sin=o00

(Vease el septimo item en los Ejemplos|1.4). Dada una sucesioén (x,) e de puntos de un espacio
métrico X y un elemento x € X, consideremos la funcién x* : Ng — X definida por

x, sinelN
x*(n):= _ '
X S1 1 = oQ.

Pruebe que son equivalentes:
1. Lasucesién (x,) e tiende a x.
2. Lafuncién x* es continua.

3. Lafuncion x* es continua en x.

Proposicion 3.9. Las siguientes afirmaciones son verdaderas para cada terna X, Y, Z de espacios
métricos, cada subconjunto A de X y cada subconjunto B de Y .

1. Sif: X — Y escontinuaen Ayg: Y — Z es continua en f(A), entonces go f es continua en A.

2. Sif: X — Y escontinuaen Ay f(A) < B, entonces la funcién fllf: A — B, obtenida restringiendo
el dominio de f a A y el codominio de f a B, es continua.

Demostracion. 1) Como f es continua en Ay g es continua en f(A), si (x,),e tiende a a € A,
entonces f(x,) e tiende a f(a) y go f(xn) new tiende a go f(a).

2) Primero notemos que fj4 es continua porque es la composicién de f con iy: A — X,y ambas
funciones son continuas. Pero entonces por la Observacion dada una sucesion arbitraria
(an)new de puntos de A que tiende a un punto a € A, la sucesion (f(a,)) e formada por sus
imdagenes tiende a f(a) en By, por lo tanto, la funcién fllf es continua. O

Nota3.10. Elitem 2 de la proposicién anterior dice que si una funcién definida sobre X es continua
en un subconjunto A de X, entonces su restriccion a A es continua. La reciproca no vale. Por ejemplo,
la funcion yq: R — R definida por

1 sixeqQ,

0 en caso contrario,

xQx) = {

es continua restringida a ) y a R\ ), pero no es continua en ni en Q ni en R\ Q.

Proposicion 3.11. Las proyecciones canénicaspx: X xY — X ypy: X x Y — Y son funciones conti-
nuas para cada par de espacios métricos X e Y. Ademds, para todo espacio métrico Z, una funcién
f:Z— XxY escontinuaen z € Z siy solo si las composiciones px o f y py o f son continuas en z. En
consecuencia [ es continua siy solosipxo f ypyo f lo son.
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Demostracion. Tomemos una sucesion (z,) v de puntos de Z que tiende a z. Por la Proposi-
cion(1.107, sabemos que la sucesion f(z,) e tiende a f(z) siysolosi pxo f(z,) ne tiende a pxo f(z)
Y Py © f(zn) el tiende a py o f(2). Por la equivalencia entre los items 1 y 4 de la Proposicion 3.4} esto
prueba la segunda afirmacién. La primera se deduce de esta tomando f =idxxy. O

Corolario 3.12. Una funcion f: Z — Xj x--- x X, es continua en un punto z € Z si y solo si las
funcionespjo f (je{l,...,n}), dondepj: X — X; es la proyeccion candnica, son continuas en z. En
consecuencia [ es continua si y solo si las funciones p; o f lo son.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicion por induccién en n. O
Corolario 3.13. Para cada familia finita f;: X; — Y; (1 < j < n), de funciones continuas, la funcion

X]X'“XXn le"‘an le-..xYn
(X1,..0s Xn) | (A, ees frlxn)

es continua.

Demostracion. Basta observar que pjo (fix-xfu)= fiopjparatodo j€{l,...,n}, y que estas
funciones son continuas debido a que son composicién de funciones continuas. O

Ejercicio 3.14. Pruebe que las funciones

kxk———k ,  kxk—2—k vy K0} k\ (o
X)) ——— X+Yy (xX,y) ——— Xy X ———x!

donde k := R o C, son continuas. Concluya que la suma, el producto y el cociente de funciones
continuas f: X — ky g: X — k, son funciones continuas (por supuesto, el dominio del cociente de
fpor ges X\ g 1(0).

Nota 3.15. Como la funcién identidad id: k — k y las funciones constantes c,: k — k (a € k) son
continuas, una consecuencia directa del ejercicio anterior es que las funciones racionales % tA—k,

donde Py Q son polinomios con coeficientes en ky A= k\ Q~1(0), son continuas.

Proposicion 3.16. Consideremos una funcion f: X — Y. Supongamos que X es unién X = C, U C, de
dos subconjuntos cerrados. Si fic, ¥ fic, son continuas, entonces f es continua.

Demostracion. Para cada subconjunto cerrado C de Y,
fHo=fdecncnufilcncy)
es cerrado porque es unién de dos cerrados. O

Ejercicio 3.17. Pruebe que la funcién f: R? — R definida por

X2 —2xy+y*+2 sixzy
f(x’ )= (x—)%-3(x—y)2+2x>+2y%+2 .
peRa six<sy

es continua.
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Definicién 3.18. Decimos que una funcién continua f: X — [0, 1] separa dos subconjuntos disjun-
tos Ay B de X si f vale cero sobre Ay uno sobre B.

El siguiente resultado muestra que para cada par de cerrados disjuntos hay una funcién continua
que los separa.

Teorema 3.19. Supongamos que C y D son subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio métrico X,
tales que CN D = @. Entonces la funcion {c,p: X — [0, 1], dada por

d(x,C)
d(x,C)+d(x,D)’

(c,p(x) =

estd bien definida, es continua, se anula sobre C y vale 1 sobre D.

Demostracion. Por la Proposicién|2.61} como Cy D son cerrados disjuntos,
dx,C)+d(x,D)>0 paratodo xe€ X.

Ademas, es claro que 0 < {¢,p(x) < 1 para todo x. Por lo tanto, la funcién { ¢ p estd bien definida. Para
probar que es continua es suficiente notar que es cociente de funciones reales que lo son. Por tltimo,
es claro que (¢, p vale cero sobre C y uno sobre D. O

Corolario 3.20. Fijados un cerrado C y un abierto U de X, con C < U, existe una funcién continua
f: X —1[0,1], mlqueﬁD = lyf|X\U =0.

Demostracion. Apliquese el Teorema|3.19/con D = X\ U. O

Corolario 3.21. Fijados un punto x € X y un entorno abierto U de x, existe una funcion continua
f: X—10,1], talque f(x) =1y fix\u =0.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del corolario anterior, porque los puntos son
cerrados. O

Corolario 3.22. Fijados subconjuntos cerrados y no vacios C y D de un espacio métrico X, tales que
Cn D = @, existen abiertos disjuntos U yV de X, talesque CcU yDc V.

Demostracion. Se puede tomar U := (¢ p(—oo, %) yV:i=_{c D(%,oo), donde (¢,p es la funcién intro-
ducida en el Teoremal[3.19 O

Definicién 3.23. Una funcién continua f: X — Y es un homeomorfismo si es biyectiva y su inversa
es continua. Dos espacios métricos X e Y son homeomorfos o topolégicamente equivalentes si existe
un homeomorfismode Xen Y.

Observacion 3.24. Si X e Y son homeomorfos escribimos X = Y. La relacién de homeomorfismo es
reflexiva simétrica y transitiva, porque id: X — X es un homeomorfismo para todo espacio métrico
X, si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces f~!: X — Y también lo es, y la composicién de dos
homeomorfismos es un homeomorfismo.

Definicién 3.25. Una propiedad de espacios métricos es una propiedad topolégica si cada vez que
un espacio métrico X la tiene, la tienen también todos los espacios homeomorfos a X.

Ejemplo 3.26. Si X e Y son homeomorfos, entonces X es perfecto si y solo si Y lo es. Por lo tanto,
esta es una propiedad topoldgica.
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Observacion 3.27. Una funcién f: X — Y puede ser continua y biyectiva sin ser un homeomorfismo.
Un ejemplo es la funcién identidad id: (R, d) — IR, donde d es la métrica discreta y el codominio es
considerado con la métrica usual.

Definicién 3.28. Una funcién f: X — Z es abiertasi f(U) es abierto para todo abierto U de X y es
cerradasi f(C) es cerrado para todo cerrado C de X.

Ejemplos 3.29. Para cada par X, Y de espacios métricos, la proyecciones canénicas px: X x Y — X
y py: X x Y — Y son funciones abiertas porque

pxBXY (x, ) = pxBX(x) x BY () =B (x)

py BXY (x, ) = py BX(x) xBY () =BY ()

para todo r > 0 y cada (x,y) € X x Y. En general estas funciones no son cerradas. Por ejemplo, el
conjunto {(x,y) e R*:x>0ey= %} es un subconjunto cerrado de R? cuya proyeccién a la primera
coordenada es el conjunto (0,00), que no es cerrado. Otro ejemplo de una funcién abierta que en
general no es cerrada es la inclusién canénica iy : : Y — X, de un subconjunto abierto Y de X en X.
En cambio, si Y es cerrado, entonces iy es una funcién cerrada, que en general no es abierta.
Ejercicio 3.30. Encuentre funciones f;: X; — Y; (i = 1,...,8) entre espacios métricos, tales que:

- fino esni continua, ni abierta, ni cerrada,

- f> es continua, pero no es abierta ni cerrada,

- f3 es abierta, pero no es continua ni cerrada,

- f1 es cerrada, pero no es continua ni abierta,

- f5 es continua y abierta, pero no es cerrada,

- [ es continua y cerrada, pero no es abierta,

- f7 es abiertay cerrada, pero no es continua,

- fs es continua, abierta y cerrada.

Observacion 3.31. Para cada funcion biyectiva f: X — X’ son equivalentes:
1. f esun homeomorfismo.
2. f escontinuay abierta.
3. f escontinuay cerrada.

Esto es claro porque, por el Teorema|3.6, una funcién biyectiva f es abierta siy solo si es cerrada, y
esto ocurre si y solo si f~! es continua.

Ejemplo 3.32. Todos los intervalos abiertos no vacios de R son homeomorfos. En efecto, la fun-
cién f1: R — (-1,1), definida por

X
filx) = 1+—|x|'

es un homeomorfismo con inversa fl‘1 (y) = I—Llyl Para cada intervalo acotado (a, b), también es un

homeomorfismo la funcién f>: (-1,1) — (a, b), definida por
b—a b+a

x+—,
2

Hx) =
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y es claro que para cada a € R lo son las funciones f3: (—o0,a) — (—a,00) v fy: (—00,1) — (00, a),
dadas por
x)=—x v fux)=x+a-1.

Por ultimo, la funcién f5: R — (—o0,1), definida por

X six<0,

f5(x) = { .

P 1 >
% six=0,

es un homeomorfismad!/

3.2. Funciones uniformemente continuas

Definicién 3.33. Decimos que una funcién f: X — Y es uniformemente continua si para todo € > 0
existe § > 0 tal que para todo x, x' € X,

dx,x)<6=>d(f), f(X)) <e.

Decimos que f es uniformemente continua sobre un subconjunto A de X si su restriccién a A es
uniformemente continua.

La diferencia entre las definiciones de continuidad y de continuidad uniforme, es que en la prime-
ra 6 puede variar con el punto del dominio en el que se estd evaluando la continuidad, no exigiéndose
que se haya uno que sirva para todos, mientras que en la segunda esto se pide explicitamente.

Observacion 3.34. Consideremos una funcién f: X — Y y un subconjunto A de X. Si f es unifor-
memente continua sobre A, entonces fj4 es continua. En particular toda funcién uniformemente
continua es continua.

Observacion 3.35. Hay funciones que son continuas y no son uniformemente continuas. Una es
la funcién f: R>9 — R definida por f(x) := % Es continua porque es cociene de dos funciones
continuas (Ver el Ejercicio|3.14). Pero no es uniformemente continua porque para todo ¢ € (0, 1),

6/12 1

|f6) - f(6/2)] = 2257

| 1 1 | B
5 &2l
Ejemplo 3.36. Para cada subconjunto A de X, la inclusién canénica i4s: A — X es uniformemente
continua. En particular la funcién identidad id: X — X es uniformemente continua.

Ejemplo 3.37. La funcion f: [0,1] — R, dada for f(x) := /x, es uniformemente continua. En efecto,
en los cursos de célculo en una variable se prueba que esta funcién es continuzﬂ yenel Capitulo
veremos que toda funcién continua cuyo dominio es un intervalo cerrado de R, es uniformemente
continua.

Proposicion 3.38. Sif: X — Y yg: Y — Z son funciones unifomemente continuas, entonces go f es
unifomemente continua.

2

IM4s adelante deduciremos esto del hecho de que la funcién x — x2 es continua.
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Demostracion. Puesto que g es uniformemente continua, sabemos que para cada € > 0, existe 6 >0
tal que paratodo y,y' €Y,

d(g(y),8(y") <e siempre que d(y,y") <6.
Como también f es uniformemente continua, existe §’ > 0 tal que para todo x, x’ € X,
d(f(x),f(x")) <& siempre que d(x,x') <8.
Combinando ambos hechos obtenemos que
d(gof(x),g0f(x)) <e siempre que d(x,x") <48’
lo que termina la demostracion. O

Proposicion 3.39. Una funcion f: Z — X x Y es uniformemente continua si y solo si lo son las
composiciones pxo f y pyo f, de f con las proyecciones canonicas px: X xY - Xypy: XxY =Y.

Demostracion. Para simplificar las expresiones que aparecen en la prueba escribimos fx := pxo fy
fr=pyof.Como

do(f(2), f(2h) = max(d(fx (=), fr(2)),d(fr (2), fr(2))),

son equivalentes:

- Paratodo € > 0, existe 0 > 0 tal que
d(z,z) <6 =d(fx(2), fx(2)) <eyd(fy(2), fr(z)) <e paratodoz,z € Z.
- Paratodo € > 0, existe 0 > 0 tal que
d(z,2') <6 = dwo(f(2), f(2)) <€ paratodo z,z' € Z.

Esto prueba que la afirmacion es verdadera, porque el primer item se satisface siy solo si fx y fy son
uniformemente continuas, y el segundo dice que f es uniformemente continua. O

Corolario 3.40. Una funcion f: Z — Xj x---x X}, es uniformemente continua si y solo si las funciones
pjof (jefl,...,nt) dondepj: X — X; es la proyeccion candnica, son uniformemente continuas.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicion por induccién en n. O

Corolario 3.41. La proyeccion candnica pj: Xy x --- x X, — X es uniformemente continua para
cada j.

Demostracion. Esto es una consecuencia Corolario porque la funcién identidad de X; x --- x X,
es uniformemente continua. O

Corolario 3.42. Para cada familia finita f;: X; — Y; (1 < j < n), de funciones uniformemente conti-
nuas, la funcién

X eee X
Xlx...xXn fl f}’l le...xYn

(X150 Xn) b (A, ees frnlxn)

es uniformemente continua.
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Demostracion. Basta observar que pjo(fy x---x f,) = fjopj paratodo j €{l,..., n}, y que las funcio-
nes fjo p; son uniformemente continuas porque son composiciéon de funciones uniformemente
continuas. O

Proposicion 3.43. Consideremos una funcion f: X — Y, y escribamos X como unién X = AU Ay
de dos subconjuntos. Supongamos que existe’y > 0 con la siguiente propiedad: para cada par a, a’ de
elementos de X tales que

acAj\Ay, ade€eA\A y daad)<y,

existea’ € A; N Ay con méx(d(a, a,dd, a”)) <d(a,a)). Si fia, y fia, son uniformemente continuas,
entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. Por hipétesis, dado € > 0, existe § > 0 tal que si a,a’ € A} 0 a,a’ € Ay, entonces
d(f(a), f(a’)) <€/2 <e. Es evidente que podemos tomar 6 < y. Silo hacemos, entonces

d(f(@), f(a)) =d(f(a), f(ah)+d(fa", fah) < 2% =¢,

donde a” es como en el enunciado, para cada a€ A; y a’ € As. a
Ejemplo 3.44. La funcién f: [0,1] — R, dada por f(x) := /%, es uniformemente continua. En efecto,
en el Ejemplo vimos que f es uniformemente continua sobre [0, 1], y usando la desigualdad

IVa-vbl|= la-bl,

a—-b 1
- | < =
‘ \/E+ \/E‘ - 2
valida para todo a, b = 1, se comprueba facilmente que f es uniformemente continua sobre [1,00].
Como las hipétesis de la Proposicion[3.43]se satisfacen (como y puede tomarse cualquier nimero
real positivo), f es uniformemente continua, como afirmamos.

Corolario 3.45. Consideremos una funcioén f: X — Y, y escribamos X como union X = A} U A, de
dos subconjuntos. Si d (A1 \ Ay, Ax\ Al) >0y fia, ¥ fia, Son uniformememnte continuas, entonces f es
uniformemente continua.

Demostracion. Sitomamos y = d(A1 \ Ay, Ay \ Al) > 0, entonces las hip6tesis de la proposicion se
satisfacen trivialmente, porque no hay ningtn a,; € A; y a, € A, a distancia menor que y. O

Definicién 3.46. Una funcién f: X — Y es un isomorfismo uniforme si es biyectiva, uniformemente
continua, y su inversa es uniformemente continua. Dos espacios métricos X e Y son uniformemente
equivalentes si existe un isomorfismo uniforme de X en Y. En ese caso escribimos X =, Y.

Observacion 3.47. Los argumentos usados para probar que la relacién = es reflexiva simétrica y
transitiva, prueban que =, también lo es.

Definicién 3.48. Una propiedad de espacios métricos es una propiedad uniforme si cada vez que un
espacio métrico X la tiene, la tienen también todos los que son uniformemente isomorfos a X.

Observacion 3.49. Por supuesto, las propiedades topolégicas son propiedades uniformes. Pero hay
muchas propiedades uniformes que no son topolégicas. No damos ningin ejemplo ahora, porque
todavia no hemos introducidos ninguna, pero més adelante veremos varias (como la completitud y
la acotacion total).
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3.3. Funciones de Lipschitz

Definicién 3.50. Una funcién f: X — Y es una funcion de Lipschitz si existe una constante K =0
tal que d ( f), f(x' )) < Kd(x,x') para todo x,x" € X. Elminimo K que satisface esta condicion es la
constante de Lipschitz de f. Una funcién de Lipschitz es una funcion corta o una funcién no expansiva
si tiene constante de Lipschitz menor o igual que 1, y es una contraccion si su constante de Lipschitz
es menor que 1.

Proposicion 3.51. Toda funcién de Lipschitz es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que f: X — Y es de Lipschitz con constante de Lipschitz K. Entonces
dado € > 0, basta tomar 6 := %, para conseguir que

d(f(x), f(x)) =Kd(x,x')<Ké=¢ paratodo x,x" € X cond(x,x") <6.

Esto prueba que f es uniformemente continua, como afirmamos. O

Observacién 3.52. Hay funciones uniformemente continuas que no son funciones de Lipstichz. Una
es la funcioén f: [0,1] — R, dada for f(x) := y/x, que consideramos en el Ejemplo Estano es de
Lipschitz, porque

1
W—x@-mm—m,

L__ toma valores arbitrariamente grandes en el intervalo [0, 1].

y va+vb

Ejemplo 3.53. Para cada subconjunto A de X, la inclusién canénica is: A — X es una funcién corta.

Ejemplo 3.54. Las proyecciones candnicas px: X xY — Xy py: XxY — Y, deun producto X x Y
de espacios métricos en cada una de sus coordenadas, son funciones cortas porque

doo((x, ), (%', ) = méx(d(x, x"),d(y,y") = d(x, x")

doo((x, ), (x', ) = max(d(x, x),d(y, y)) 2 d(y, ),
para cada par (x, y) y (¥, y') de puntos de X x Y.

Ejemplo 3.55. Para todo espacio métrico X la funcién distancia d: X x X — R es una funcién de
Lipschitz, porque, por las propiedades triangular y simétrica de d y el item 2 de la Proposicién|[1.2}

ld(x,x")—dy, y) < ldx,x)—dx, y) I+ 1d(x,y)—dy, y)
<dx,y)+dx,y)
<2max(d(x, y),d(x, y")
= 2doo (%, X, (3, )

paratodo x,x’,y,y € X.

Nota3.56. La cuenta hecha en el ejemplo anterior muestra que 2 es una cota superior de la constante
de Lipschitz de d. Para R esta constante es 2, como puede comprobarse tomando x = 0, x' = 2
e y = ¥’ = 1. Por supuesto, el hecho de que la maxima constante de Lipschitz para las funciones
distancia sea 2 se debe a que estamos considerando a X x X provisto de la distancia d. Si lo
consideramos provisto con la distancia d; (ver Observacién[1.18), entonces d es una funcién cortg >}
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Ejemplo 3.57. Para cada subconjunto A de X, la funcién f: X — R, definida por f(x) := d(x, A), es
una funcién corta porque

ld(x,A)—d(y,A)l<d(x,y) paratodox,yeX,
por la Proposicién|1.52

Proposicion 3.58. Sif: X — Y yg: Y — Z son funciones de Lipschitz, entonces go f es de Lipschitz.

Demostracion. Denotemos con Ky y K a las constantes de Lipschitz de f y g, respectivamente.
Como

d(gof(x),go f(x)) < Kgd(f(x), f(x) < KgKpd(x,x")

para cada para x, x' de puntos de X, la funcién go f es de Lipschitz, con constante de Lipschitz
menor o igual que KgKy. O

Proposiciéon 3.59. Una funcién f: Z — X xY esde Lipschitz siy solo si lo son las composiciones px o f
ypyeof,def con las proyecciones canonicas px: X xY — X ypy: X xY — Y. Ademds, la constante
de Lipschitz Ky de f es el mdximo de las constantes de Lipschitz Ky, o, de pxo f, y Kp,of, depyo f.

Demostracion. Para simplificar las expresiones que aparecen en la prueba escribimos fx :== pxo fy
fy =pyof.Como

deo(f(2), (") = max(d(fx(2), fr(2)),d(fy (2), fr())),

para cada K € R son equivalentes:

d(fx(2), fx(zh) = Kd(z,2") y d(fv(2),fr(z))<Kd(z72) para todo z,Z' € Z,
y
ds(f(2), f(z))) =Kd(z,2") <6 para todo z,z' € Z.
Esto prueba que la afirmacién es verdadera. O

Corolario 3.60. Una funcion f: Z — Xy x --- x Xy, es de Lipschitz si y solo si la funcion pj o f, donde
pj: X — X es la proyeccion candnica, es de Lipschitz para todo j € {1,..., n}. Ademads, la constante de
Lipschitz de f es el mdximo de las constantes de Lipschitz de las pjo f.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicion por induccién en n. O

Corolario 3.61. Para cada familia finita f;: X; — Y; (1 < j < n) de funciones de Lipschitz, la funcion

Xy x--x X, f1><---><fn Yix---xYy,
(X1,.es Xn) b (A, .o, fulxn)

es de Lipschitz.

Demostracion. Basta observar que pjo(fy x---x f,) = fjopj paratodo j €{l,..., n}, y que las funcio-
nes fjo p; son de Lipschitz porque son composicion de funciones de Lipschitz. O

Proposicion 3.62. Consideremos una funcion de Lipschitz f: X — Y. La imagen por [ de cada
conjunto acotado A de X, es un conjunto acotado de Y .
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3.3 Funciones de Lipschitz Funciones continuas

Demostracion. Denotemos con K a la constante de Lipschitz de f. Como
d(f(x), f(x)) =Kd(x,x") paratodo x,x €X,
si A tiene didmetro M, entonces f(A) tiene didmetro menor o igual que KM. O

Observacion 3.63. Para que valga el resultado anterior no basta que f sea uniformemente continua.
Por ejemplo, si X es un espacio métrico no acotado, entonces la funcién identidad id: X; — X,
donde X es el conjunto subyacente de X dotado con la métrica discreta, es uniformemente continua
y aplica su dominio (que es un conjunto acotado) sobre su codominio (que no lo es). Es mas,
cuando X es IN (con la distancia usual), f es un isomorfismo uniforme.

Definicién 3.64. Una funcién f: X — Y es un isomorfismo de Lipschitz si es biyectiva, de Lipschitz,
y su inversa es de Lipschitz. Dos espacios métricos X e Y son isomorfos en el sentido de Lipschitz si
hay un isomorfismo de Lipschitz f: X — Y. En ese caso escribimos X =jps Y.

Observacion 3.65. Tal como ocurre con las relaciones =~y =, la relacion =, es reflexiva simétrica y
transitiva y esto puede probarse usando los mismos argumentos.

Definicién 3.66. Una propiedad de un espacio métrico es una propiedad de Lipschitz si cada vez que
un espacio la tiene, la tienen también todos los que son isomorfos a el en el sentido de Lipschitz.

Observacion 3.67. Es claro que las propiedades uniformes son propiedades de Lipschitz. Una propie-
dad de Lipschitz que no es uniforme, es la de ser un espacio métrico acotado.

Proposicion 3.68. Para cada espacio normado E, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
.. Il .
1. Lafuncién E — Ry es una funcién corta.
. . + . .
2. La funcion E x E— E es de Lipschitz.

3. Lafuncion k x E — E es continua. Ademds, su restriccion a B, (0) x B, (0) es de Lipschitz, para
todor > 0.

4. Si A€ k\{0} y a € E, entonces la funcion w,: E — E, definida por w) 4,(x) :=a+A-x, es un
isomorfismo de Lipschitz.

Demostracion. El primer item es verdadero, porque, por el item 2 de la Proposicion|1.2}
lxl = 1%l = 1d(x,0) - d(x',0)| < d(x, x') = || x — x|
para todo x, x" € E. El segundo lo es, porque, por la propiedad triangular de | || y la definicion de || ||oo,
Gy + x2) = (e + X5) 11 < llovy = 7 1+ llovz = x5 [l < 201 (1, %2) = (37, X5) oo

para todo xl,xg,xi,xé € E. El tercero lo es, porque, como la funcién || || es homogénea y tiene la
propiedad triangular,
IA-x=A" x| =< |A(x = x") + A= A) x|
< |AMllx—x"ll+ 1A= A1I1x|
sr(IA=-A1+1llx=x"1)
<2714, x) = (A, X)lloo
para cada 1,1 € Bf(O) y cada x, x" € BE(0). Por tltimo, para probar que lo es el cuarto es suficiente

notar que v, , es de Lipschitz porque es composicion de las funciones continuas de Lipschitz
x— A.xy x— a+ x, que es inversible y que su inversa es una funcién del mismo tipo. O
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Funciones continuas 3.4 Isometrias

3.4. Isometrias

Definicién 3.69. Decimos que una funcién f: X — Y es una isometria si d(x,x") = d(f (x), f(x"))
para todo x, x' € X.

Ejemplo 3.70. Para cada subconjunto A de un espacio métrico X, la inclusién candnica de Aen X es
una isometria, si (como es usual) se piensa a A con la métrica inducida por la de X. M4s generalmente,
f: (Y, df) — X (donde d’ es la distancia presentada en el Ejemplo (7)) es una isometria para
cada funcién inyectiva f: ¥ — X.

Observacion 3.71. Las isometrias son funciones cortas, pero en realidad la definicién de isometria es
mucho mas fuerte, porque donde en la de funcién corta se pide que valga una desigualdad, en la de
isometria se pide que valga una igualdad.

Ejemplo 3.72. Para cada elemento v de un espacio normado E, la traslacién T, : E — E, definida por
T, (x) := x + v, es una isometria biyectiva, con inversa T_

Ejercicio 3.73. Use el ejemplo anterior para dar otra prueba de la Proposicién

Ejemplos 3.74. Las reflexiones ortogonales respecto de una recta son isometrias biyectivas del plano
euclideang'®| También lo son las rotaciones de un angulo 6 fijo (en el sentido contrario de las agujas
del reloj)”!} alrededor de un punto.

Ejercicio 3.75. Pruebe que fijada una recta L en el plano euclideano, cada punto x € R? se escribe
de manera tnica en la forma x = u+a, con u € Ly a ortogonal a L.

Ejemplo 3.76. Las igualdades
1 1 .
Ell(x+y,x—y)lll = E(Ix+yl +x—yD =max(lxl, |y = [1(x, Mlloo,

muestran que la funcién (x, y) — (x;—y, x;—y) es una isometria biyectiva de R?, 1l lloo) en (R?, 1l 117)-

Observacion 3.77. Las isometrias son funciones inyectivas. En efecto, si f: X — Y es una isometria,
entonces
f@)=fx)=>d(fx),fx))=0=>dxx)=0=>x=x"

Por supuesto, esto no es verdad para espacios pseudométricos.

Ejercicio 3.78. Pruebe, mediante un ejemplo, que existen espacios métricos X con isometrias no
sobreyectivas f: X — X.

Proposicion 3.79. Si f: X - Y yg: Y — Z son isometrias, entonces go [ es una isometria.
Demostracion. Porque
d(gof(x),go f(x)) =d(f), f(x))=d(x,x"
para todo x, x' € X. O
Observacion 3.80. Si f: X — Y es una isometria, entonces
f(Brx®) =fX)NnB(fx) v f(Brlxl)=fXINB,[f(0)],

paratodoxe X yr>0.
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3.5 Métricas Equivalentes Funciones continuas

Definicién 3.81. Una isometria f: X — Y es un isomorfismo isométrico si es biyectiva. Si este es
este caso, entonces su inversa es una isometria automaticamente. Dos espacios métricos X e Y
son isométricamente isomorfos o isométricos si hay una isometria biyectiva f: X — Y.Si X e Y son
isométricos escribimos X =petr Y.

Observacion 3.82. Tal como ocurre con las relaciones =, =, y =y, la relacion =, es reflexiva
simétrica y transitiva.

Definicién 3.83. Una propiedad de un espacio métrico es una propiedad métrica si cada vez que un
espacio la tiene, la tienen también todos los que son isométricos a el.

Observacion 3.84. Es evidente que las propiedades de Lipschitz son propiedades métricas. Una
propiedad métrica que no es de Lipschitz es, por ejemplo, la de tener didmetro 1.

3.5. Meétricas Equivalentes

Definicién 3.85. Decimos que dos métricas d' y d? de un conjunto X son topolégicamente equiva-
lentesy escribimos d! ~ d? si la funcién identidad id: (X, d') — (X, d?) es un homeomorfismo, y
que d' y d? son uniformemente equivalentes, sila funciénid: (X,d') — (X,d?) es un isomorfismo
uniformeme. Sefialamos este hecho escribiendo d' < d?.

. 2 . u . . .
Observacién 3.86. Las relaciones ~ y % son relaciones de equivalencig'®

Proposicién 3.87. Para cada par d' y d? de métricas definidas sobre un conjunto X, son equivalentes
1. d' yd? son topolégicamente equivalentes.

2. (X,dh y (X, d?) tienen los mismos abiertos.

@

(X,dhH y (X, d?) tienen los mismos cerrados.

b

Para cada x € X y cadae > 0 existe d > 0 tal que Bgl (x)c sz (x) yBgz(x) c Bfl (x).

S

Una sucesion (x,) nelv de puntos de X tiendea x € X en (X, dah siy solo si tiende a x en (X, d?).

Demostracion. 1. < 2. Por la equivalencia entre los items 1 y 2 del Teorema (3.6
2. ¢ 3. Porque un conjunto es cerrado si y solo si es el complemento de un abierto.

2. < 4. Por la definicién de subconjunto abierto de un espacio métrico, dada al comienzo de la
Secci6on. 11

1. © 5. Por la equivalencia entre los items 1 y 4 de la Proposicién|3.4 O

Ejercicio 3.88. Pruebe que dos métricas d' y d? de un conjunto X son uniformemente equivalentes
siy solo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

Bgl (x) < Bed2 x) y Bgz (x) < Bf1 (x)
para todo x € X.

Ejercicio 3.89. Considerese una familia finita (X;, d?) de espacios métricos. Pruebe que una funcién
distancia d definida sobre el producto X = X; x --- x X, es equivalente a la distancia d, si y solo
si (X, d) tiene la siguiente propiedad: para todo espacio métrico Z una funcién f: Z — (X,d) es
continua si y solo si las funciones coordenadas p; o f, donde p;: (X,d) — (Xi,di) es la proyec-
cién candnica, son continuas. Pruebe también que d es uniformemente equivalente a d, siy solo
si (X, d) tiene la siguiente propiedad: para todo espacio métrico Z una funcién f: Z — (X,d) es
uniformemente continua si y solo si las funciones coordenadas p; o f son uniformemente continuas.

68



Funciones continuas 3.5 Métricas Equivalentes

3.5.1. Métricas equivalentes y funciones subaditivas crecientes

Por la Proposici(’)n sabemos que si @: RZ, — Rxo es una funcién subaditiva creciente tal
que a~1(0) = {0}, entonces para toda familia finita d’: X x X — Rsq (i = 1,..., n) de pseudométricas
definidas sobre un conjunto X, con la propiedad de que para cada par de elementos x # y de X
existe i € {1,...,n} tal que d’(x, y) >0, la funcién ao (d',...,d"): X x X — R, definida por

ao(d',...,d")(x,y) = a(d' (x,y),...,d"(x, ),
es una métrica. En particular, como vimos en la Observacion[1.18} tomando como «a la funcién
Aoo(V1,..., V) = max(vy,..., Vy)
obtenemos la métrica 0, dada por
Voo (X, y) = max(d' (x, y),...,d" (x, ).

A continuacién establecemos condiciones necesarias y suficientes para que a o (d L. ...d" sea equi-
valente a 0o, para todo X y toda familia (d',...,d") de pseudométricas que satisface las condiciones
pedidas arriba. Para simplificar los enunciados,en los Lemas[3.90|y[3.91} y en la Proposicién[3.92
asumimos implicitamente que a: RZ; — R>¢ es una funcién subaditiva creciente tal que a~1(0) = {0}
yquelas (d',...,d") son familias de pseudométricas de X que distinguen puntos en el sentido de que
para cada par de elementos x # y de X existe i € {1,...,n} tal que d i(x, ¥) > 0. Ademads consideramos
aRZ, provisto de la distancia du, y a R>o provisto de la distancia usual.

Lema 3.90. Son equivalentes:
1. « es continua.

2. a escontinuaen 0.

3. Lafuncién identidadid: (X,0,) — (X,ao(d’,...,d"™)) es uniformemente continua para todo X
y todo dt,...,dm.

4. La funcién identidadid: (X,05) — (X,ao(d',...,d™) es continua para todo X y (d',...,d").

Demostracion. Esclaroquel. = 2.y 3. = 4.

2. = 3. Por hip6tesis sabemos que para cada e > 0 existe § > 0 tal que a(x) < € siempre que || X[l <.
En consecuencia @ o (d',...,d") (x,x') <€ si 00 (x, x') < 6.

4.= 1. Tomemos como (X,d") a RZ, provisto de la pseudodistancia d'(x,y) = |x; — yil, donde x;
e y; son las i-ésimas coordenadas de x e y respectivamente, y escribamos

dx,y)=ao(d,...,d")(x,y) = a(x1 = Y1l,..., %0 — Ynl).
Por el item 2 de la Proposicién|1.2}
la(x) - a(y)| =1d(x,0)-d(y,0)| < d(x,y) paratodo x,yeR”,.
En consecuencia la funcién

(R, d) R
X ——— a(x)

es continua. Pero entonces por el item 4 tambiénlo es a: RZ, — R. O
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Lema 3.91. Son equivalentes:
1. Para todoe > 0 existe 5 > 0 tal que a(x) <0 = | x|l <E€.

2. Lafuncionidentidadid: (X, ao(d!,...,d™) — (X,0x) €s uniformemente continua para todo X
ytodo (d',...,d").

3. La funcion identidadid: (X, ao dl,...,d") — (X,0s) es continua para todoXy(dl,...,d”).

Demostracion. Es claro que 2 = 3.

1.= 2. Dado € > 0, si § tiene la propiedad pedida en el item 1, entonces

ao(d',...,dM(x,x)<6=1d (x,x),...,d" (x, x)leo = Voo (x, X) <.

3.= 1. Tomemos (X,d!) como en la prueba del Lemal3.90| Como
id: B2y, ao(d,...,d") — (RZ),0e0)
es continua en 0, dado € > 0, existe § > 0 tal que a(x) =ao dl,...,d"(x,0) <6 =xllo <E€. O

Proposicion 3.92. Son equivalentes:

1. a escontinuay para todo € > 0 existe§ > 0 tal que a(x) <6 = || x]loc <E€.

2. a escontinuaen0 y para todo € > 0 existed > 0 tal que a(x) <6 = || x|loo <E€.

3. (X,ao(d},...,d™) es equivalente a (X,0o) para todo X y dl,....dm.

4. (X,ao(d,...,d") es uniformemente equivalente a (X,0,) paratodo X y (d',...,d").
Ejercicio 3.93. Pruebe que fijadas pseudométricas d',...,d" sobre un conjunto X, tales que para

cada par de elementos x # y de X existe i con d i(x, ¥) #0, las funciones distancia ? p: XxX— Ry
construidas en la Observacién|1.18|son uniformemente equivalentes

Ejercicio 3.94. Pruebe que fijados espacios métricos (X;,d*"),...,(X,,d*"), todas las funciones
distancia d: X x X — R>q definidas sobre el producto X := Xj x--- x X, enla Observaci(’)nson
uniformemente equivalentes. Concluya que las distancias d, (1 < p < oo) de R", definidas en los
items 2 y 11 de los Ejemplos[1.4] son todas uniformemente equivalentes, y que R” es completo con
cada una de ellas.

Ejercicio 3.95. Pruebe que las distancias d, (1 < p < oo) de C", asociadas a las normas definidas en
el Ejemplo son todas uniformemente equivalentes. Concluya que C” es completo con cada una
de ellas.
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Notas

Notas

(1].

Las funciones fi, f>, f3, fa ¥ f5 son continuas por el Ejercicio[3.14]y la Proposicién Ademés,

un célculo directo muestra que son inversibles, y que sus inversas fl_l, e, fs_l satisfacen

S 1 _b+a
f =15 o W=y
o=y, ity =y-a+1

y
Y siy=0,
15 (y)—{% siy=0.

Como, nuevamente por el Ejercicio y la Proposicion3.16} estas funciones son continuas,
las funciones fi, f2, f3, fa ¥ fs son homeomorfismos.

Porque

ld(x,x") - d(y, Y
< ld(x,x") = d(x, y) I +lld(x, y) = d(y, y)
<dx,y)+dx,y)
=d((x,x"), (1))
Porque || T, (x) = T, (M = I(x+v) = (y + v)|| = | x— yll para todo x,y € E.

Fijada una recta L, denotemos con Sy a la reflexiéon ortogonal respecto de Ly con (, ) al
producto interno usual de R?2. Para verificar que Sy es una isometria, tomemos x e y en R? y
escribamos x=u+aey=v+b,conu,veLy a,bortogonales a L (Ejercicio[3.75). Entonces,
como Sp(x)=u—-aySr(y)=v->b,

1SL.x) = SLII3 = (SL.(x) = SL(Y), SL(x) = SL(Y))

={(u-v)+b-a),u-v)+b-a)
=(u-v,u-vy+<(b—a,b—a)
=(u-v,u—-vy+{a—b,a-b)
=X-yx-y
=lx- I,

donde la tercera y quinta igualdades valen porque a — b es ortogonal a u — v.

La rotacién dngulo 0 alrededor de x, € R? es la funcién rg: R? — R?, definida por

re(x) = z(x — Xxp) + Xo,

donde z = cos(f) + 1sen(6) y, por supuesto, la multiplicacién es la multiplicacién en C. Es una
isometria, porque

lrg(x) —re(M) 2 = llz(x—x0) —2(y —xp)ll2 = lz(x = V2 = llzll2lx = yl2 = llx = yll2

para todo x, y € R?.
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Notas

[6].

. . . . 2 . u
Comoid: (X,d) — (X, d) es un isomorfismo uniforme para cada espacio métrico, ~y ~ son
reflexivas. Dado que siid: (X, dl) — (X, d?) es un homeomorfismo, entonces id: (X, d?) —

1 2 . . . u
(X,d") también lo es, y dado que lo mismo vale para isomorfismos uniformes, ~ y ~ son
simétricas. Por tltimo, como los homeomorfismos y los isomorfismos uniformes son cerrados
por composicién, ~ y < son transitivas.
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CAPITULO

PRODUCTO NUMERABLE DE ESPACIOS METRICOS

4.1. Métricas sobre un producto numerable de espacios metricos

Hay varias formas de definir una métrica sobre el producto X := X; x Xp x X3 x---, de los conjuntos
subyacentes de una familia numerable

(X1,dY), (Xo,d?), (X3,d>),...)

de espacios métricos, que tenga alguna relacion con las distancias dadas en los espacios coordenados.
Para empezar, en general no podemos tomar

d(x,y) = sup(d’ (x1,y1), d* (x2, y2), d>(x3,3),...)

para todo par de elementos x = (x1, X2, x3,...) € y = (y1,2,¥3,...) de X, debido a que el conjun-
to {d’ (x j»¥j): j € N} puede no ser acotado. Una alternativa mejor es definir

—1 —2 —3

d(x,y)=sup(d (x1,y1),d (x2,y2),d (x3,¥3),...),
donde Ej(x j»¥j) = min(l, dl (x i»¥j)). De hecho, esta formula define una métrica, como el lector
puede comprobar como ejercicio. Sin embargo, por razones que resultaran claras mas adelante, no

es esta la métrica que mads nos interesa. En su lugar vamos a usar la siguiente funcion:

—1 —2 —3
d (x1,y1) d (x2,¥2) d (x3,)3)
2 22 23

Jw(x,y) = sup( R .

Proposicién 4.1. La funcion Joo: X x X — Rx¢ es una métrica.

Demostracién. De la definicion se sigue inmediatamente que doo(x, y) = 0 si y solo si x = y
que doo (X, y) = doo(y, x) paratodo x,y € Para concluir la prueba debemos ver que

Joo(x, zZ) < czx,(x, y)+ Jm(y, z) paratodo x,y,z€ X.
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4.1 Métricas sobre un producto numerable de espacios Producto numerable de espacios metricos

Para ello basta observar que duo(X, ¥) + dso (¥, 2) €s una cota superior de la familia

—1 —2 —3
d (x1,y1) d (x2,¥2) d (x3,¥3)
2 22 23

y yeoso |y

. —J, . . .
lo que es cierto porque, como las d” s son funciones distancia,

Ej(xjyzj) - Ej(xj,yj) N E](_ijzj)

Y Y Y S doo(X,y) + doo(y,2)

para cada j € IN, donde xj, y; y zj denotan a las j-ésimas coordenadas de los puntos x, yy z,
respectivamente. O

Observacion 4.2. Fijemos elementos x := (X1, X2, X3,...) € ¥ := (J1, Y2, ¥3,...) de X y un ntimero real
positivo €. Si existe n € IN tal que zl,, <€y xj=yjpara j < n, entonces doo(x,y) < Dicho de otro
modo, para que dos puntos estén a una distancia menor que un € > 0 arbitrario pero fijo, basta con
que una cantidad suficiente de las primeras coordenadas de esos puntos coincidan.

Otra funcién d; : X x X — R, usada frecuentemente para proveer de una estructura de espacio
métrico a X es la definida por

—J
- © (X',y')
d(x,y) =) +
=2

donde x; e y; denotan alas j-ésimas coordenadas de x e y, respectivamente.
Proposicion 4.3. La funciond,: X x X — R3¢ es una métrica.

Demostracion. De la definicion se sigue inmediatamente que dy (x, y) =0siysolosix= y
que d; (x,y) = dy(y,x) paratodo x,y € Ademads, como

~ s} Ej(x]',Zj)
di(x,2) —12212—]

=i =i
X d (xj,y)+d (yj, zj) —j
pYi - Y% porque cada d’ satisface la desigualdad triangular

<
j=1 2/
0o Ej( Sy @ Ej( 2z
_ XjrYj + Z VjrZj
=2 =2

=d(x,y)+d1(y,2),

para todo x, y, z € X, la funcién d; satisface la desigualdad triangular. O

Las funcién d; es un elemento de una familia infinita de métricas que definiremos ahora. Para
cada namero real p = 1, definimos la funcion d,: X x X — R>g por

Proposicién 4.4. La funciond,: X x X — Rx( es una métrica.
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Producto numerable de espacios metricos 4.1 Métricas sobre un producto numerable de espacios

Demostracion. Es evidente que Jp(x, y)=0siysolosix= y que Jp(x, y) = d~p (3, x) para todo
X, V€ Resta probar que vale la desigualdad triangular. Pero esto se sigue de que

IA

n Ej(x]-,zj)” o &

2

= Y \J
- X”: Ej(xj,J/j)p L i Ej(yjyzj)p
- 2] 2]

j=1 j=1

(d (xj"J/j)p N d (J’j’.zf)p) porque cada d’ tiene la

1 27 2/ propiedad triangular

=

por la desigualdad de Minkowski

< dy(x,2) +dy(z,y),

paracada x,y,z€ X ycadane IN. O

Veremos en el Capitulo que si bien las métricas d,, son distintas, para muchos propdsitos
son equivalentes. La eleccién de una u otra es una cuestiéon de gusto. Como dijimos arriba, nosotros
trabajaremos con la distancia d.

La primera de las alternativas descartadas al definir la funcién distancia en un producto numera-
ble de espacios da lugar a métricas importantes cuando es definida sobre conjuntos apropiados. Por
ejemplo, el de la sucesiones acotadas de nlimeros reales (recordemos que una sucesion (x;) ,ey de
nuameros reales es acotada si sup(|x11,|x2[,]x3],...) < 00). Cuando estudiemos los espacios de Banach,
veremos este ejemplo en detalle.

Definicién 4.5. Una funcién a: ngo — R es subaditiva si
a(u+v)<a(u)+a(v) paratodou,ve IRZO.

En el siguiente ejercicio consideramos a ]R]fo provisto de la suma coordenada a coordenada y la
relacién de orden parcial definida por x < y siy solo si x; < y; paratodo i € IN.

Ejercicio 4.6. Pruebe que si d": X x X — R3¢ (n € IN) es una familia numerable de pseudomé-
tricasy a: ngo — Rso es una funcién subaditiva creciente tal que a~!(0) = 0, entonces la funcién
d: X x X — R, definida por

dx,y)=a(d' (x,y),d*(x,y),d*(x,),...),

es una pseudométrica, que es una métrica si y solo si para todo par de elementos x # y de X, existe
ne N tal que d"(x,y) > 0.

Para cada sucesién acotada a := (a,) ,elv, de ndmeros reales positivos, denotamos con a, ala
funcién de Rgo en R, definida por

a . ¥ ¥ ¥
Qo (X) = sup(ay X1, az Xz, azxs,...),
nelN

donde X, := min(1, x,). Cuando ademds } 7, a, < oo, también tenemos las funciones a;‘; de ngo en

R, definidas por
(e.9)
ag(x) = {| ) an¥n,
n=1
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4.2 Bolas abiertas en productos numerables de espacios Producto numerable de espacios metricos

a

Ejercicio 4.7. Pruebe que las funciones a;;

anterior.

satisfacen las condiciones requeridas en el ejercicio

INDICACION: para probar que aj, con p < oo, es subaditiva, use la desigualdad (1.8).

Ejercicio 4.8. Consideremos una sucesién acotada a := (a,) e de ntimeros reales positivos y una
familia numerable (d"),cy de métricas definidas sobre un conjunto X, que tiene la propiedad de
para cada par de elementos x # y de X, existe n € IN tal que d"(x, y) #0.

1. Pruebe que la funcién 0% : X x X — R, definida por
- —1 —2 -3
05 (x,y) i=sup(ard (x,)),ad (x,y),a3d (x,),...),

donde d" (x,, ¥n) :=min(1,d" (xp, yn)), es una métrica.

2. Supongamos que } 7, a, < co. Pruebe que para cada p € [1,00), la funcién 5;: X x X — Ry,

definida por
05 (%, y) = {] Zl and’ (x,y)P,
n=

INDICACION: Use los Ejercicios[4.6)y[4.7}

también es una métrica.

Ejercicio 4.9. Consideremos una sucesion acotada a := (a,) ,civ de nimeros reales positivos, y una
familia numerable (X, d%") ,c1v de espacios métricos. Escribamos X := Xj x Xp x X3 x +--.

1. Pruebe que X es un espacio métrico via la funcién distancia Jgo: X x X — Ry, definida por
~ =X =X =X
d%(x,y) =sup(ad  (x1,)1), a2d  (x2,¥2),asd (x3,3),.-.),

_Xn ,
donde x = (x1,X2,X3...), y:= (1,2, ¥3,---), yd " (x,¥) :=min(1,d*"(x,y)).

2. Supongamos que }.” , a, < oo. Pruebe que X también es un espacio métrico via cada una de
las funciones distancia d;: X x X — R, con p € [1,00), definidas por

~ X X
dg(x,y) = 'Ziaid (xi, yi)P.
i=

4.2. Bolas abiertas en productos numerables de espacios métricos
Observacion 4.10. Analicemos la forma de las bolas abiertas en el producto
(X, doo) = (X1 % X x X3 X -+, o)

de una familia numerable (X;,d);en de espacios métricos. Por la definicién de JOO, para cada
x = (x1, X2,X3,...) € X ycada r >0, un punto y := (y1, ¥2,3,...) de X estd en B, (x) siy solo si

—1 —2 -3
d (x1, d (x, d (x3,
sup (x1,¥1) d (x2,¥2) d (x3,¥3)

’ 22 l} 23 yeoo | < T, (4.1)

jelN 2
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—n ’ , . .
donde d :=min(1,d"). Pero podemos ser mas precisos. Es claro que B;(x) = X si r > % Suponga-
mos que r < % Como (l) sy €8 una sucesion decreciente que tiende a 0, existe s € IN tal que

271
1 1 1 1
< 25+3 < 23+2 < 2s5+1 <r

<—.
<2

. =i
Como las funciones d° toman sus valores en [0, 1],

a'\_[ 1 o

Im 57 | € 0,25+1 cuando j >s.
Como ademas

=i

d”(xj, yj) : = :

T<r siysolosid (xj,y;) <2/r
y

E](xj,yj):dj(xj,yj) siysolosid/(xj,y;) <1,

la bola abierta de radio r y centro x es el conjunto
X X; X
B, (x) = By} (x1) x B)Z (x2) x -+ x By, (xg) x X1 % Xgyp x -+

Ejercicio 4.11. Pruebe que para cada punto (xy, X»,...) de un producto X; x X, x --- de una cantidad
numerable de espacios métricos, el conjunto

Xy x X1 xBp(xj) x Xy x---:ieINyr>0}

es una subbase de entornos de (xg, X2, X3,...).
INDICACION: Use el Ejemplo

4.3. Convergencia de sucesiones en un producto numerable de espacios
métricos

Un resultado anélogo al del Corolario|1.108|vale para el producto de una cantidad numerable de

espacios métricos, dotado de la métrica d.. Esta es una de las razones por las que esta métrica es
util. Por supuesto, para probar esto no puede apelarse a la Proposicién|1.107

Proposicion 4.12. Consideremos una familia numerable (X;, d;) e de espacios métricos. Una suce-
sion (x") ,eN de puntos de
(X, doo) = (X1 x Xp x X3 x -+, do)

tiende a un punto x € X si y solo si la sucesion (x}') nelN, donde x7' es la i-ésima coordenada de x",
tiende a la i -ésima coordenada x; de x, para todo i € IN.

Demostracion. Supongamos primero que (x") ey tiende a x. Dado que
min(1, dj(x;l,xi)) <2'd (x", x)

la sucesion (x}') new tiende a x;, para cada i € IN. Reciprocamente, como, por el Ejemplo(4.10} para
cadae < 1/2 existe s € IN tal que

Be () = By (1) x By (x2) x -+ x By, (x5) X X1 x Xy x -+, 4.2)
si para cada i € IN la sucesion (x]") ey tiende a x;, entonces lim,, oo ™ = 31 O
Ejercicio 4.13. Use la Observacién|1.102 el Ejemplo y el Ejercicio para dar pruebas simples
del Corolario[1.108]y de la Proposicién[4.12]
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4.4. Abiertos en productos de numerables espacios métricos
Observacion 4.14. Elresultado establecido en la Proposicién|2.21|no vale en un producto
(X, do) = (X1 % Xp % X3 % -+, o),

de una familia numerable
((X1,dY), (Xz,d%), (X3,d),...

de espacios métricos. De hecho, por la descripcién de las bolas abiertas de (X, ds,) obtenida en el
Ejemplo}4.10} es claro que si un producto

Ap x Ap x Az X+,

donde cada A; es un subconjunto abierto de (X;, d;), es abierto en (X, d,), entonces existe ny € IN
tal que A,, = X, paratodo n € IN.

Ejercicio 4.15. Pruebe que A; x A, x A3 x--- es un abierto de (X, JOO) siy solo sicada A, es un abierto
de (X;,d"™) y el conjunto de los A,’s distintos de X, es finito.

Ejercicio 4.16. Consideremos una familia numerable Xj, X»,... de espacios métricos. Pruebe que si
2B, es una base de X; (i € IN), entonces el conjunto

B={Vyx:-xV,x-..:existe jeINcon V; e B;parai< jyV; = X; parai = j}

esunabasede X = X7 x Xp x---.

INDICACION: use el Ejercicio[4.10}

4.5. Cerrados en productos de numerables espacios métricos

El resultado establecido en la Proposicion vale en un producto numerable de espacios
métricos.

Proposicion 4.17. Consideremos el producto (X, (i,o) =Xy xXox Xgx--- ,Joo), de una familia nu-
merable ((X1,d"),(Xz,d?),(Xs,d>),...) de espacios métricos. La igualdad

A1><A2><A3><--~:A_1><A_ZXA_3><--~,

vale para cada familia numerable de conjuntos (A1, Az, As,...), con A; € X; para todo i. En conse-
cuencia, si los A;’s son conjuntos cerrados, entonces Ay x Ap x Az x --- es cerrado.

Demostracion. Por la Proposicion y porque por la Proposicién una sucesion (x™) ey de
puntos de A; x Ay x Az x---, donde x" := (x]', xJ!, xgl, ...), converge a un punto (x1, X2, X3,...) de (X, dw)
siy solo si (xl.”)ne]N tiende a x; en (X;,d"), paratodo i € IN. O
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4.6. Continuidad y productos numerables de espacios métricos

Los resultados establecidos en los Corolarios y valen para productos de numerables
espacios métricos.

Proposicion 4.18. Consideremos un producto X = X x Xo x X3 x -+ de numerables espacios métricos
y un espacio métrico Z. Una funcién f: Z — X es continua en un punto z € Z siy solo si la funcién
pjof,dondep;: X — X; es la proyeccion canonica, es continua en z para todo j € IN. En consecuencia
f es continua si y solo si las funciones p o f lo son.

Demostracion. Tomemos una sucesion (z,),ev de puntos de Z que tiende a z. Por la Proposi-

cién ‘ sabemos que f(z,),e tiende a f(z) siy solo si pjo f(zy) e tiende a pjo f(z) para
todo j, donde p;: X — X; es la proyeccion candnica. Por la equivalencia entre los items 1y 4 de la
Proposicion (3.4} esto prueba la afirmacion. O

Corolario 4.19. Las proyecciones canonicas p;j: X — X, donde X es como en la proposicién anterior,
son continuas.

Demostracion. En la proposicién anterior tomese como f la funcién identidad. O

Corolario 4.20. Para cada familia numerable f;: X; — Y; (j € N), de funciones continuas, la funcién

X X X oo
X]XXZXX?)X"‘ fl f2 f3 Y]XYZXYSX"'

(X1, X2, X3,...)! (fix1), f2(x2), f3(x3),...)

es continua.

Demostracion. Basta observar que pjo(fyx fax f3x---) = fjop; paratodo j € IN, y que las funciones
fjopjson continuas debido a que son composicion de funciones continuas. O

Ejercicio 4.21. Use el Ejercicio[3.5|para dar una demostracién alternativa de la Proposicion[4.18]

4.7. Funciones de Lipschitz y productos numerables de espacios
métricos

Proposicion 4.22. Consideremos un producto X = X; x Xo x X3 x --- de numerables espacios métricos
y un espacio métrico Z. Una funcion f: Z — X es de Lipschitz si y solo si la funcion pjo f, donde
pj: X — X; es la proyeccion candnica, es de Lipschitz para todo j € N, y el conjunto {Kpjof :jeN},
donde K)oy es la constante de Lipschitz de pj o f, es acotado. Ademds, la constante de Lipschitz de f
es el supremo, sup jey Kp o ¢, de las constantes de Lipschitz de las funciones coordenadas pjo f.

Demostracion. Para simplificar las expresiones que aparecen en la prueba escribimos fj := pjo f.
Como

doo(f (2), f(2))) = supd(fj(2), fr jz"),
jelN
para cada K € R son equivalentes:

d(fi(2), fj(2)) = Kd(z,z) paratodo jeINyzz € Z,
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dso(f(2), f(2)) = Kd(z,2') <6 paratodo z,z' € Z.
Esto prueba que la afirmacién es verdadera. O
El siguiente resultado mejora la Proposicién[4.19]

Corolario 4.23. Las proyecciones candnicas pj: X — X;, donde X es como en la proposicion anterior,
son funciones cortas.

Demostracion. En la proposicion anterior tomese como f la funcién identidad. O

Corolario 4.24. Para cada familia numerable f;: X; — Y; (j € IN) de funciones de Lipschitz tal que el
conjunto {K fiije€ IN}, donde K f; es la constante de Lipschitz de fj, es acotado, la funcion

X1 x Xy x X3 x-- fixfoxfyx- Vi xYox Ygx---

(x1,%2,%3,...)! (filx1), fo(x2), f3(x3),...)

es de Lipschitz.

Demostracion. Basta observar que pjo(fi x fo x f3x---) = fjopj paratodo j € N, que las funciones
fjopjsonde Lipschitz debido a que son composicion de funciones de Lipschitz, y que el conjunto
de las constantes de Lipschitz de las funciones fj o p; es acotado. O

4.8. Métricas equivalentes en productos numerables de espacios
métricos

Recordemos que un producto X := X; x X x X3 x ---, de numerables espacios métricos, no solo
es un espacio métrico via la distancia ds introducida arriba de la Proposici(’)n sino también via
las distancia Jp (1 < p < o0) introducida debajo de la Proposicic’)n Ahora veremos que todas estas
métricas son equivalentes. Por razones didacticas consideramos primero un caso particular.

Proposicién 4.25. Las distancias duo y d, son topolégicamente equivalentes.

Demostracién. Denotemos con d' ala distancia de X; y escribamos d (x,y):=min(1,d"(x, y)). Como,
para cada par x = (x1, X2, X3,...) €y = (J1, 2,3, ...) de puntos de X,

—1 —2 =3 =i
~ d (x1,y1) d (x2,¥2) d (x3,)3) X d(xj,y) =~
d ) = ) y yeoo < e — :d y y
0 (X%, Y) e >3 >3 J; Y 1(x,y)

la funciénid: (X, d]) — (X, Jw) es continua. Por otra parte, dado € > 0, si Jw(x,y) < 2%., donde i es
cualquier ntimero natural tal que 2% <%, entonces

—j e — .
~ x© d(xj,y)) &dxpy) & dx,y) e © 1 € 1
dxy=Y —2 -y D0y DY —+ Y —=-+=<e
o2 =2 jeie 2 j=12t a2l 22
por lo que la funcién id: (X, Joo) — (X, 671) también es continua. O
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Proposicién 4.26. Para cada niimero real p = 1, las distancias deo y Jp son topolégicamente equiva-
lentes.

Demostracion. Como para cada par x = (x1, X2, X3,...) ey = (¥1, V2, ¥3,...) de puntos de X,

—1 ) —3 .
d () d oy d (x3,ys) x d’(x},y))

) 22 ) 23

doo(X,y) = SUp =d,xy)

jeN 2

la funcionid: (X, dy) — (X, d) es continua. Por otra parte, fijado € > 0, si d (X,y) < W,

. . . 14
donde i es cualquier niimero natural tal que % < 55, entonces

—=J
. 0 (] (x.,y.)p
dy(x,y) = " Z#
\ ~ 2
J
e Ej(xj,y]')p p X Ej(xj,y]')p
= Z—.+ Z _ por la desigualdad (1.8)
\j:I 2] j=ie1 2
i @ xj, ¥y o @ (xj,y))P
= P sz(p—l)(#) + P Z #
\j:1 2J j=itl 27
<y 2i-0_— S
\ — 2ri2i(p-1)
]_
</’ - <P
- \jzlzpi
Ll
2p 2t
<e
y, por lo tanto, la funcién id: (X, JOO) — (X, d]) también es continua. O

Ejercicio 4.27. Considerese una familia numerable (X;, d i de espacios métricos. Pruebe que una
funcion distancia d definida sobre el producto X := X; x X, x X3--- es equivalente a la distancia Joo si
y solo si (X, d) tiene la siguiente propiedad: para todo espacio métrico Z una funcién f: Z — (X, d)
es continua si y solo si las funciones coordenadas p; o f, donde p;: (X,d) — (X;,d?) es la proyeccién
canonica, son continuas.
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Notas

Notas

[1]. Six# y, entonces x; # y; para al menos un subindice j y, por lo tanto,

Hj(x]',yj)
2]

doo(X,y) = > 0.

En cambio, si x = y, entonces d j(x}, y;) = 0 para todo j y, en consecuencia,

dix, ) da(z,y2) ds(xs,¥s) ):0

Jm(x, y) = sup( 5 ) 22 ) 23

(2]. Comoﬁj(xj,yj) :Ej(yj,xj) para todo j,

goo(x’y)zsup(ﬁl(xl,yl) dy(x2,Y5) 33(X3,y3)“”)

2 22 7 28
:sup(gl(yzl'xl),52(3;22’)62),33(3;']63),,,_)
=~oo(y,x).

[3]. Como xj =y para j < nyzin <€,

—n —n+1 —n+2
d (xn;J/n) d (xn+1;yn+1) d (xn+2rJ/n+2) < 1
on ’ on+l ’ on+2 re

[4]. Six#y, entonces x; # y; para al menos un subindice j y, por lo tanto,

Joo(x, y) = sup(

Ej(xj»_)/j)
2J

di(x,y) = >0.

En cambio, si x = y, entonces a’ (xj,y;) = 0 para todo jy, en consecuencia,

OZ": dj(xj.,J/j)

d\(x,y) = =
=2
[5]. Comoﬁj(xj,yj) :Ej(yj,xj) para todo j,
_ © di(xi,yi) X di(yixi) ~
Ay =Y I Vi =y j J’J. J = A (3, ).
=2 =2
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[10].

Si x # y, entonces x; # y; para al menos un subindice j y, por lo tanto,

En cambio, si x = y, entonces a’ (xj,y;) = 0 para todo j y, en consecuencia,

_ < @’ (x,y))P
dpy(x,y)= | Y. Rl L LA
IS

Como Ej(xj,yj) :Ej(yj,xj) para todo j,

> E](xjyy]‘)p R E](J/j,xj)p

- » _
dp(X)y)_ ]; 2 ]; Y —dp(y,X).
Como las funciones Ei toman sus valores entre 0y 1,
T 3 ) E y 3 ) 1 1
doo(X,y) =sup 10 yl), 2(X22 yZ), 3(x“; yB),...)Ssup(—,—z,_, )S_
jelN 2 2 2 jew\2 2 2

paratodo x,y € X.

Sabemos que un punto y := (y1,)2,¥s,...) de X pertenece a B, (x) si y solo si se satisface la
condicion (4.1I). Veamos como deben ser sus coordenadas para que esto ocurra. Como

d 2 1
- <

Y _2S+1<r paratodo j > sytodo z € Xj,
: I ] : ' (xy;
las coordenadas y; de y, con j > s, son arbitrarias. Asi que y € B, (x) siy solo si —(Z Y)

cada j < s. Pero, como r2° < 1, esto ocurre si y solo si

<r para

d’(xj,yj)<r2/ paracadaj<s.

Como lim;,_.o xl’7 = x; para todo i, existe ny € IN tal que xlfl €B,i.(x;) paratodon>nyyi<s.

Pero entonces x" € B.(x) para todo n > ny.
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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS SEPARABLES

Definicién 5.1. Un subconjunto A de un espacio métrico X es densosi A = X. Por ejemplo, Q yR\Q
son densos en R. Recordemos que un conjunto A es contable si es finito o numerable. Un espacio
meétrico es separable si tiene un subconjunto contable y denso.

Observacion 5.2. Si X tiene un subconjunto denso finito A, entonces X = A, porque A es cerra-
do. Por lo tanto, los subconjuntos densos contables de espacios métricos separables infinitos son
necesariamente numerables.

Ejemplo 5.3. Todo espacio métrico contable es separable, y un espacio métrico discreto es separable
siy solo si es contable.

Ejemplo 5.4. Larectareal R es separable, porque () es numerable y denso en R.
Ejercicio 5.5. Pruebe que R\ Q) es separable exibiendo un subconjunto numerable denso.

Ejemplo 5.6. Fijada cualquier familia {fi, f2, f3,...} de funciones acotadas f;: [0,1] — R, la fun-
cién f: [0,1] — R, definida por

six# % paratodo ne NN,

0
f@) '_{l—fn(x) six=1,

estd a una distancia mayor o igual que 1 de todas las f;’s. Por lo tanto B[0, 1] no es separable.

Recordemos que una base de X es un conjunto 28 < 2?(X), de subconjuntos abiertos de X, tal

que
u=vV

Ve
\%4=t0}

para todo abierto U de X, y que esto ocurre siy solo si para cada abierto U de X y cada x € U, existe
Be%talquexe B U.
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Espacios métricos separables

Definicién 5.7. Una coleccion (Uy) e de subconjuntos de un espacio métrico X es un cubrimiento
de un subconjunto A de X si A <Ujep Uy. Un subcubrimiento de (Uy) 1ea es una subfamilia (Uy) pe=
que también cubre A. Un cubrimiento de A es abierto si sus miembros son abiertos.

Proposicion 5.8. Para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. X esseparable.

2. X tiene un subconjunto contable S tal que U N S # @, para todo subconjunto abierto no vacio U
deX.

X tiene un subconjunto contable S tal que B, (x) NS # @, para toda bola abiertaB,(x) de X.
X tiene una base contable.

Cada cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento contable (propiedad de Lindeloff).
Todo conjunto de abiertos de X disjuntos dos a dos es contable.

Todo conjunto de bolas abiertas de X disjuntas dos a dos es contable.

N S O kW

Todo subconjunto discreto de X es contable.

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que S es un subconjunto contable denso de X y tomemos un
abierto no vacio U. Por la Proposicion|2.61) como U es entorno de cada uno de sus puntos, UN S # @.
2. = 3. Porque las bolas abiertas son subconjuntos abiertos no vacios de X.

3.=> 1. Porla Proposicién la condicién 3 dice que S = X.

1. = 4. Afirmamos que para cada conjunto contable denso {x; € X : n € IN}, el conjunto
{Bi(xn) : n,m(—:]N}

es una base contable de X. Para comprobar que esto es cierto, fijados una bola abierta B, (x) y un
punto y € B, (x), tomemos m € IN tal que B2 (y) < B;(x) y elijamos x, € B1 (y). Es evidente que
entoncesyEB#(xn)gB%(y)gBr(x). " "

4. = 5. Fijemos una base contable 9 := {U, : n € N} de X. Dado un cubrimiento abierto (V}) je; de X,
consideremos el subconjunto {Uy,, Uy,, ...} de %8 formado por los U;’s tales que U; < V; para algun j.
Para cada n;, tomemos un V; tal que Uy, < V; y llamemoslo V;,,. Entonces

LJVVli2 UUni:X’

ielN ieIN
donde la ultima igualdad se sigue de que V; =U{U, : U, € V;}, paracada j € J.
5. = 3. Por hip6tesis, para cada n € IN el cubrimiento abierto 7}, := (B1 / n(x)) cex tiene un subcubri-
miento contable 7}, := (B1 in(Xm, n)) ey Afirmamos que el conjunto contable A= {xp, », : n,m € IN}
tiene la propiedad pedida en el item 3. En efecto, dados x € X y r > 0, tomemos un niimero natu-

ral n=1/r yelijamos x,,,, tal que x € By, (x;,,»). Entonces x,, , € B, (x). Como r es arbitrario, esto
termina la demostracion.

4. = 6. Consideremos una base arbitraria 28 de X. Si hay un conjunto no contable %, de abiertos
disjuntos dos a dos de X, entonces cada elemento no vacio de % incluye un elemento de 8. Por lo
tanto, 28 no puede se contable.

6. = 7. Porque las bolas abiertas son subconjuntos abiertos de X.
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7. = 8. Tomemos un subconjunto discreto D de X y escribamos ry := d(x, D \ {x}) para cada elemen-
to x de D. Por hipétesis, ry > 0. Afirmamos que los elementos del conjunto

U = {B%x(x) :xeD},

son disjuntos dos a dos. En efecto, si B e (x) NnBry (x") # @, entonces por la propiedad triangular
2

'y Ty .
dx,x)< =+ > = max(ry, ry),

lo que es absurdo. Esto prueba la afirmacién. Entonces % es contable (por el item 8) y, por lo tanto,
también lo es 2.

8. = 1. Fijado n € IN, consideremos el conjunto ®,, constituido por todos los subconjuntos D de X
tales que d(x, x) = % para todo x, x’ € D, dotado con el orden definido por inclusion. Si {Dj : 1 € A}
es una cadena de elementos de ©,,, entonces

DIZ UD/l

pertenece a ©,, porque dados x,x’ € D, existe A € A tal que x,x’ € D,. En consecuencia, por el
Lema de Zorn ®, tiene elementos maximales. Elijamos uno D(n). Notemos que d(x, D(n)) < %,
para todo x € X, debido a que de lo contrario D(n) U {x} perteneceria a ©,, lo que contradice la
maximalidad de D(n). De esto se sigue inmediatamente que U,y D(n) es denso en X. Ademads es
contable, porque cada uno de los D(n)’s lo es. O

Proposicion 5.9. Si X es un espacio métrico separable, entonces cada subespacio A de X es separable.

Demostracion. Por la Proposicién[5.8|sabemos que un espacio es separable si y solo si tiene una
base numerable, y por la Observacién sabemos que si un espacio métrico tiene esta propiedad,
entonces también la tienen todos sus subespacios. O

Ejercicio 5.10. Pruebe que si un espacio métrico es una unién contable de subespacios separables,
entonces es separable.

Proposicion 5.11. Si X esseparabley f: X — Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es separable.

Demostracion. Tomemos un subconjunto numerable denso S de X. Por el Teorema[3.6, dado que f
es continua, Y = f(X) = f(S) < f(S). Como f(S) es contable, esto prueba que Y es separable. O

Ejercicio 5.12. Pruebe la Proposicién usando la propiedad de Lindeloff.
Proposicion 5.13. Un producto de finitos espacios métricos es separable si y solo si cada uno lo es.

Demostracion. Tomemos un producto X = Xj x --- x X, de finitos espacios métricos, y supongamos
que cada X; tiene un subconjunto contable denso S;. Entonces, por la Proposicién|2.64]

SlX“'XSn:S_]X"'XS_n:XlX'”XXVZ:X'

Como el conjunto S; x --- x §;, es contable porque es un producto finito de conjuntos contables,
esto prueba que si cada X; es es separable, entonces X también lo es. Reciprocamente, como las
proyecciones canodnicas p;: X — X; son funciones continuas, si X es separable, entonces cada X; lo
es, por la Proposicién|5.11 O
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Corolario 5.14. R" es un espacio métrico separable para todo n € IN.

Demostracién. Por la Proposicion para ver que esto es cierto es suficiente recordar que, como
vimos en el Ejemplo[5.4] la recta real R es separable. O

Recordemos que X es el cardinal de conjunto de los nimeros naturales, y que el cardinal del
continuo c es el cardinal del conjunto {0, 1}, de las funciones de IN en 0, 1. Asi, ¢ = 2%_ Es facil ver
que el cardinal de R es ¢. Esa es la raz6n del nombre “cardinal del continuo”. El siguiente resultado
muestra que un espacio separable no puede tener més elementos que R.

Teorema 5.15. Si X es un espacio métrico separable, entonces su cardinal j(X) es menor o igual que c.

Demostracion. Tomemos una base contable 4 de X y formemos una sucesion Uy, U, Us,... en la
que aparezcan todos sus elementos (en la lista formada por los U;’s puede haber repeticiones, de
hecho, si X es finito necesariamente las hay, pero esto no afecta nuestro argumento). Definimos

& X — 0, 11N por
£ = 1 sixeU;,
" 10 en caso contrario.

Consideremos x, x’ € X. Por el Corolario[3.22} si x # x/, entoncen existen abiertos disjuntos V'y W
de X tales que x € Vy x' € W. Como 28 es una base, existe U; tal que x € U; € V. En consecuencia
x' ¢ U;. Asi é(x); =1y é(x); =0. Esto muestra que ¢ es inyectiva, y termina la demostracion. O

Definicién 5.16. Un punto x € X es un punto de condensacion de un conjunto A< X, si B, (x) N Ano
es contable para ningtin r > 0. Cualquiera sea A < X, denotamos con A® al conjunto de los puntos de
condensaciéon de A.

Observacion 5.17. De la definicién de punto de condensacién se sigue inmediatamente que si A< B,
entonces A° € BS.

Proposicién 5.18. Si X es separabley A< X no es contable, entonces AN A # @.

Demostracion. Fijemos una base contable 2 = {U}, Us,...} de A. Si An A® = @, entonces para cada
x € Aexiste Uj € B tal que x € Uj y AN U es contable. Esto implica que A = U{ANU; : (AN U;) < R}
y, por lo tanto, es contable. O

El siguiente resultado mejora la proposicién anterior.

Proposicién 5.19. Si X es un espacio métrico separable y A< X no es contable, entonces A\ (AN A)
es contable.

Demostracion. Si A\ (A* N A) no fuera contable, entonces, por la Proposicion y la Observa-
cién/s.17]
AN (A\V(A N A) 2 (AN(A N A) N(A\(A N A) # o,

lo que es absurdo. O
Corolario 5.20. Si X es un espacio métrico separable y no contable, entonces X \ X° es contable.
Demostracion. Este es un caso particular de la Proposicién(5.19 O

Proposicién 5.21. Si X es separable, entonces el conjunto A®, de los puntos de condensacion de A, es
perfecto para cada subconjunto A de X.
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Demostracion. Debemos probar que A® es cerrado y sin puntos aislados. Por la definicién de clausura,
cada bola abierta B, (x), cuyo centro es un punto x de ‘AS, tiene un punto x’' € A*. Como B, (x) es
abierto, incluye a una bola B,/ (x’), con centro x’. Como esta bola tiene una cantidad no contable de
puntos de A, la primera también los tiene. Esto prueba que x € A® y, por lo tanto, que A® es cerrado.
Pasando a la otra cuestion, si U es un entorno abierto de un punto x de A%, entonces U N (A\ {x}) es
no contable. En consecuencia, por la Proposicién5.18|

UnA\ {x) 2 (UnA\x)) nUN A\ {x}) # 2.
Esto prueba que x es un punto de acumulacién de A°. O

Ejercicio 5.22. Pruebe que si X no es separable, entonces A® es cerrado para cada subconjunto A de
X, pero puede tener puntos aislados.
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CAPITULO

ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

El criterio de Cauchy es un criterio para la convergencia de sucesiones en R que no requiere
conocer el limite de la sucesion. A diferencia de lo que ocurre en R, en espacios métricos generales
la condicién de Cauchy no es suficiente para garantizar la convergencia de una sucesién. Un espacio
métrico en el que las sucesiones de Cauchy convergen es llamado completo. Como veremos en capi-
tulos posteriores esta condicion es esencial para muchos resultados importantes. En este capitulo
primero presentamos la nocién de sucesién de Cauchy, luego definimos los espacios métricos com-
pletos, damos algunas caracterizaciones de ellos y comenzamos su estudio. En particular probamos
que varios ejemplos que ya hemos considerado son espacios completos. Finalmente probamos que
cualquier espacio métrico puede sumergirse en forma natural en un espacio métrico completo.

6.1. Sucesiones de Cauchy

Definicién 6.1. Una sucesion (x,),ew de puntos de un espacio métrico X es de Cauchy si para
todo € > 0 existe ng € IN tal que d(x,, x,) < € siempre que n, m = ny.

Proposicién 6.2. Toda sucesion convergente (x,) eI de puntos de X es de Cauchy.

Demostracion. Escribamos x = lim,_.», X, y tomemos ngy € IN tal que d(x, x,;) < % para todo n = ny.
Entonces
Ad(xXn, Xm) < d(xp, x)+d(x,xy) <€ siempre que n, m = ny,

por la propiedad triangular de d. O

Observacion 6.3. Lareciproca de la proposicién anterior es falsa. Por ejemplo, la sucesion (%) nelN
es de Cauchy en X := R\ {0} y no es convergente (no al menos en ese espacio). En este ejemplo el
espacio X puede sumergirse en otro en el que toda sucesién de Cauchy es convergente (se trata del
espacio R, que, como veremos pronto, tiene esta propiedad). Mds adelante probaremos que este es
un fenémeno general.

Antes de introducir los espacios que vamos a estudiar en este capitulo, veamos que una condicién
que evidentemente es necesaria para que una sucesiéon de Cauchy converja, también es suficiente.
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Proposicion 6.4. Si una sucesion de puntos de X es de Cauchy y tiene una subsucesién convergente,
entonces es convergente.

Demostracion. Supongamos que (x,) ,eIv €s una sucesion de Cauchy con una subsucesién conver-
gente (x;,) nelN ¥ €scribamos x :=lim,—.« X5, . Por hip6tesis, dado € > 0, existe ng € IN tal que

d(xs,x)<el2 y d(xp xm) <€/2 siempre que [, m, n = ny.
Elijamos [ = ny. Entonces,
d(xp, x) = d(xp, x5) +d(xs, x) <€/2+€/2=¢,

siempre que n = ng, puesto que s; = ny. Esto prueba que (x,,) ,ev € convergente. O

Observacion 6.5. Una funcién continua puede transformar una sucesién de Cauchy en una que
no lo es, aun si es un homeomorfismo. Por ejemplo, la funcién inv: (0,00) — (0,00), definida por
inv(x) := %, aplica la sucesion (1/n) e, que es de Cauchy, en la sucesién identidad, que no lo es.
Perosi f: X — Y es uniformemente continuay (x,),ew es una sucesion de Cauchy de puntos de
X, entonces (f(x,)), . o es también. En efecto, dado € > 0, existe § > 0 tal que d(f(x), f(x)) <€
siempre que d(x,x') < 6. Para este 6 existe ng € IN tal que d(x;, x,,,) < 6 para todo [, m = ngy. Pero
entonces d(f(x;), f(xm)) <€ para todo I, m = ny. En particular, la de ser de Cauchy es una propiedad
uniforme que no es topoldgica.

6.2. Definicion de espacio métrico completo y primeros ejemplos

Definicién 6.6. Un espacio métrico es completo si todas sus sucesiones de Cauchy son convergentes.

Ejemplo 6.7. Todo espacio métrico discreto es completo porque sus sucesiones de Cauchy son
finalmente constantes. Por otra parte ) no es completo. Por ejemplo, toda sucesién de nameros
racionales que tiende a v/2 es de Cauchy, pero no es convergente en () porque /2 no es racional.

Observacion 6.8. Por la Observacién si d' y d? son métricas uniformemente equivalentes de X,
entonces (X, d!) v (X, d?) tienen las mismas sucesiones de Cauchy. En consecuencia, uno es completo
siy solo si el otro lo es.

Lema6.9. Si(x;)cv es una sucesion de Cauchy de elementos de R, entonces su imagen es un conjunto
acotado.

Demostracion. Puesto que (x,) ,elv es de Cauchy, existe ng € IN tal que d(x,, x,,) <1si n = ny. Porlo
tanto
{xn:neNys{x,:n<nobu(xp —1, x5 +1),

lo que termina la prueba. O
Teorema 6.10. R es completo.

Demostracion. Debemos verificar que en R toda sucesiéon de Cauchy (x,),cv converge. Por la
Proposicién|[6.4} para ello es suficiente ver que (x,) eIy tiene una subsucesion convergente o, lo que
es igual, un punto de aglomeracion. Pero esto es cierto porque, como por el Lema[6.9)el conjunto
{x, : n € N} es acotado, limsup, x, € Ry, por la Observaci()n es un punto de aglomeracion
de (x;) neN. O
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Proposicion 6.11. Todo subconjunto cerrado C de un espacio métrico completo X es completo.

Demostracion. Como X es completo, toda sucesiéon de Cauchy (x;) ey converge a un punto x € X.
Ademas, por la Proposicién[2.61} sabemos que x es un punto de acumulacion de C. Puesto que C es
cerrado, de esto se sigue inmediatamente que x pertenece a C. O

Corolario 6.12. Los subconjuntos cerrados de R son espacios métricos completos.

Demostracién. Por las Proposiciones y O

El siguiente resultado muestra que la reciproca de la Proposicion vale aunque el espacio
ambiente no sea completo.

Proposicion 6.13. Si C es un subespacio completo de un espacio métrico X, entonces C es un subcon-
junto cerrado de X.

Demostracion. Fijado x € C, tomemos una sucesion (xn)new de puntos de C que tiende a x. Como
es convergente, (x,) e €s de Cauchy. Por lo tanto, como C es completo, converge en C. Como su
limite no puede ser otro que x, esto implica que x € C. Asi que C = C. O

Lema 6.14. Una sucesion (X,) ,el, de puntos de un producto X x --- x X, de finitos espacios métricos,
es de Cauchy si y solo si la sucesion (xy j) ne, donde xy,j es la j-ésima coordenada dex, es de Cauchy
paratodo j € {1,...,m}.

Demostracion. Esto es cierto porque, por la definicién de d,
oo (Xp,X7) = MéxX (d(xpj, X))
1=sj=m

paratodo n,l € IN. O

Proposicion 6.15. Un producto X, x --- x Xy, de espacios métricos Xy, ..., X, es completo si y solo si
lo es cada X;.

Demostracion. Escribamos X := Xj x -+ x X, y fijemos un punto x; € X; en cada uno de los X’s.
Para cada i, la funcién t;: X; — X, definida por

Ll(x) = (xly---;xi—l)x)xi+1r---)xm)r

es una isometria con imagen cerrada. En consecuencia, por la Proposicién[6.11} si X es completo,
entonces lo es cada X;. Reciprocamente, si cada X; es completo, entonces X es completo por el
Lemal6.14} y porque una sucesién de puntos de X converge siy solo si cada una de sus sucesiones
coordenadas converge. En efecto, dada una sucesién de Cauchy de puntos de X, cada una de sus
sucesiones coordenadas es de Cauchy y, por lo tanto, convergente. Pero entonces la sucesién original
también converge. O

Corolario 6.16. R es un espacio métrico completo para todo n € IN.

Demostracion. Para n =0 esto es claro porque RO = {0}, y para n = 1 se sigue del Teorema yla
Proposicion[6.15) O

Teorema 6.17. Para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. X es completo.
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2. Para toda cadena decreciente By 2B, 2 B3 2 - -+, de bolas cerradas cuyos radios tienden a cero,
o0
(1B # 2.
n=1
3. Para toda cadena decreciente C1 2 C, 2 C3 2 -+, de subconjuntos cerrados no vacios de X tal
quelim;_.,,diam(C,) =0,
o0
() Cn# 2.
n=1

4. Para toda cadena decreciente C; 2 C, 2 C3 2 -+, de subconjuntos cerrados no vacios de X tal
quelim;_ ., didm(Cy) =0, existe x € X tal que

() Cn = {x}.
n=1

Demostracion. 1. = 2. Para cada n € IN, tomemos un punto x, € B;,. Como el radio de B, tiende
a 0 cuando n tiende a infinito, la sucesién x, x», x3,... es de Cauchy. En consecuencia, como X
es un espacio completo, existe x = lim,_. X,. Es evidente que x € B, =B, para todo n. Por lo
tanto x € {B, : n € IN}.

2. = 3. Elijamos n; < np <.... tales que diam(Cy,) < 1/2¢, y para cada i € IN tomemos x;, € Cy,. Es
evidente que Cy,,,, < Cp, € By »i[xy,] paratodo i € IN. En particular x,,,, € B;,,i[xy,]. Por consiguiente

Ay, xp) < d(y, Xn,, )+ d(Xn,,,, Xn,) < 1/20+1/2 =1/2171,
para todo y € By,,i[xy,,,], de modo que
By i [Xpn;,,] € By picr [, ]

En consecuencia, por el item 2, existe x € (); By,i[xy;,,]. Como

1
d(xp;,x) < Py paratodo i € IN,

la sucesion (x,) ;v tiende a x, y como
Xp,;,; €C; paratodoi€Nytodo j=0,
y estos conjuntos son cerrados, x € C; para todo i € IN, por lo que
xe[){Ci:ieN},

que por lo tanto es no vacio, como queriamos.

3. = 4. Como lim;_.,,didm(C;) = 0, la interseccién de los C,’s no puede tener més de un punto,
pero por el item 3 sabemos que por lo menos tiene uno.

4. = 1. Fijemos una sucesion xi, X, x3,... de elementos de X. Para cada n € IN tomemos C,, =
{Xn, Xn+1, Xn+2,...}. Si X1, X2, x3,... es de Cauchy, entonces lim,_., didm(C,) = 0y, en consecuencia,

[e.0]
C, = {x}.
n=1
para algin x € X. Afirmamos que lim,_, X, = x. En efecto, puesto que dado € > 0, existe ny € IN tal
que didm(C,) < € para todo n > ng, y puesto que x y x, pertenecen a C,; dado € > 0, existe ny € IN (el
mismo ng) tal que
d(x,x,) <e paratodo n > ny.

Asique lim;,—.o0 X5 = X. O
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Definicién 6.18. Una funcién f: Z — X, de un conjunto Z en un espacio métrico X, es acotada si
didam(f(2)) < oo, es decir si suimagen es un conjunto acotado.

Nota 6.19. Para sucesiones (el caso Z = IN) la definicion de funcién acotada fue dada en arriba
del Ejercicio [1.106} y para funciones f: [a, b] — R, donde [a, b] es un intervalo cerrado de R, la
supusimos conocida por el lector cuando dimos el tercero de los Ejemplos[1.4]de espacios métricos.

Observacion 6.20. El conjunto B(Z, X) :={f: Z — X: f es acotada} es un espacio métrico via
doo(f,8) =supd(f(2),g(2)
zeZ

Siempre consideraremos a B(Z, X) provisto de esta métrica.

Nota6.21. Enel Capituloescribimos Bla, b] en lugar de B([a, b], R), pero en este y en los que siguen
no usaremos esa notacion simplificada. Lo mismo ocurrird con la notacién para el espacio de las
funciones continuas y acotadas Cla, b], cuando consideremos casos mds generales, lo que haremos
pronto.

Definicién 6.22. Decimos que una sucesion de funciones f; € B(Z, X) es uniformemente de Cauchy
si (fn)new es de Cauchy en B(Z, X) y que tiende uniformementea f € B(Z, X) sitiende a f en B(Z, X).
En este caso también escribimos

unif

fa—f 0 f=lm fy.
unif

Ejemplo 6.23. Los elementos de B(Z,R) son las funciones de Z en R, acotadas en el sentido usual.
En cambio, cuando X es (R, d), donde d(x, y) := min(1,|x - y|), (vease el Ejercicio[L.11) B(Z, X) es el
conjunto de todas las funciones de Z en R. Mds generalmente, si (X, d) es cualquier espacio métrico
y d(x,y) := min(1,d(x, ), entonces B(Z, (X, d)) = X?. Ademds, como

deo(f,g) =min(1,ds(f,g)) paracada f,geB(Z,(X,d)),

la inclusién canénica
i: B(Z,(X,d),ds) — B(Z,(X,d),do)

es un isomorfismo uniforme de B(Z, (X, d), d) con su imagen.
Teorema 6.24. Si X es completo, entonces B(Z, X) también lo es.

Demostracion. Por la definicién de d, si fi, f2,... es una sucesion uniformemente de Cauchy
de puntos de B(Z, X), entonces fi(z), f2(z),... es una sucesién de Cauchy en X, y por lo tanto
convergente, para cada z € Z. Denotemos con f: Z — X ala funcién definida por

f(@)= lim fy(2).

Como (f) nel €s uniformemente de Cauchy, dado € > 0, existe ng € IN tal que doo (fn, frm) < € siempre
que n, m = ny. En consecuencia, si n = ny, entonces

d(fa(2), f(2) = lim d(fa(2), fm(2) <e,

para todo z € Z. De modo que f, tiende a f uniformemente. Para ver que f es acotada es suficiente
notar que si d (f5(2), f(2)) < 1 paratodo z € Z, entonces

d(f(2), f(2)) < d(f(2), fa(2) +d(fn(2), fu(2)) + d(fu(2), f(2) <2+ didm f,,(Z)

paratodo z,z' € Z. O
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6.3 Completacion Espacios métricos completos

El teorema anterior nos permite dar una prueba alternativa de que R" es un espacio métrico
completo.

Corolario 6.25. (R",d,), donde dy, es la distancia introducida en el item 2 de los Ejemplos|1.4, es
completo para todo n € Ny.

Demostracion. Por el Teorema|6.24} como R es completo, también lo es (B({1,...,n},R), d). Para
terminar la demostracién basta observar que hay un isometria biyectiva evidente entre (R", d)
y (B({1,...,n},R), d) (esto justifica el uso del mismo simbolo para designar a las funciones distancia
de ambos espacios). O

Notacién 6.26. Supongamos que Z también es un espacio métrico y denotemos con C(Z, X) al
conjunto de las funciones continuas y acotadas de Z en X. Dicho de otro modo,

C(Z,X):={f €B(Z,X): f es continua}.

Teorema 6.27. C(Z, X) es un subconjunto cerrado en B(Z, X) y, por lo tanto, es un espacio métrico
completo.

Demostracion. Debemos probar quesi f € C(Z, X), entonces f es continua. Tomemos una sucesioén
(fn) nev de elementos de C(Z, X) que tiende uniformemente a f, y fijemos un punto z; € Z. Dado
€ >0, tomemos 19 € IN tal que deo(fr,, f) < §. Como fj, es continua, existe § > 0 tal que

€
d(f}’lo (Z)r fl’l() ('ZO)) < g
siempre que z € Bs(zp). Por lo tanto,

A(f(2), f(20)) = d(f(2), fn,(2)) + A ([, (2), [y (20)) + A ([, (20), [ (20)) <€

para todo z € Bs(zp). Como zg es arbitrario, esto prueba la continuidad de f. O

6.3. Completacion

Consideremos espacios métricos X y X. Recordemos que una funcién f: X — Y es uniforme-
mente continua si para todo € > 0, existe § > 0 tal que d(f(x), f(x")) < e siempre que d(x, x') < 6.

Teorema 6.28. Supongamos que A< X es un conjuntodensoy f: A— Y es una funcién continua.
Los siguientes hechos valen:

1. Sig: X—Y yh: X — Y son funciones continuas que extienden a f, entonces g = h.

2. Si f es uniformemente continua e Y es completo, entonces existe una funcién uniformemente

continuag: X — Y, que extiende a f. Ademds, si [ es una isometria, entonces g también lo es.

Demostracion. 1. Denotemos con C a {x € X : g(x) = h(x)}. Debemos probar que C = X. Para ello,
como A< Cy A= X, basta comprobar que C es cerrado, pero esto es una consecuencia inmediata
de que si (x,) ,ew €s una sucesion de puntos de Cy x = lim,,_., X5, entonces

gx) = ,;ilgog(xn) = ,}ijgoh(xn) = h(x).

2. Fijemos un punto x € X y tomemos una sucesion (x,) e de puntos de A que tiende a x. Co-
mo f es uniformemente continua, la sucesion (f (xn))nelN es de Cauchy vy, por lo tanto, dado que
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Y es completo, convergente. Definimos g(x) = y, donde y = lim,,_ f(x;). Debemos probar que
esta definicién no depende de la sucesién elegida. Supongamos que empezando con otra suce-
sion (x),) yelN, de puntos de A que tiende a x, obtenemos y' = lim,_ f(x),). Entonces la suce-
sion f(x1), f(x)), f(x2), f(x3),... es convergente y tiene subsucesiones que convergen a y e y'. En
consecuencia, y = y'. Para concluir la demostracién debemos probar que g extiende a f, es uni-
formemente continua y es una isometria si f lo es. Si x € A, entonces tomando x, = x para todo n,
vemos que
g(x) = lim f(xp) = f(x),
n—oo

lo que muestra que g extiende a f. Ademads, como f es uniformemente continua, para todo € > 0,

existe 0 > 0 tal que
dif(x), f(x)<e six,x’eAyd(x,x')<é.

Tomemos x, x' € X tales que d(x, x") < § y elijamos sucesiones (x,) el ¥ (X},) nelN, de puntos de A,
tales que x = limy,_.oo X, y X' = lim,,_.o, x},. Entonces lim,,_.o, d(xp, x},) = d(x, x') < §, por lo que

d(g(x),g(x") = Jlim d(f(xn), f(x))) <e.
Esto prueba que g es uniformemente continua, y es claro que es una isometria silo es O

Definicién 6.29. Una completacién de un espacio métrico X es un espacio métrico completo X,
junto con una isometria i: X — X tal que i(X) es denso en X.

Por el item 1 del Teorema|6.28} la métrica de X estd determinada por la de X y por i. Esto también
se deduce facilmente del siguiente resultado.

Teorema 6.30. Todo espacio métrico tiene una completacion. Ademds, dadas completaciones (X, i)
¥ (X>, i2) de un espacio métrico X, existe una tinica isometria biyectiva f: X, — X tal que el diagrama

conmuta.
Demostracion. Unicidad: Aplicando el Teoremal|6.28|a las funciones
oith:i1(X)— X, e ijoiyl:i(X)— X,
obtenemos isometrias f: X - X yg: X, — X, respectivamente. Como i;(X) es denso en X, y
go fihoo: i1(X) — X eslainclusion, go f =idg, . Analogamente, fog=idg,.
Existencia: Fijemos a € X y consideremos la funcién i, : X — B(X,R), definida por
ia(X)(y):=d(x,y)—d(a,y).

Laigualdad |d(x,y) —d(a, y)| < d(x, a) muestra que, efectivamente, i,(x) es acotada. Dado que

Aoo(iq(X),iq(x") =suplig(0)(y) — ig(X)(y)| =supld(x,y) —d(x', )| < d(x,x")

yex yeX
y
Aoo(ia(X),iq(x)) = lig(x)(xX) = ig(x") (x)| = |d(x,x) - d (X', x)| = d(x, x"),
la funcién i, es una isometria. Es claro ahora que (i,(X), i) es una completacién de X. O
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6.4. Completitud de producto numerables de espacios métricos

En esta seccién probamos que un producto numerables de espacios métricos es completo siy
s6lo si lo es cada uno de ellos.

Lema 6.31. Una sucesion (X,) eI, de puntos de un producto Xy x Xo x X3--- de numerables espacios
métricos, es de Cauchy si y solo si la sucesion (xp ) nely, donde x,; es la j-ésima coordenada dex,, es
de Cauchy para todo j € IN.

Demostracion. Tomemos una sucesion (X,) ,ev de puntos de X; x X, x X3 x --+ y supongamos que
sus sucesiones coordenadas son de Cauchy. Dado € > 0, existe hy € IN tal que 2%0 <e.Ademas, por
hipotesis existe ng € IN tal que E] (Xmj»x15) < 2Je paratodo m,l>nyy j < hg, donde Xpjes la j-ésima

coordenada de x, yﬁ(x, y) :=min(1,d(x, y)). Por lo tanto

31(xm1,x11) Ez(xmz,xlz) ES(Xm?nxlB)
2 ’ 22 ' 23

Qoo (X, X)) = sup

oo |e

para todo m, [ > ng. Como € es arbitrario, esto prueba que (X;) ey s de Cauchy. Reciprocamente, si
(Xn)ne €s de Cauchy, entonces por la misma definicién de d, es claro que lo son sus sucesiones
coordenadag®} O

Proposicion 6.32. Un producto de numerables espacios métricos es completo si y solo si lo es cada uno
de ellos.

Demostracion. El argumento usado en la prueba de la Proposicién[6.15|muestra que si un produc-
to X := Xj x X» x X3 x ---, de numerables espacios métricos, es completo, entoces lo es cada X;. La
reciproca se sigue del Lemal6.31]y del hecho de que una sucesion de puntos de X converge si y solo si
sus sucesiones coordenadas convergen, argumentando como en el caso del producto de un nimero
finito de espacios métricos. O

Notas

[1]. Esevidente que d, satisface las dos primeras condiciones de la definicién de distancia. También
satisface la tercera, porque, por la definicién de d, y el hecho de que d*X es una funcién
distancia,

d*(f(2),g(2) = d*(f(2), h(2)) + d*(h(2),g(2) < doo(f, ) + doo(h, &)

paratodo f,g,heB(Z,X)ytodo z€ Z.

[2]. Fijados x,x’ € X, elijamos sucesiones (x,) ,ey ¥ (X},) nelN, de puntos de A, que tienden a x y x’
respectivamente. Entonces

d(g(x), g(x") = lim d(f(xn), f(x)) = lim d(xp, x,) = d(x, x").

Como x y x’ son arbitrarios esto prueba que g es una isometria.
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Notas

Como (Xp),eN es de Cauchy, dado € > 0, existe ng € IN tal que Joo(xm,xl) <el2] para todo
m, | > ngy. Pero entonces, por la misma definicién de d,

dj(xmj,x1j) <e  paratodo m,l> no.

Puesto que d j(x,y) =dj(x,y) siempre que d j(x,¥) =1, esto prueba que la sucesion (X ) eIy €s
de Cauchy.
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CAPITULO

COMPACCIDAD

7.1. Primeras caracterizacionesy propiedades basicas

Recordemos que una coleccién (Uy) 1ep de subconjuntos de un espacio métrico X es un cubri-
miento de un subconjunto A de X si A <Ujea Uy. Un subcubrimiento de (Uy) yea €s una subfamilia
(Ux) re= que también cubre A. Un cubrimiento de A es abierto si sus miembros son abiertos. A pesar
de que hemos definido un cubrimiento de A como una familia de subconjuntos de X, a veces diremos
que un subconjunto de partes de X es un cubrimiento de A (después de todo un conjunto puede
transformarse en una familia simplemente tomando como conjunto de indices el mismo conjunto).

Definiciéon 7.1. Un espacio métrico X es compacto si todo cubrimiento abierto de X tiene un
subcubrimiento finito. Un subconjunto Y de X es compacto, silo es con la métrica inducida.

Observacién7.2. Por la Proposicién[2.22] un subconjunto Y de un espacio métrico X es compacto siy
solo si cada familia (U3)1c4 de abiertos de X tal que Y < Jjea Uy tiene una subfamilia finita (Uy) ez
tal que Y < Uje= U, . Dicho de otro modo, si cada cubrimiento de Y por subconjuntos abiertos de X
tiene un subcubrimiento finito.

Proposicién 7.3. Para cada espacio métrico X las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. Todo subconjunto compacto C de X es cerrado.
2. Si X es compacto y C es cerrado, entonces C es compacto.
Demostracion. 1. Veamos que X \ C es abierto. Tomemos xy € X \ C. Para cada x € C, existen

bolas abiertas disjuntas B¢, (xp) y B¢, (x). Como X es compacto existen xi,...,x, € C tales que
Cc U?:l Bex,- (x;). Es evidente que ﬂ?zl Bex,- (xp) es un entorno de xy que no cortaa C.

2. Tomemos un cubrimiento (U;);e; de C por abiertos de X. Como X es compacto y C es cerrado,
existen iy,..., i, € I tales que X = ( [ Ui;) U(X\ C), por lo que, necesariamente, C < Ui, Ui O

Ejercicio 7.4. Pruebe que toda unidn finita de subconjuntos compactos de un espacio métrico X es
un subconjunto compacto de X.
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Observacion 7.5. Por las Leyes de Morgan, un espacio métrico X es compacto si y solo si toda
coleccion de cerrados de X con interseccion vacia tiene una subcoleccién finita con interseccion

Vaci

Definicién 7.6. Un subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado si para todo € > 0
existen n. € IN y subconjuntos Mj,..., M, de X, tales que A< U?il M; y didm(M;) < € para todo i.
Dicho de otro modo, A es totalmente acotado si para todo € > 0 hay una subfamilia finita de subcon-
juntos de didmetro menor que € de X, que cubre A.

Ejercicio 7.7. Pruebe quesi (x;) ,ev €s una sucesiéon de Cauchy de puntos de X, entonces el conjunto
{x,, : n € IN} es totalmente acotado.

Ejercicio 7.8. Pruebe que un producto de finitos espacios métricos es totalmente acotado si y solo si
sus coordenadas lo son.

Proposicion 7.9. Para cada conjunto A de un espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. A es totalmente acotado siy solo si para todo € > 0 existen finitos puntos xi,..., X, en A tales
que
min{d(x,x;):1<i<ms} <e paratodoxe€ A.

En otras palabras, A< U} Be(x;).
2. Si A< B < X y B es totalmente acotado, entonces A también lo es.
3. Si A es totalmente acotado, entonces A también lo es.

4. Si A es totalmente acotado y f: X — Y es uniformemente continua, entonces f(A) es un subcon-
junto totalmente acotado de Y .

5. Si A es totalmente acotado, entonces A es acotado.

6. Si A no es totalmente acotado, entonces existen € > 0 y una familia (x,) ,eIv de puntos de A tal
qued(x;,xj) =€ paratodo i, j.

Demostracion. Si A es totalmente acotado, entonces tomando un punto x; en cada M; (donde los
M;’s son los conjuntos cuya existencia se asegura en la Definicién[7.6), obtenemos puntos xi,..., Xy,
tales que cada x € X dista menos que € de algiin x;. Reciprocamente, si esto es cierto, entonces las
bolas B¢(x1),...,Be(xs,) tienen didmetro menor que 2¢ y su unién incluye al conjunto A, que por
lo tanto es totalmente acotado. Esto prueba que el item 1 es verdadero. El item 2 lo es porque toda
familia de subconjuntos de X que cubre B, cubre A. El item 3 vale porque el didmetro de un conjunto
es igual al de su adherencia'y

Ne Ne

AcUMi=AcUM;.

i=1 i=1
Veamos que vale el item 4. Como f es uniformemente continua, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que d(x,x') <6 = d(f(x), f(x')) <e. En consecuencia, la imagen por f de cualquier subconjunto de
didmetro menor que § de X es un subconjunto de didmetro menor que € de Y, y, por lo tanto, para
cada familia finita (My, ..., M), de subconjuntos de didmetro menor que é de X, que cubre A, la
familia ( fMy),... f (Mn)) es un cubrimiento de f(A) mediante conjuntos de didmetro menor que €.
Elitem 5 es verdadero por el Ejercicio[1.63]y porque A es una unién finita de conjuntos de didmetro
menor que 1. Para probar que lo es el item 6, notemos que sila condicién establecida en el item 1
es falsa para algiin € > 0, entonces dado un punto arbitrario x; de A, existe x, € A\ B¢(x;), porque
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A < Be(x1); existe x3 € A\ (Be(x1) UBc(x2)), porque A & Be(x1) UBc(x2), etcétera. La familia (x;) ney
construida de este modo satisface la condicién pedida en el enunciado. O

Ejercicio 7.10. Pruebe que un subconjunto A de X es totalmente acotado si y solo si toda sucesiéon
de puntos de A tiene una subsucesién de Cauchy.

Proposiciéon 7.11. Todo espacio métrico totalmente acotado es separable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico totalmente acotado. Entonces, para ca-
da n € N existe un conjunto finito de puntos F, en X tal que By, (x) N F,, # @ paratodo x € X. Es
claro que Uyey Fr, es denso y numerable. O

Lema7.12. Consideremos un cubrimiento abierto (U;) e de un espacio métrico totalmente acotado X.
Si X no es cubierto por ninguna subcoleccion finita de (U;) e, entonces para todo € > 0 hay una bola
cerrada B¢ [x] que no es cubierta por ninguna subcoleccion finita de (U;) je].

Demostracion. Como X es totalmente acotado hay puntos xj,..., X, € X tales que X = U}_ | Be[x;]. Si
todas estas bolas cerradas fueran cubiertas por subcolecciones finitas de (U;) e, entonces X también
lo seria. O

Teorema 7.13. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.
. A" # @ para todo subconjunto infinito A de X.

. Toda sucesion (x,) nelv de puntos de X tiene una subsucesion convergente.

2

3

4. X es totalmente acotado y completo.

5. Todo cubrimiento numerable de X tiene un subcubrimiento finito.
6

. Toda coleccion numerable de cerrados de X con interseccién vacia tiene una subcoleccién finita
con interseccion vacia.

Demostraciéon. 1. = 2. Supongamos que A’ = @ para algtn subconjunto infinito A de X. Entonces A
es cerrado y cada x € A es el centro de una bola abierta B, (x) tal que B, (x) N A es finito. En conse-
cuencia {X \ A} U {B¢, (x) : x € A} es un cubrimiento abierto de X que no tiene ningtin subcubrimiento
finito.

2. = 3. Esclaro que si {x; : n € N} es un conjunto finito, entonces x1, Xy, ... tiene una subsucesiéon
convergente (de hecho, una subsucesién constante). Si {x, : n € IN} es infinito, entonces tiene un
punto de acumulacién x, lo cual nos permite construir una subsucesion (x,) ;e que tiende a x,
simplemente tomando x,,, € Bﬁ (X) N {Xp, 41, Xn;425 -}

3. = 4. Por el Teorema [6.4] sabemos que X es completo. Veamos que es totalmente acotado. Si
no lo fuera, existirian € > 0 y una sucesion (x,) ,ev de puntos de X tal que d(x;,xj) =esii# j.Es
obvio que esta sucesion no tiene ninguna subsucesion convergente (alternativamente, como toda
sucesion convergente es de cauchy, podriamos haber deducido que X es totalmente acotado del
Ejercicio(7.10).

4. = 1. Supongamos que X tuviera un cubrimiento abierto (U;);e; sin ningtin subcubrimiento
finito. Por el Lema existen bolas cerradas By 2 B, 2 B3 2 ---, con diam(B,,) < , ninguna de
las cuales es cubierta por una subcoleccion finita de {U; : i € I}. Por el Teorema como X es
completo, (52, B, = {x} paraun x € X. Tomemos U; tal que x € U;. Es claro que B; < U; para algun j,
lo que es absurdo.
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1. = 5. Esto es claro.

5. = 2. Supongamos que X tuviera un subconjunto infinito A sin ningtin punto de acumulacién.
Tomemos un subconjunto numerable B de A. Como B no tiene puntos de acumulacién, es cerrado y
para cada b € B existe una bola abierta B;, (b) con centro b ta que B, (b) N B = {b}. La coleccién

{X\B}u{B,,:be B} (7.1)

es un cubrimiento numerable de X sin ningtin subcubrimiento finito, porque para cada b € B, la
bola B;, es el tnico elemento de (7.I) que contiene a b.

5. < 6. Porlasleyes de Morga O
Corolario 7.14. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema y la Proposicién|7.11} pero
también se sigue inmediatamente de que por la Proposicién[5.8} un espacio métrico es separable si y
sélo si todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento contable. O

Teorema 7.15. Para todo espacio métrico X es verdad que:
1. Todo subconjunto compacto de X es totalmente acotado y cerrado.

2. X es completo si y solo si todo subconjunto totalmente acotado y cerrado de X es compacto.

Demostracion. 1. Por el Teorema y la Proposicién[7.3] los subconjuntos compactos de X son
totalmente acotados y cerrados.

2. Supongamos primero que X es completo. Entonces, por la Proposicién los subconjun-
tos totalmente acotados y cerrados de X son totalmente acotados y completos. En consecuencia,
nuevamente por el Teorema[7.13} son compactos. Supongamos ahora que todos los subconjuntos
totalmente acotados y cerrados de X son compactos, y tomemos una sucesiéon de Cauchy (x;) neIy
de puntos de X. Por el Ejercicio[7.7]y el item 3 de la Proposicion [7.9} el conjunto {x, : n € IN} es
totalmente acotado y completo y, por lo tanto, es compacto. Por el Teorema|7.13} esto implica que
(xn) nelv tiene una subsucesion convergente, lo que, por la Proposicién basta para garantizar
que (x) eN converge. Como (x;) ,eIv €s arbitraria, esto prueba que X es completo. O

Teorema 7.16. Si X1,..., X,; son compactos, entonces el producto X; x --- x X, es compacto.

Demostracion. Para n = 1 esto es claro. Supongamos que es cierto cuando n=myque n=m+1.
Tomemos una sucesion (X;) ;e de puntos de Xj x --- x X, y escribamos x; = (x;1,...,X;,m+1)- Por
hipétesis inductiva hay una subsucesién (Xi;) jeN de (xi);ew tal que, paracada kconl < k<mla
sucesion (xij, k) jeIN converge. Tomando una subsucesiéon adecuada de (x; j) jelN, podemos conseguir
que la sucesion formada por las tltimas coordenadas también sea convergente. Por el Corolario
esto prueba que Xj x --- x X, es compacto. O

Ejercicio 7.17. Pruebe que vale la reciproca del Teorema(7.16|(esto es, que si un producto de finitos
espacios métricos es compacto, entonces todas sus coordenadas lo son).

Lema 7.18. Toda sucesion (y,)nely de puntos de un conjunto totalmente ordenado Y, tiene una
subsucesion creciente o una subsucesion decreciente.
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Demostracion. Denotemos con D al conjunto de todos los indices n tales que y; > y; para todo
i>n.SiDesinfinitoy D = {i; <i» <...}, entonces y; > y;, > yi, >---. Asi que podemos suponer que
D es finito, y que por lo tanto tiene un maximo elemento ny. Como 7, := np + 1 no pertenece a D,
existe np > nj tal que yy,, < yn,. Como ny ¢ D, existe n3 > ny tal que y,, < y,,. Prosiguiendo de esta
manera obtenemos una subsucesion creciente (¥,,) ;e de (V) nelN O

En el lema y teorema que siguen R" es pensado como un espacio métrico via la distancia d..
Por el Ejercicio[3.93} si cambidramos d., por cualquier otra de las distancias introducidas en los
Ejemplos[1.4} obtendriamos los mismos resultados.

Lema 7.19. El productoI = I x --- x I, de una familia finita de intervalos cerrados y acotados de R es
compacto.

Demostracién. Por el Teoremal[7.16|basta probar que todo intervalo cerrado y acotado [a, b] de R es
compacto. Por el Teoremal[7.13|para ello es suficiente mostrar que toda sucesion de puntos de [a, b]
tiene una subsucesion convergente. Pero esto se sigue inmediatamente del Lema(7.18] En efecto,
por este lema toda sucesiéon de puntos de [a, b] tiene una subsucesién mondétona, la cual, siendo
acotada, converge. O

Teorema 7.20. Un subconjunto C de R" es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracion. si C es compacto, entonces por el item 5 de la Proposicién[7.9]y los Teoremas|[7.13]y
es cerrado y acotado. Reciprocamente, si C es cerrado y acotado, entonces es un subconjunto
cerrado de un cubo I = I; x -+ x I, el cual es compacto por el Lema[7.19] Asi, por el Teoremal7.15|
también lo es C. O

Ejemplo 7.21. El conjunto de Cantor ¢, introducido en la Subseccién[2.2.1} es compacto porque es
un subconjunto cerrado y acotado de R.
En la Observacién que sigue respondemos la cuestion planteada en la Observacién|1.118

Observacion 7.22. Recordemos que el simbolo R* denota a la recta real extendida. Dado que la
funcién f: R* — [-1,1], definida por

_x ;

TEEE sixelR,
flx):= 1, six=oo,

-1, Si x = —o0,

es biyectiv R* es un espacio métrico via la distancia d/ definida en el item 7 del Ejemplo
Ademas, Por el Ejemplo sabemos que la funcién f: (R*,d/) — [~1,1] es una isometria. En
consecuencia, (R*,d/) es compacto. En el Ejemplo vimos que la restricciéon de f a R es un
homeomorfismo de R (con la estructura usual de espacio métrico) con su imagen. Por lo tanto una
sucesion de elementos de R converge a un ntiimero real en (R*, d”) siy solo si converge a ese mismo
numero en R provisto de la distancia usual, y es claro que lo mismo es cierto para sucesiones que
toman los valores +co un namero finito de veces. Afirmamos que una sucesion (x,) ,cy tiende a +oo
en (R*,d/) si y solo silo hace en el sentido usual. En efecto,

lim x, =00 & lim f(x,) =1

n—oo n—oo

< Paratodo1>¢>0, existe npe Ntalque n>ny= f(x,) >1-¢€

< Paratodo 1> ¢ >0, existe np € IN tal que n> ny = x, >f‘1(1—e),
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donde la tltima equivalencia se sigue de que f es creciente y define por restriccién un homeomorfis-
mo de R con (0, 1). Esto muestra que la convergencia a +oo es la usual, y un cdlculo similar prueba
que la convergencia a —oo también lo es.

Ahora daremos una caracterizaciéon de la compaccidad anédloga a la caracterizacién de completi-
tud exibida en el Teoremal[6.17}
Proposicion 7.23. Para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. X es compacto.

2. Cada sucesion decreciente de cerrados no vacios C; 2 C, 2 C3 2 --- de X tiene interseccion no
vacia.

3. La union de cada sucesion creciente de abiertos propios Uy € U, U3 < --- de X es un abierto
propio de X.

Demostracion. 1.= 2. Como X es compacto, si(172, C; = @, entonces existe n € IN tal que

n
Cp= ﬂ Ci=9
i=1
Pero esto es imposible, porque Cy, # @. Asi que (132, C; # @.
2.= 3. Porlas Leyes de Morga

3. = 1. Por el Teorema(7.13|para probar esto es suficiente verificar que todo cubrimiento abierto
numerable (V) ey de X tiene un subcubrimiento finito. Para ello escribamos U, := U;_, V; para
todo n € IN. Por la misma definicién de los U;’s, esclaroque Uy c U, Uz S+ v

3

ui=Vi=X.

3

I
—
-

I
—

Por lo tanto existe ng € IN tal que Uy, = U?il Vi = X, como queremos. O

7.2. Funciones continuas sobre espacios compactos

Teorema 7.24. Si X escompactoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es un subconjunto compacto
deY.

Demostracion. Si (Uj);er es un cubrimiento abierto de f(X), entonces ( f -1 (U,-)) ;e €sun cubrimien-
to abierto de X. Como X es compacto, existen iy,..., i, € I tales que X < f‘l(Ul) U ---uf‘l(U,-). Por
lo tanto, f(X)c Uy U---U U,,. O

Corolario 7.25. Si X escompactoy f: X — Y es continua, entonces [ es cerrada.

Demostracion. Por el item 2 del Teorema |7.15} si A es cerrado en X, entonces es compacto. En
consecuencia, por el Teorema|7.24} f(A) es compacto y asi, por el item 1 del Teorema|7.15] cerrado
enY. O

Corolario 7.26. Si f: X — Y es biyectiva y continuay X es compacto, entonces f es un homeomorfis-
mo.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Corolario y la Observacién(3.31 O
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Una de las propiedades mds importantes de los intervalos cerrados y acotados de niimeros reales
es que, como afirma el Teorema de Bolzano, toda funcién real continua definida sobre uno tiene
un maximo y un minimo globales. Los espacios métricos compactos tienen la misma propiedad.
En efecto, si X es compactoy f: X — R es continua, entonces por los Teoremas [7.20]y [7.24] su
imagen f(X) es un subconjunto cerrado y acotado de R y, por lo tanto, existen xp y x; en X tales
que f(xo) =Inf(f(X)) y f(x1) = Sup(f(X)). El siguiente resultado muestra que no existen espacios no
compactos con esta propiedad.

Teorema 7.27. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.
2. Toda funcion continua f: X — R tiene un mdximo y un minimo globales.

3. Toda funcién continua f: X — R es acotada

Demostracion. 1. = 2. Lo acabamos de probar.
2.= 3. Estoes claro.

3. = 1. Por el Teorema([7.13]es suficiente probar que X es totalmente acotado y completo. Suponga-
mos primero que no es totalmente acotado. Entonces existen € > 0 y una sucesion (x;) ey de puntos
de X tal que d(x;,x;) >€sii# j.Porel Teorema sabemos que para todo n € IN hay una funcién
continua f;,: X — R>¢ que se anula en X \ B¢/4(x,) yvale 1 en x,. La funcién g: X — R, definida
por

gx):= Y nfux),
nelN

estd bien definida porque para cada x € X existe alo sumo un n € IN con f;,(x) # 0, no es acotada
porque g(x;,) = n paratodo n € IN, y es continua porque lo es en cada punto debido a que coincide
con nfy, en Beo(x,) v se anula en X \ Upew Be/s(x,). Esto prueba que X es totalmente acotado.
Supongamos ahora que no es completo y tomemos una sucesién de Cauchy (x;) v de puntos de X
que no es convergente. Por el Teorema sabemos que X tiene una completacién X, y podemos
suponer que X c X. La funcién f: X — R, definida por

flx):=

d(x, %)’

donde X es el limite de (x;,) ,ew en X, no es acotada porque d(x,, X) tiende a cero cuando n tiende
a infinito, y es continua por el item 1 de la Proposicion[3.9} debido a que es la composicién de la
funcién

inv
R\ {0} —— R\ {0}
Xp——x!

(que es continua por el Ejercicio|3.14), con la funcién

X R\ {0}
X —d(x, X)

(que lo es por el Ejemplo y el item 2 de la Proposicién|3.9). O

Corolario 7.28. Supongamos que A y C son subconjuntos de un espacio métrico X, y que C compacto
¥y no vacio. Entonces existe un punto c € C tal que d(C, A) = d(c, A).
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7.3 La propiedad del ntimero de Lebesgue Compaccidad

Demostracion. Si A= @, entonces d(c, A) = d(C, A) = oo para cada c € C. Por otra parte, si A # @,
entonces, como vimos en el Ejemplo la funcién f: X — R, definida por f(x) := d(x, A), es
continua. Por lo tanto también lo es su restricciéon a C. En consecuencia, por el Teorema|7.27|existe
un punto c € C tal que

d(c, A) = f(c) =min(d(x, A)) xec = d(C, A),

COmMo queremaos. O

Corolario 7.29. Supongamos que A y C son subconjuntos de un espacio métrico X. Si C es compacto,
entonces d(C,A)>0siysolosiCnA=¢.

Demostracion. Por el Corolario[7.28, si C # @, entonces existe ¢ € C tal que d(C, A) = d(c, A) y, por lo
tanto d(C, A) > 0siy solo si d(c, A) > 0, lo que por la Proposicién[2.61{ocurre siy solosi ¢ ¢ A. Si C = @
la demostracién es més simple. Basta observar que d(C, A) =coyCNn A= @. O

Corolario 7.30. Para todo par de subconjuntos compactos C y D de un espacio métrico X, existen
puntosce Cyde D tales que d(C,D) = d(c,d).

Demostracion. Por la simetria de la funcién distancia y el Corolario[7.28} existen c€ Cy d € D tales
que
d(C,D)=d(c,D)=d(c,d),

COImMo queremaos. O
Ejercicio 7.31. Pruebe que para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X es compacto.
. Toda funcién continua f: X — R es acotada superiomente.

2

3. Toda funcién continua f: X — R tiene un maximo global.
4. Toda funcién continua f: X — R es acotada inferiormente.
5

. Toda funcién continua f: X — R tiene un minimo global.

7.3. Lapropiedad del nimero de Lebesgue

Definicién 7.32. Decimos que un nimero real € > 0 es un ntimero de Lebesgue de un cubrimiento
abierto (U)) e de un espacio métrico X, si todo subconjunto de X de didmetro menor que € esta
incluido en un miembro del cubrimiento. En otras palabras, si para todo subconjunto A de X de
didmetro menor que e, existe A € A tal que A < U,. Un espacio métrico tiene la propiedad del niimero
de Lebesgue si todo cubrimento abierto de X tiene un ntimero de Lebesgue.

Observacion 7.33. Es facil ver que un cubrimiento abierto (Uy) yc 5, de un espacio métrico X, tiene un
ntmero de Lebesgue siy solo si existe 7 > 0 con la propiedad de que paratodo x € X hayun A1, € A
tal que B, (x) € U,, .

Ejemplo 7.34. Si X tiene la métrica discreta, entonces X tiene la propiedad del ntimero de Lebesgue,
porque cada subconjunto no vacio de didmetro menor que 1 de X tiene un solo punto.

Teorema 7.35. Si f: X — Y escontinuay X tiene la propiedad del niimero de Lebesgue, entonces f es
uniformemente continua.
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Demostracion. Dado € > 0, para todo x € X existe §, > 0 tal que d(x,x") <8, = d(f(x), f(x)) <e/2.
La familia 9 := (B, (x)) xex €s un cubrimiento abierto de X. Supongamos que § es un niimero de
Lebesgue de 4. Por la misma definicién de nimero de Lebesgue, dados x,x" € X con d(x,x) < §,
existe x” € X tal que x, x’ € B5 , (x). Por lo tanto

d(f(x), fx) < d(fx), fx") +d(f(x"), f(x") <e.
Como € es arbitrario, esto prueba que f es uniformemente continua. O
Proposicion 7.36. Todo espacio métrico que tiene un niimero de Lebesgue es completo.

Demostracién. Supongamos que X no es completo y tomemos una completacién X de X con X < X.
Dado %€ X\ X (X \ X es no vacio porque X no es completo), la coleccién

{X\By,[%]: ne N} (7.2)

es un cubrimiento abierto de X que no tiene ningiin niimero de Lebesgue, porque para todo € > 0, el
conjunto X NB¢/2(X) es un subconjunto abierto no vacio de X, de didmetro menor que ¢, que no estd
incluido en ningtn elemento de (7.2). O

Teorema 7.37. Un espacio métrico X es compacto siy solo si es totalmente acotado y tiene la propiedad
del ntimero de Lebesgue.

Demostracion. Por los Teoremas y solo debemos probar que si X es compacto, entonces tie-
ne la propiedad del nimero de Lebesgue. Para ello serd suficiente mostrar que, dado un cubrimiento
abierto arbitrario (Uy) ep de X, la funcién f: X — R, definida por

f(x) :=Sup{r >0:existe A € A tal que B, (x) = UA}B

es continua. En efecto, por el Teorema la funcién f tiene un minimo f(xp) > 0y, por la misma
definici6én de f, para todo x € X existe un A1, € A tal que B fxo) (X) € Uy,. Entonces nos hemos
reducido probar que f es continua, para lo cual es suficiente ver que

fX)=aydx,x)<6 > a-6<f(x)<a+é.

La primera desigualdad vale trivialmente si a —§ < 0, y también vale cuando a -6 > 0, porque, por
la propiedad triangular, B, (x') € B/ +d(x,x) (x) paratodo r >0y, porla definicién de f(x),sir <a-9o,
existe A € A tal que B, 4(x,x) (%) < Uy. La segunda desigualdad vale, porque, si fuera f(x') > a+4,
entonces por la propiedad triangular y la definicion de f(x') existiria A € A tal que

B f(x)-6(X) S Bf)-s+dx,x) (X) S Up,
lo que contradice la definicién de f(x), porque f(x') -6 > a. O

Corolario 7.38. Si f: X — Y es continua y X es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Por los Teoremas y O

1 £ esta bien definida porque X tiene didmetro finito debido a que es compacto.
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7.4. El Teorema de Arzela-Ascoli

Definicién 7.39. Un conjunto Y < X es relativamente compactosi Y es compacto.

Observacion 7.40. Por los items 1y 2 de las Proposicién [7.9} el Teorema y el hecho de que
todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es un espacio métrico completo, si X es
completo, entonces Y es relativamente compacto si y solo si es totalmente acotado.

Recordemos que para cada par de espacios métricos X y Z, el conjunto C(Z, X), de las funciones
continuas y acotadas de Z en X es un espacio métrico via la distancia d.

Definicién 7.41. Un conjunto & < C(Z, X) es equicontinuosiparacada z € Zycadae >0, existe § > 0
tal que
dZ',z)<6=>d(f(Z), f(z) <e paratodoz' € ZyfeZF,

y es uniformemente equicontinuo si para cada e > 0, existe § > 0 tal que
d(Z,2)<6=d(f(2),f(2) <e, paratodoz,zZ €ZyfeZF.

Teorema 7.42 (Arzeld—Ascoli). Consideremos & < C(Z, X), y escribamos & (z) ={f (z): f € &} para
todoz€ Z. Si Z es compacto y X es completo, entonces son equivalentes:

1. &F esequicontinuo y & (z) es relativamente compacto para todo z€ Z.

2. & es relativamente compacto

3. & es uniformemente equicontinuo y & (z) es relativamente compacto para todo z € Z.

Demostracion. 1. = 2. Tomemos € > 0. Como & es equicontinua, para cada z € Z existe §; > 0, tal
que si z' € Bs_(2), entonces d(f(2), f(z')) < e para todo f € &. Por compaccidad,

n
Zc U B5z,~ (z1),
i=1

para un subconjunto finito {z,...,z,} de puntos de Z. Como U;’zlff (z;) es totalmente acotado,
existen un nimero finito de bolas Be(a;) de radio ¢, tales que
n m
F(z;) < U Be(a)).
i=1 j=1

Denotemos con I,;,,, al conjunto de todas las funciones o: {1,...,n} — {1,..., m}. Para cada o € I,;;,,
escribamos %, = {f € F : d(f (z;), as(;)) <€, paratodo i}. Es facil ver que

7= U %.

o€l

Asumamos ahora que f y g son funciones que pertenecen a un mismo %,. Dado z € Z, existe z; tal
que d(z,z;) < 0. Entonces,

d(f(2),8(2) =d(f(2), f(z))) +d(f(zi), ag)) + d(agy, 8§(zi)) + d(g(z;), 8(2)) < 4e.

Asi, didm(Z,) < 4e. Como € y o son arbitrarios, esto muestra que & es totalmente acotado.

110



Compaccidad 7.5 Compaccidad de un producto numerables de espacios métricos

2. = 3. Tomemos € > 0. Por la Observacién [7.40, como & es relativamente compacto, existen
subconjuntos &, ..., %, de C(Z, X), todos de didmetro menor que €, tales que & = U?:l Z;. Elijamos

e, ..., fneF,.
Dado que, por el Teorema(7.38} las f;’s son uniformemente continuas, existe § > 0 tal que
d(z,Z)<6=d(f;(2),f;(z)) <e paratodo i.
Fijado f € &, existe i tal que du(f, fi) <e€. Por lo tanto, si d(z, z') < §, entonces
d(f(2), f(2) =d(f(2), fi(2) + d(fi(2), f;(2)) + d(f;(2), f(2) < 3e.

Esto prueba que & es uniformente equicontinua. Finalmente, % (z) es relativamente compacto para
todo z € Z, porque & es relativamente compacto y la aplicaciéon

ev,: ¥ — X,

definida por ev,(f) = f(z), es continua.

3. = 1. Esto es claro. O

7.5. Compaccidad de un producto numerables de espacios métricos

Proposicion 7.43. Un producto numerable de espacios métricos es totalmente acotado si y solo si sus
coordenadas lo son.

Demostracion. Por el Corolario |4.23|y el item 4 de la Proposicion|7.9} si X := Xj x X x X3 x--- es
totalmente acotado, entonces también lo es cada X;. Supongamos, reciprocamente, que cada X; es
totalmente acotado y escribamos Ei :=min(l, d;), donde d; es la distancia de X;. Fijado € > 0, para
cada j € IN hay un subconjunto finito de cardinal minimo A; := {x;1,..., x], ,,j} de X;, tal que

n;
U Be/2i (xji) = Xj,
i=1

donde las bolas estan calculadas respecto de la distancia d j- Por la minimalidad de n; es evidente
que nj =1 cuando 2% <ey, porlo tanto, A:= Ay x--- A, x --- es un subconjunto finito de X. Ademas,
es claro que X S Uxea B€d°°(x). O

Teorema 7.44. Un producto numerable de espacios métricos es compacto si y solo si lo son todas sus
coordenadas.

Demostracion. Por las Proposiciones|[6.32]y[7.43|sabemos que un producto numerable de espacios
meétricos es totalmente acotado y completo si y solo si lo son sus coordenadas. Esto termina la
demostracién, porque, por el Teorema|7.13} un espacio métrico es compacto siy solo si es totalmente
acotado y completo. O

Ejercicio 7.45. Obtenga el Teorema como un corolario del Teorema

Definicién 7.46. El cubo de Hilbert es el producto ([0, 1N, Jw), de numerables copias del intervalo
cerrado [0, 1] provisto de la métrica usual.
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Por el Teorema|7.44]el cubo de Hilbert es compacto. En consecuencia, por el Teorema|7.15, un
subconjunto de [0, 11N es compacto siy solo si es cerrado. El resultado que sigue muestra que salvo
homeomorfismos estos son todos los espacios métricos compactos.

Teorema 7.47. Todo espacio métrico compacto es homeomorfo a un subconjunto cerrado del cubo de
Hilbert.

Demostracion. Tomemos un espacio métrico compacto X. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que el didmetro de X es menor o igual que 1 (Si no, cambiamos la distancia d de X por
d:=min(1,d)). Por el Corolariosabemos que X tiene un una familia numerable densa (x;) ;e
(puede haber repeticiones, porque, de hecho, X podria ser finito). Definimos g: X — [0,1]N por

g(x) = (d(x,x1),d(x, x2),d(x, x3),...).

La funcién g es continua por la Proposicién y porque, por la Proposicién[1.2} cada una de
las funciones x — d(x, x;) es continua. Por el Corolario y el Teorema para terminar la
demostracion es suficiente probar que g es inyectiva. Pero si g(x) = g(y), entonces la funcién
z— d(x,z)—d(y, z) se anula en un subconjunto denso de X y, en consecuencia, es la funcién nula.
Especializando en z = y, obtenemos que d(x, y) = 0y que, por lo tanto, x = y. O

7.6. Funciones propias

Los Corolarios[7.25|y[7.26|son dos de los resultados mas ttiles probados en esta seccién. En
general, una funcién continua y biyectiva f: X — Y no tiene porque ser un homeomorfismo vy,
cuando lo es, esto puede ser dificil de probar. Cuando X es compacto, el Corolario[7.26|asegura que
esto es cierto automdticamente. Es natural preguntarse si existen hipotesis mds generales razonables
bajo las cuales estos resultados valen. A continuacién estudiamos este problema.

Proposicion 7.48. Para toda funcién continua f: X — Y son equivalentes:

1. f escerrada.

2. Laimagen f(C), de cada subconjunto cerrado numerable y discreto C de X tal que fic es inyectiva
y f(C) es compacto, numerable y tiene un solo punto de acumulacién, es un subconjunto cerrado
deY.

Demostracion. Es evidente que si el item 1 es verdadero, entonces también lo es el item 2. Supon-
gamos que el item 1 es falso. Esto es, que hay un subconjunto cerrado D de X tal que f(D) no es
cerrado. Entonces existe una sucesion (y,) e, de puntos distintos de f(D), que converge a un
punto y € Y\ f(D). Para cada n € IN tomemos un punto x, € Dn f~1(y,), y consideremos el conjun-
to C:={x,: n € IN}. Vamos a probar que C es cerrado, numerable y discreto, que f es inyectiva sobre
Cy que f(C) es compacto, numerable y tiene un solo punto de acumulacién, pero que f(C) # m
Como

fx=yi#yj=f(x)) ifi#],

el conjunto C es numerable y fc es inyectiva. Ademds f(C) es numerabley f(C) # f(C), porque

fO={yiieN}£{y;:ie N} ={y; : i e N}U {y},

y f(C) es compacto y tiene un solo punto de acumulacién, porque y es el inico punto de acumulacién
de cada subconjunto infinito de {y; : i € IN}U{y}. Resta probar que C es cerrado y discreto, o, lo
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que es equivalente, que C' = @. Supongamos que C tiene un punto de acumulacién x. Entonces
existen j; < j» < j3--- € IN tales que d(x;,, x) < 1/n. Pero como f es continua esto implica que

f)= lm f(x;,)= lim y;, =y,
lo que es imposible porque x € D e y ¢ f(D). Asi que C’' = @, como queremos. O

Definicién 7.49. Una funcién continua f: X — Y es propiasi f~'(C) es compacto para cada sub-
conjunto compacto C de Y.

Ejemplo 7.50. Si X e Y son espacios discretos, entonces f es propia si y solo si la preimagen de cada
subconjunto finito de Y es un subconjunto finito de X.

Ejemplo 7.51. Una funcién continua f: C — D, de un subconjunto cerrado C de R” en un subcon-
junto cerrado D de R", es propia si y solo si para cada m € R existe n € R tal que f(C\B,[0]) =
D\ B,,[0]. En efecto, si f es propia, entonces el conjunto f~!(D nB,[0]) es compacto. En consecuen-
cia, por el Teorema estd incluido en una bola B, [0]. De modo que f(C \B, [0]) < D\B,,[0], como
queremos. Reciprocamente, si se cumple esta condicién, entonces para cada subconjunto compacto
K de D, existe un n € R tal que f I(K)cB n[O] Esto prueba que f ~1(K) es acotado. Ademas,
como f es continua y K es cerrado, f~!(K) es cerrado. Por lo tanto, nuevamente por el Teorema
f‘1 (K) es compacto.

Ejercicio 7.52. Pruebe que para cada par X e Y de espacios métricos, la proyeccién canénica px: X x
Y — Y es propia si y solo si Y es compacto.

Ejercicio 7.53. Pruebe que para cada par f: X — Yy g: Y — Z de funciones continuas entre
espacios métricos, los siguientes hechos valen:

1. Si fy g son propias, entonces go f es propia.
2. Si go f es propia, entonces f es propia.

3. Sigo f espropiay f es sobreyectiva, entonces g es propia.

Proposicion 7.54. Una funcion f: X — Y es propia si y solo si toda sucesion (x,) ,ey de puntos de X
tal que (f (xn)) 2N €S convergente, tiene una susbsucesion convergente.

Demostracion. =) Tomemos una sucesion (x,) e de puntos de X. Si ( f (xn)) nelN tiende a un pun-
to y € Y, entonces el conjunto {f(x,) : n € N} U{y} es compacto, por lo que también lo es su preima-
gen por f. En consecuencia, por el Teorema(7.13} como todos los x, pertenecen a este conjunto, la
sucesion (x,) ,ey tiene una subsucesion convergente.

<) Supongamos que f no es propia y tomemos un subconjunto compacto K de Y tal que f~!(K)
no es compacto. Entonces hay una sucesion (x,),ew de puntos de f 1K) que no tiene ninguna
subsucesion convergente. Como K es compacto, la sucesion (f (xn))ndN tiene una subsucesiéon
convergente ( fxy j)) jeN: Esto prueba que f aplica la sucesién (x;, j) jelN enuna sucesion convergente,
lo que termina la demostracion porque (xp;) jely 1o tiene ninguna subsucesion convergente. O

Proposicion 7.55. Toda funcion propia f: X — Y es cerrada.

Demostracion. Basta probar que ningtin subconjunto C de X satisface las condiciones pedidas en el
item 2 de la Proposici6én[7.48] En realidad probaremos mas: que cada subconjunto infinito C de X
tal que f(C) es compacto tiene un punto de acumulacién. En efecto, como f es propia, si f(C) es
compacto, entonces f~!(f(C)) es compacto, y es claro que C < f~! (m) Por el Teorema esto

implica que C tiene al menos un punto de acumulacién. O
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Corolario 7.56. Toda funcién propia y biyectiva f: X — Y, es un homeomorfismo.
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario yla Observacion|3.31 O

Teorema 7.57. Una funcién f: X — Y es propia siy solo si es cerrada y f~'(y) es compacto para cada
yeY.

Demostracion. Por las Proposicionesy solo debemos probar que si f es cerraday f~1(y)
es compacto para cada y € Y, entonces cada sucesion (x,) ,ey de puntos de X tal que (f(x,)) nelN
tiende a un punto y de Y, tiene una subsucesién convergente. Supongamos primero que hay infinitos
indices n; < np < ng < --- tales que x,, € f~1(y). Como f~1(y) es compacto, la sucesién (xni)iE]N
tiene una subsucesién convergente, la que asimismo lo es de (x,) ,el- Supongamos ahora que el
conjunto de los n’s tales que x, € f~1(y) es finito y denotemos con 7y al maximo delos n e f~1(y).
Para verificar que también en este caso la sucesién (x;) ,cv tiene una subsucesién convergente es
suficiente probar que la sucesion (x;+,) nelv tiene una subsucesion convergente. Pero si esto no fuera
cierto, entonces el conjunto {x,,+; : i € IN} no tendria puntos de acumulaciéﬂy, por lo tanto, seria
cerrado. En consecuencia, como f es cerrada, también lo seria {f (x,,+;) : i € IN}, lo que es imposible,
porque y es un punto de acumulacion de {f (xn,+;) : i € IN} que no pertenece a {f(x,+;) :i € N}. O

Ejercicio 7.58. Consideremos una funcién continua f: X — Y. Pruebe que si f~!(D) es compacto
para cada subconjunto numerable, compacto y con un solo punto de acumulacién D de Y, entonces
f es cerrada.

Ejercicio 7.59. Pruebe, dando un ejemplo, que el resultado probado en el Ejercicio es mas
general que el dado en el Corolario[7.55]

Ejercicio 7.60. De un ejemplo de una funcién continua y cerrada que no satisface las hipotesis
pedidas en el Ejercicio|7.58

7.7. Compaccidad y el conjunto de Cantor

En esta secci6én mostraremos que el conjunto de Cantor es homeomorfo al producto numerable
de copias del espacio discreto {0,1} y usamos esto para probar que para todo espacio métrico
compacto X hay una funcion continua sobreyectiva del conjunto de Cantor en X.

Proposicién 7.61. El conjunto de Cantor € es homeomorfo al producto {0,1}™, donde {0, 1} estd dotado
de la métrica discreta. Mds precisamente, la funcion f: ¢ — {0, 1}, introducida en el Corolario|2.55,
es un homeomorfismo.

Demostracién. Por el Corolario sabemos que f es biyectiva, y en el Ejemplo[7.21]vimos que € es
compacto. En consecuencia, por el Corolario[7.26} para terminar la demostracion es suficiente probar
que f es continua. Por la Proposicic’)npara ello solo debemos verificar que pjo f es continua
para cada j, donde p;: {0, N _— 0,1 esla Jj-ésima proyeccién canonica. Pero esto es cierto porque

(pjoH 0= U Iiy..ii0 and (pjof)~'(1)= U Li..ij 1)

(i1yrij-1)€40,1}71 (i1,erij-1)€{0,1}171

donde los conjuntos I ir..ij10 € Liy_i; ;1 son los intervalos cerrados presentados al comienzo de la
Subseccion O

Proposicién 7.62. El conjunto de Cantor ¢ es homeomorfo a €N,
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Demostracion. Por la Proposicic’)n es suficiente probar que el espacio X := {0,1} es homeomor-
fo a XN. Como IN y IN x IN son numerables, hay una biyeccién a: IN — IN x IN. Definimos z: X — X
por (h(x);)j = Xq-1(;, j)- Como a~! es biyectiva, h también lo es. Por la Proposicic’)n para probar
que A es continua es suficiente ver que lo son las funciones p;;o h (i, j € N), donde p;;: XN~ (0,1
es la composicion p;o p;, de la proyeccion a la i-ésima coordenada p; : X™ — X con la proyeccioén a
la j-ésima coordenada p;: X — [0, 1]. Pero esto es cierto porque p;;o h es la proyeccion de X a la
coordenada a~1(i, j)-ésima. Finalmente, / es un homeomorfismo por el Corolariom O

Llamemos d; a la distancia de {0, 1} dada por d;(0,1) = zl, Escribamos X := {0,1} y consideremos
las distancias Jéo: XxX—Ryy 67{ : X x X — R definidas (usando la distancia d; en la i-ésima
coordenada) como arriba de la Proposicién[4.1]y como abajo de la Observacién[4.3} respectivamente.
Consideremos también la distancia Jw: X x X — R, definida de la misma forma que Jéo, pero
usando la distancia discreta d(0,1) = 1 en cada coordenada. Asi, para cada par x = (x1, X2, X3,...)

y=(1,¥2¥3,-...) de puntos de X,

S 1 A six;=y;parai<ipyx; -
déo(x,y)=méx{ 2 xl;éyz} 5 SUXI=Viparal<ioy i # Vi
2% 0 six=y,

- 1
dy(x,y)=) YT
Xi#Yi

1 . . .
s six;=y;parai<iopy X, # Vi

- 1 L
oo (X, ) = max{— X; # yl} {2 )
2! 0 six=y.

Por la Prop0s1c10n sabemos que los espacios métricos (X, d’ )y (X, d ) son topolégicamen-
te equlvalentes Ademas, (X, d’ ) es topolégicamente equlvalente a (X, doo) trivialmente o por la

Proposmlon 8l Asi, d’ d', ~ dy

Lema 7.63. Para cada x € X la funcion cﬂ (x,-): X — R es inyectiva.

Demostracion. Debemos probar que, para cada par v = (vy, V2, U3,...) Y W = (w1, W, ws,...) de
puntos distintos de X,
dy(x,v) # dy(x, w).

Como v # w, existe jo € N tal que v; = w; para j < jo y vj, # wj,. Supongamos, por ejemplo,
que xj, # vj,. Entonces

~ 1 1 1 1 1 1 1 1 21
dy(x,v) - dl(xw) + — - Z — = .—Z—.:—.—.——z— — >0
92jo 2 2 2 2 2 2jo+1 1 2
22jo =5 2% 5,28 22k 22 220 22tly_ g 3220
x];évj xjyéw]
y, en consecuencia, J{(x, V) # J{(x, w), COmMo queremos. O

Lema 7.64. Para cada conjunto cerrado C del conjunto de Cantor € hay una funcién continua
sobreyectiva fc: € — C.

Demostracion. Por la Proposici(’)nnbasta probar que (X, dso) tiene esta propiedad, y por los
comentarios arriba del Lema 3| podemos reemplazar (X, dso) por (X, d ). Dado x € X, la funcién
d’ (x,—): C — R es continua. En consecuencia, por el Teoremay el Leman existe un tnico
punto y* € C tal que d’ (x,C) = d’ (x,y").Lafuncién g¢c: X — C, dada por gc(x) := y*, es sobreyectiva
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porque es la identidad sobre C. Para probar que es continua notemos primero que fijados x y

xX'enXyd>0,si J{(x, x') < §, entonces x; = x;. para todo i tal que % > 0 (o, lo que es igual, para

todo i < %logz(llé)). Afirmamos que y; = yl?" para trodo i< %log2(1/6). En efecto, supongamos que
esto es falso y tomemos el minimo i tal que y; # y . Si x; = y7, entonces

~ 1 1 1 1 11 1 ~ /
7.1 Xy _ _ 2 T, X
A= Y < Lot Lot Ao taam < 4 g <Ay
a2 2 a2 A
j<i j<i Jj<i

donde la dltima desigualdad se sigue de que x; = x; = y; # yl?", lo que contradice la eleccion de
yx’. Un célculo similar muestra que si x; # yl’.c , entonces dZ(x, yx’) < c?i(x, ¥9), lo que contradice la
eleccién de y*. Esto termina la prueba de la afirmacién. Denotemos con i(6) al minimo ntmero
natural mayor o igual que %logz(ll 0). Ahora es claro que si 6,{{ (x,x") < &, entonces

~ , 1 4 1 4
d{(yx,yx)s Z —_— =—=——= =< -0,
) 220 3 221(6) 3
lo que prueba la continuidad de gc. O

Lema 7.65. Hay una funcién continua y sobreyectiva del conjunto de Cantor € en el cubo de Hil-
bert [0, 11N,

Demostracion. Como, por la Proposicic’)n sabemos que ¢ es homeomorfo a ¢I, para concluir
que el lema es verdadero basta probar que hay una sobreyeccién continua de ¢ en el cubo de
Hilbert. Por el Corolario para ello es suficiente ver que hay una funcién continua y sobreyectiva
de € en el intervalo [0, 1]. Ademés, por la Proposici(’)npodemos reemplazar ¢ por {0,1}™. Vamos
a probar que la funcién b: {0, J JLANN [0,1], dada por

i
b(X1, X2, X3,...,) = Y, ==,
= 9i
i=1%
estd bien definida y es una sobreyeccién continua. Esta bien definida porque
Xi 1 N
0< izl 5 < Zl i =1 para todo (x1, X2, X3,...) € {0, 1},
=]0° [=]1°°

es sobreyectiva porque dado y € [0, 1], if (0, y1 y2y3--+) es una escritura de y en base 2, entonces

y= b(J/l»J/z»J/sy---)»
yes continua porque

/ / /
|b(x1, X2, X3,...) = b(x], Xy, X5,...)| < Z — = —,

. 5 1
siempre que doo((x1, X2, X3, ...), (x’l,xé,xé,...)) <5 O

Teorema 7.66. Todo espacio métrico compacto es imagen continua del conjunto de Cantor. En otras
palabras, para todo espacio métrico compacto X existe una funcion continua sobreyectiva g: € — X.

Demostracion. Por el Teoremal7.47|sabemos que hay un homeomorfismo i: X — D, de X en un
subconjunto cerrado D del cubo de Hilbert, y por el Lema existe una funcién continua y
sobreyectiva p: ¢ — [0,1], de ¢ en el cubo de Hilbert. Escribamos C := p~!(D), y consideremos
la funcién continua sobreyectiva fc: € — C construida en el Lema[7.64} La funciéon g: C — X,
dada por g(x) := h™ ' (p(fc(x))), satisface las condiciones requeridas. En efecto, es continua porque
es composicion de funciones continuas y es sobreyectiva porque es composiciéon de funciones
sobreyectivas. O
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7.8. Isometrias en espacios compactos

Teorema 7.67. Si X es compacto, entonces toda isometria f: X — X es sobreyectiva.

Demostracion. Supongamos que f no es sobreyectiva y tomemos x € X \ f(X). Por el Corolario[7.25
existe r > 0 tal que B, (x) € X\ f(X). Por lo tanto, cualesquiera sean i < j en INg,

d(f (), f/(x) =dx, f/ 7 x) =

En consecuencia, la sucesion x, f(x), f2(x), f3(x),... no tiene ninguna subsucesién convergente, lo
que es imposible por el Teorema De modo que f es sobreyectiva. O

Definicién 7.68. Una funcién f: X — Y, entre espacios métricos arbitrarios X e Y, es una expansién
sid(x,x')<d(f(x), f(x))) para todo x,x" € X.

Ejemplo 7.69. La funcién f: R — R definida por

X six<0,

fx) ::{

x+1 six>0,
es una expansion.

La expansion definida en el ejemplo anterior no es una funcién continua. El siguiente teorema
muestra en particular que esto no puede ocurrir si X es compactoy X =Y.

Lema 7.70. Supongamos que f: X — X es una expansion y fijemos un punto x de X. Si la suce-
sion (f"(x)) o tiene una subsucesion convergente, entonces (f"(x)), . tiene una subsucesion que
tiende a x.

Demostracion. Si (f" (x));.y es una subsucesion convergente de (f”(x)), .y, entonces para cada
m e N existe r(m) € IN tal que d(f”i (x),f"’“"’) < % paratodo i = r(m). Ademas es claro que los r(m)
pueden elegirse de forma tal que 7,(n+1) = 2 X 1y para todo m. Tomemos 71}, = fy(m+1) — Pr(m)-
Las igualdades

nlm+1 = Nr(m+2) — Nr(m+1) = Nrom+1) > Nr(m+1) — Nr(m) = n;n

muestran que (f m (X)) jelv s una subsucesion de (f"(x)) ,ew- Como f es una expansion
/ 1
d(x,f”i (x)) — d(x,f(nr(Hl)_nr(i))(x)) < d(fnr(i) (x), frn (x)) < =

lo que prueba que (f"i (x)),. s tiende a x. O

Teorema 7.71 (Freudenthal-Hurewicz). Si f: X — X es una expansion y X es compacto, entonces f es
una isometria.

Demostracién. Fijemos x, x' € X. Por el Teorerna sabemos que X x X es compacto. Ademads, por
la misma definicién de dw, la funcién f x f: X x X — X x X es una expansion. En consecuencia, por
el Teorema[7.13]y el Lema[7.70} existe una sucesion estrictamente creciente de enteros no negativos
0=np<ny<ny<ng<---talque

lim (f™ (x), £ (x) = (x, x)).
Como la sucesion
d(x,x),d(f(x), f(x),d(f2(x), f2(x)),d(f2(x), F2 ), ...

es creciente, esto implica que d(x, x') = d(f(x), f(x)). U
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7.9. Espacios localmente compactos

Definicién 7.72. Un espacio métrico X es localmente compacto si cada punto x de X tiene un base
de entornos compactos.

Proposicion 7.73. Para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X es localmente compacto.

2. Paracada x € X y cada entorno abierto V de x, existe un entorno abierto relativamente compac-
toUdex,conUcV.

3. Para cada x € X hay una bola cerrada B, [x], con centro x, que es un subconjunto compacto
de X

4. Cada punto x de X tiene un entorno compacto

Demostracion. 1. = 2. Como X es localmente compacto, x tiene un entorno compacto C incluido
en V. El conjunto U := C° satisface las condiciones pedidas.

2. = 3. Como es un entorno abierto de x, el conjunto U incluye a una bola cerrada B, [x], la que es
compacta porque es un subconjunto cerrado de U.

3. = 4. Esto es claro.

4. = 1. Dado un entorno compacto C de un punto x de X, el conjunto {CnB;[x]: r € R} es un base
de entornos compactos de x. O

Corolario 7.74. Todo espacio métrico compacto es localmente compacto.

Demostracion. Porque por su misma definicién, los espacios métricos compactos satisfacen la
condicion 4. O

Ejemplos 7.75. Los espacios (R",d)) (1 < p < o0) ylos espacios discretos infinitos son ejemplos de
espacios métricos localmente compactos que no son compactos.

El conjunto @ de los nimeros racionales no es localmente compacto. Es més, en @ ningtin
entorno V de un niimero racional x puede ser compacto, porque no es completo (una completaciéon
de V es la adherencia de V) en R, la cual incluye infinitos nameros irracionales. Un argumento
similar muestra que el conjunto R \ ), de los ntimeros irracionales, no es localmente compacto.
Estos ejemplos muestran que un subconjunto de un espacio métrico localmente compacto puede
no ser localmente compacto. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 7.76. Todo subconjunto abierto o cerrado de un espacio métrico localmente compacto X
es localmente compatcto.

Demostracion. Supongamos primero que A < X es abierto. Entonces por el item 2) de la Proposi-
cion[7.73|cada a € A tiene entorno compacto, lo que, por la equivalencia entre los items 1) y 4) de
la misma proposicion, implica que A es localmente compacto. Si A es cerrado se llega a la misma
conclusion usando nuevamente la Proposicion[7.73} y que, por la Proposicién[2.22]y el Teorema[7.15)
para cada a € A la interseccién An C, de A con un entorno compacto C de a en X, es un entorno
compacto de a en A. O

Corolario 7.77. Si X es un espacio métrico localmente compacto y A < X es la interseccion de un
abierto con un cerrado, entonces A es localmente compacto.
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Demostracion. Supongamos que A= UnNC, donde U <€ X es abiertoy C € X es cerrado. Entonces, C
es localmente compacto porque es un cerrado de X y, a posteriori, A es localmente compacto porque
es un abierto de C. O

Proposicion 7.78. El producto de dos espacios métricos es localmente compacto si y solo si cada uno
loes.

Demostracion. Supongamos que X x Y es localmente compacto y fijemos un punto (xg, yo) € X x Y.
Entonces X e Y son localmente compactos porque son homeomorfos a los subespacios cerrados
X x {yo} e {xp} x Y de X x Y. Reciprocamente, si X e Y son localmente compactos, entonces X x Y
es localmente compacto porque para cada x € X y cada y € Y, el producto C x D, de un entorno
compacto C de X, con un entorno compacto D de y, es un entorno compacto de (x, y). O

Corolario 7.79. El producto de un niimero finito de espacios métricos es localmente compacto si y solo
si cada uno lo es.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del resultado anterior por induccién. O

Proposicion 7.80. Un producto X = X1 x X, x X3 x ---, de una cantidad numerable de espacios
métricos, es localmente compacto si y solo si todos son localmente compactos y a lo sumo un niimero
finito de ellos no es compacto.

Demostracion. Sitodos los X;’s son localmente compactosy X;,,..., X;, (n=0) sonlos tnicos X;’s
no compactos, entonces dado un punto x := (xy, X2, x3,...) de X y entornos compactos Cij de Xij»
el conjunto C; x C, x C3 x ---, donde C; = Xj si i ¢ {ij,..., in}, €s un entorno compacto de x. Como

X es arbitrario, esto prueba que X es localmente compacto. Reciprocamente, si X es localmente
compacto, entonces el mismo argumento usado en la prueba de la Proposicién|7.78/muestra que
los X;’s son localmente compactos, y de la caracterizacién de las bolas en productos obtenida en el
Ejemplo[4.10} se sigue que solamente un nimero finito de los X;’s puede no ser compacto. O

Teorema 7.81. Si X es un espacio métrico separable y localmente compacto, entonces X tiene sub-
conjuntos abiertos relativamente compactos Uy, U, Us, ... tales que U;ew U; = X y U; € Uj41 para
todoi.

Demostracion. Como X es localmente compacto, tiene un cubrimiento por abiertos relativamente
compactos. Por la Proposicién|5.8|este cubrimiento tiene un subcubrimiento numerable (V;);cy (los
conjuntos V; no tienen porqué ser todos distintos. Es mas, si X es compacto el conjunto {V; :i € IN}
podria ser finito). Tomemos U; = V3, y supongamos que hemos contruido Uy,..., U;. Como U; es
compacto exiten ji < jo <---< jr,, conr; = i minimo tal queﬁig Vi u---u eri. Definimos Uj por

i

Uiy = U V.
j=1

Por la misma construccién de los U;’s es claro U; < U+ para todo i. Ademads

y cada uno de los U;’s es compacto porque es un subconjunto cerrado de una unién finita de
compactos. O
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Ejercicio 7.82. Pruebe que si un espacio métrico X tiene subconjuntos abiertos relativamente
compactos Uy, Uy, Us, ... tales que U;ey U; = X y U; < U4 para todo i, entonces X es localmente
compacto y separable.

Proposicion 7.83. Si (X, d) es un espacio métrico localmente compacto y separable, entonces existe
una métrica equivalente 0 sobre X tal que los subconjuntos compactos de X son los subconjuntos
cerrados de X que son acotados respecto de 0.

Demostracion. Por el Teorema|7.81|sabemos que X tiene una familia numerable de subconjuntos
abiertos relativamente compactos y no vacios Uy, Uy, Us, ... tales que

UUi=X y UicU; paratodoi.
ielN

Por el Teorema ‘ para cada i € IN existe una funcién continua f;: X — [0,1] tal que f;(U;-1) =0
y fi(X\U;) =1 (donde Uy = @). Definimos f: X — R por

(e}
fx)=) fi(x) forallxeX
i=1
(Ia definicion es correcta 'y f es continua porque X = U;ew Uj, fj(U;) = 0 para cada j > i ylos U;’s
son subconjuntos abiertos de . Definimos 0: X x X — IR por

0(x,y) =d(x, ) +1f(x) = fF(WI.
Como tanto d como la funcién médulo tienen la propiedad triangular,
0(x,2) =d(x,2) +1f(x) - f(2)I
sdx,y+dy,2)+fX)-fWI+1fy) - f(2)] para todo x, y, z.
=0(x,y)+0(y,2)

Ademas es claro que 0(x, y) =0 siysolosi x = y y que 0(x, y) = 0(y, x) para todo x, y. Por lo tanto 0 es
una métrica. Como d(x, y) < 0(x, y) para todo x, y € X, la funcién

id: (X,0) — (X,d)

es una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz menor o igual a 1 (es decir, una funcién corta),
y como f es continua respecto de d, la funcién

id: (X,d) — (X,0)

es continu Esto prueba que d es equivalente a 0. Por ende, todo subconjunto compacto de (X, d)
es cerrado y totalmente acotado respecto de 0 y, entonces, acotado respecto de 9. Resta probar que
vale la reciproca. Esto es, que los subconjuntos C de X, que son cerrados y acotados respecto de
0, son compactos. Pero si C es un tal conjunto, entonces existen x € X y r € IN tales que C < B? [x0].
Supongamos que x € FJ Por la misma definicion de f,

I-1<f(y)<! paratodoleNeyeU,\U_,
y, por lo tanto,
0y, x)=dx, M) +I1f-fI>1f(y)-f)|=r paratodoye X\U,,jcony# x.
En consecuencia C € B, [x] Tﬂ-, lo que, porla Proposici(’)n implica que B, [x] es compacto. [

Ejercicio 7.84. que si un espacio métrico X tiene la propiedad de que los subconjuntos cerrados y
acotados de X son compactos, entonces X es localmente compacto, separable y completo. Concluya
que el espacio (X, ), construido en la Proposicién|7.83} es completo.
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7.10. Aplicaciones

En esta seccion ...

7.10.1. Elteorema fundamental del dlgebra

El Teorema fundamental del Algebra asegura que todo polinomio no constante con coeficientes
complejos tiene una raiz. Aqui daremos una prueba basada en el hecho de que una funcién real
continua definida sobre un compacto alcanza su minimo.

Teorema 7.85 (Teorema fundamental del dlgebra). Para cada polinomio no constante P € C[X],
existe zy € C tal que P(zp) = 0.

Demostracion. Escribamos P(X) = a, X"+ ap_1 X" ' +---+ a1 X + ap. Como

1 1
+a0; =00,

. . 1
lim |P(2)| = lim |z|" |a, + ap-1—+ -+ @1
Z—00 Z—00 z Zn_l

existe r > 0 tal que |P(z)| > |P(0)| para todo z € C \ B;[0]. En consecuencia, por el Teorema|/.27|existe
zg € C tal que |P(z)| = |P(zp)| para todo z € @ Supongamos que P(zp) # 0. Reemplazando P por
ﬁ%)P(X —zp), podemos asumir sin pérdida de generalidad que zop = 0y P(0) = 1. Sea m tal que a,,, # 0
y a; =0 para 0 < i < m. Entonces

P(@)=anz"+an 12" '+ +anz" +1= 02 amz™ + anz™ +1,

donde a
0(2)i=—"2""4. 4
dm le

Am+1

Fijemos b € C tal que b = —a;,! y elijamos 1 > § > 0 tal que |p(tb)| < % si|t| <6 (6 existe porque p es
continuay p(0) = 0). Entonces

|P(th)| = |o(th)amt"b™ + amt™b™ +1|
=|-ptb)t" -t +1|
<lo(th)t"+]11-t"|
=lo(tb)|It™ | +[1— "

1
<—t"+1-¢"
1
=1--t"
2
para todo ¢ € (0,6), lo que contradice la minimalidad de |P(0)|. Por lo tanto P(0) = 0. O

7.10.2. El Teorema de Stone-Weirstrass

Definicién 7.86. Tomemos un conjunto X. Decimos que una funcién f: X — R es menor o igual
que otra g: X — R, yescribimos f < g, si f(x) < g(x) paratodo x€ X.

Observaciones 7.87. El conjunto R¥, de funciones de X en R, es un conjunto ordenado (mds atin, es
un reticulado aunque esto no vamos a usarlo) via la relacién dada en la definicién anterior. Es claro
que la relacién de orden presentada en el Ejemplo|7.101|es la inducida por esta.
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Definicién 7.88. Decimos que una sucesion (fy) ey, de funciones de un conjunto X en R, es
crecientesilo es respecto de la relaciéon de orden dada en la Deﬁniciénm Esto es, si fr;(x) < fr+1(x)
paratodone Ny xe X.

Teorema 7.89 (Dini). Consideremos una funcién continua f: X — R, donde X es un espacio métrico
compacto. Si (f) nelv s un sucesion creciente de funciones continuas de X en R ylimy,_.oo fn(x) = f(x)
para todo x € X (convergencia puntual), entonces f,, tiende a f uniformemente.

Demostracién. Por hipétesis, para cada x € X y € > 0 existe no(x) tal que d(f,(x), f(x)) < § pa-
ra todo n = ny(x). Ademds, como fy,) y f son continuas, hay un entorno abierto Vy de x tal
que d(fn,(x) (x"), f(x") < € para todo x’ € V. Entonces, dado que (f,) ,ew €s una sucesion crecien-
te, d(f,(x), f(x") < € para todo n = ny(x) y x’ € V. Por compaccidad, existen xj,..., X, € X tales
que X = Vy, U---UV, . Debido de nuevo a que (f;,),cIv €s creciente, si n = max{ng(x1),..., no(xm)},
entonces d(f(x), f(x)) < e paratodo x € X. O

Lema 7.90. La sucesion de polinomios P, (t) € R[t], definida recursivamente por
- Py(1):=0,
- Ppi1(8) = Py(0) + 5 (t— PA(1),

es creciente en [0,1] y tiende a \/t uniformente en [0,1].
Demostracion. Es claro que P,(0) = 0 para todo n = Afirmamos que
0<P,(t)<Puy1(t) <Vt paratodon=0ytodo te (0,1). (7.3)

Para probar que esto es cierto fijemos un ¢ € (0,1). La desigualdad (7.3) es verdadera paran =0y t,
porque 0 < 1 < v/7. Supongamos que 0 < P,,_1 (£) < P,,(¢) < V/7. Entonces

1 2
Ppi1(t) = Pp(t) + E(t_Pn(t)) > Pp(1)

porque P2 (1) < t. Para concluir la prueba de la afirmacién resta ver que P11 () < v/, para lo que es
suficiente notar que, por hipétesis inductiva, P, (f) < vt <2—+/(t), y que

1
P <Vie P,(H)+ 5(t—Pi(t)) <P,(0)+Vi=Pyu(D)

o t-P5(0) <2(Vi-Py(1)
o Vi+P,(1) <2
o P,(1)<2-(1),

donde la tercera desigualdad equivale a la cuarta porque v/ — P, () > 0.
Escribamos ahora f (1) := lim,_ Py (£). Como Py, 1(t) = Py(1) + %(t - P2(),

1
ﬂﬂ=fm+5h—ﬂn%

porlo que f(f) = V/t. Finalmente, la convergencia es uniforme por el Teorema de Dini. O

Definicién 7.91. Una R-dlgebra conmutativa es un anillo conmutativo unitario A, junto con un
morfismo de anillos unitarios i: R — A. Una subdlgebra B de A es un subanillo unitario B de A tal
que i(R) < B.
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Ejemplo 7.92. Para cada espacio métrico X, el conjunto C(X,R), de las funciones continuas y
acotadas de X en R, es una R-élgebra via

- (f+9X) =fx)+gk),
- (fe)x)=fx)gl),
- i) (x) = A

Definicién 7.93. Una subélgebra A de C(X,R) separa puntos si para cada par de puntos distin-
tos x, y € X, existe f € Atal que f(x) # f(y).

Proposicién 7.94. Si A es una subdlgebra de C(X,R), entonces la adherencia A, de A respecto de la
distancia d~,, también lo es.

Demostracion. Tomemos f,, g, f,8 € C(X,R). Como la suma y el producto en R son continuos, si
f=limf, y g=limg,,
unif unif
entonces f+g=lim(f, + g,y fg=1im f,gu. O
unif unif

Teorema 7.95 (Stone-Weirstrass). Consideremos un espacio métrico compacto X. Toda subdlgebra de
C(X,R), que separa puntos, es densa.

Demostracion. Supongamos que A es una subalgebra de C(X, R) que separa puntos. Probaremos
que A= C(X,R) en varios pasos.
1. Si f,ge ‘A, entonces max(f,g) y min(f, g) pertenecen a ‘A. En efecto, como
f+g If-sl f+g 1f-g
2 2 2 2

donde |f — gl es la funcién definida por |f — gl(x) = | f(x) — g(x)|, para verificar esta afirmacion,
bastard probar que h € A= |h| € A. Pero por el Lema sabemos que

max(f,g) = y min(f,g) =

’

1 .
MPnOthilf’\/h = |hl,

donde M > 0 es cualquier cota superior de {|h(x)|: x € X}, y como P, o #hz € Aparatodo ne NN, de
este hecho se sigue que |h| € A.

2. Dados x,ye X y a,beR, existe fe€ A tal que f(x)=ay f(y)=b. En efecto, si g € A satisfa-
ce g(x) # g(y), podemos tomar

g(y)-gx)

3. Dados he C(X,R), x€ X y € >0, existe hy € A tal que hy(x) = h(x) y hye(x") < h(x)+eVx' € X. En
efecto, por el segundo paso para cada y € X podemos elegir una funcion real continua hyy € A, tal
que hyy(x) = h(x) y hyy(y) = h(y). Una vez hecho esto podemos tomar un entorno abierto V,
de y tal que hy,(y') < h(y') + € para todo y' € V,. Por compaccidad, existen yi,...,y,, € X tales
que X = U;’i 1 Vy- La funcion hy = min(hyy,, ..., hyy,,) satisface la desigualdad pedida y, por el primer
paso, pertenece a A.

4. Dados he C(X,R) y € >0, existe heA tal que h—e< h<h+e. En efecto, para cada x € X,
tomemos h, como en el tercer paso, y un entorno abierto V, de x tal que hy(x) > h(x') — € para
todo x' € V. Por compaccidad existen xi,..., X, € X tales que X = U;’i 1 Vx;. Claramente la funcion
h= méx(hy,,..., hy, ) satisface la desigualdad pedida y, por el primer paso, pertenece a A. O
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Corolario 7.96 (Weirstrass). Toda funcion continua f: [a, b] — R es limite uniforme de una sucesiéon
Py, Py, Ps,... de funciones polinomiales P, : [a, b] — R.

Demostracion. Esuna consecuencia inmediata del Teorema|7.95} porque el dlgebra de las funciones
polinomiales de [a, b] en R, es una subalgebra de C([a, b],R), que separa puntos. O

7.10.3. Conjuntos ordenados

Proposicion 7.97. Consideremos un conjunto X provisto de un orden parcial < y de una funcién
distanciad: X x X — Ryy. Si para cada x € X el conjunto Sy :={y € X : y < x} es abierto, entonces
todo subconjunto compacto de X tiene elementos maximales.

Demostracion. Supongamos que X tiene un subconjunto compacto Y sin elementos maximales.
Entonces para todo y € Y existe y' € Y con y < ¥y, por lo tanto,

U(Syny)=vy

Como Y es compactoy S, NY es un abierto de Y para cada y, existen yj,..., y, € Y tales que
Yc§y,u---us§y,.

Pero entonces cada elemento maximal de {y,..., y,} es un elemento maximal de Y, absurdo. Por lo
tanto todo subconjunto compacto de X tiene elementos maximales. O

Recordemos que un conjunto ordenado (X, <) es un semireticulado superior si cada par de
elementos x e y tiene supremo x V y y es un semireticulado inferior si cada par de elementos x e y
tiene infimo x A y. Un reticulado es un conjunto ordenado (X, <) que es un semireticulado superior y
un semireticulado inferior. Una induccién evidente muestra que en un semireticulado superior toda
familia finita de elemento tiene supremo. El resultado que sigue afirma que si X tiene un estructura
de espacio métrico compatible con el orden en un sentido natural, entonces todo subconjunto
compacto no vacio de X tiene supremo.

Proposicion 7.98. Si (X, <) es un semireticulado superior y X tiene una estructura de espacio métrico
completo (X, d) que satisface:

1. limy .o X5 < limy, oo ¥, para cada par (xn) nelw € (¥n) nelw de sucesiones convergentes de puntos
de X tales que x,, < y,, para todo n,
2. dx,x)<eyd(y,y)<e=>dxVvyx' vy)<e paratodoe >0,

entonces todo subconjunto compacto no vacio de X tiene supremo.

Demostracion. Fijemos un subconjunto compacto C de X y denotemos con D al conjunto de los
supremos de todas las familias finitas de elementos de C. Asi, x € D siy solo si existen xi,...,x, € C,
con r = 1 tales que x = x; v --- V x;. Afirmamos que D es totalmente acotado. En efecto, como C
es totalmente acotado, dado € > 0, existen xi,...,x"?€ € C tales que min(d(x, x)),...,d(x, x’&)) <e
para todo x € C. Por lo tanto, para cada r-upla (xi,...,x;) de puntos de C, existen xi.l,...,x:.r tales

que d(xj,x} ) <e paratodo jy, en consecuencia, por la condicién 2 y una induccién facil,
]

aA(XyV--VXp,Xj V-V Xi,) <E€,
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lo que prueba que la afirmacion es verdadera. Pero entonces, por los comentarios al comienzo de la
Seccic’)n la clausura D de D es un subconjunto compacto de X.

Por otra parte, como C es compacto existen una familia (xj, X, x3,...) de puntos de C y nime-
ros m; < mp < ms < --- tales que:

a. paratodo n e N el conjunto {x;, X;+1,...} es denso en C,
b. paratodo x € C, existe x; € (x1,...,Xm,) con d(x,x;) < %

En efecto, como todo conjunto compacto es totalmente acotado y C es compacto, para todo / € IN
existen una cantidad finita de puntos u; 1,..., u; r, € C tales que

r
C < UBuinu,).
i=1
Escribamos my =0, my := ry, my := 1y + Iz, M3 := | + I + 13, etcétera. Es claro que los ntimeros m;
(i € N) yla familia

(X1, X2, X3, ... ) i= (U1, 1oy UL pyy Uy e ey U pyy U 1y v ey U3 pyenn),

obtenida tomando x,,_,+; = u; j para 1 < j < r;, satisfacen las condiciones pedidas en los items a

[11]
yb[™]

Escribamos y, = X1 V-V Xp,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la suce-
siéon (y,)nelv converge a un punto y de D (si es necesario, la reemplazamos por una subsucesion
convergente, la cual existe porque D es compacto). Afirmamos que y =/ C. Para probar esto debe-
mos mostrar que todo x € C es menor o igual que y, y que si z = x para todo x € C, entonces z= y.
Todo x € C es menor o igual que y. Escribamos Cy, := {x;, X541, Xn+2,...}. Como, por el item b,
los C,;’s son subconjuntos densos de C, para cada x € C hay una subsucesion (xi,)je]N de (Xj) jen, tal
que x =lim;_. xl-j Por el item a, como x;; < y;; para todo j,

x=1lim x;, < lim y;. = y.
jmoo 7 jmo0™
Si z= x para todo x € C, entonces z=y. Siz = x paratodo x € C, entonces 2= x V-V X, = ¥

para todo n, y, por la condicién 1,

z=lim =
n—oo y’

COmo queremaos. O
Proposicion 7.99. Si (X, <) es un semireticulado inferior y X tiene una estructura de espacio métrico
completo (X, d) que satisface:

1. limy o0 X5 < limy,—.oo Yy para cada par (xp) nelw € (¥n) nelw de sucesiones convergentes de puntos
de X tales que x,, < y, para todo n,

2. dx,x')<eyd(y,y)<e=>dxnyx' Ny)<eparatodoe >0,

entonces todo subconjunto compacto no vacio de X tiene infimo.
Demostracion. Apliquese el resultado anterior a X provisto del orden < deinidoporx < ysix=y. O

Proposicion 7.100. Si (X, <) es un reticulado y X tiene una estructura de espacio métrico completo
(X, d) que satisface:
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Notas

1. limy_.o x5, < limy,— oo ¥y, para cada par (xn) nelw € (¥n)nelw de sucesiones convergentes de puntos
de X tales que x,, < y,, para todo n.

2. dx,x)<eyd(y,y)<e=>dxnyx' Any)<eyd(xVyx' vy)<eparatodoe>0,

entonces todo subconjunto compacto no vacio de X tiene supremo e infimo.
Demostracion. Por las Proposiciones y O

Ejemplo 7.101. Para cada espacio métrico Z, el conjunto C(Z,R). de la funciones continuas y
acotadas de Z en R, es un reticulado si definimos f < g si f(z) < g(z) paratodo z € Z. Este reticulado,
provisto de la métrica usual, satisface las hip6tesis de la Proposicién pero no satisface la
hipétesis de la Proposicion|7.97

Ejercicio 7.102. Pruebe las afirmaciones hechas en el Ejemplo|7.101
Ejercicio 7.103. Supongamos que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y que (X, d) es un

espacio métrico completo. Pruebe que los siguientes hechos son equivalentes:

1. limy_o X, <limy,_o ¥, para cada par (x,) ey € (¥n) nely de sucesiones convergentes tales que
Xn < yn para todo n.

2. Elconjunto {(x,y) € X x X: x < y} escerradoen X x X,

3. Elconjunto {(x,y) € X x X : x = y} es cerrado en X x X,

Notas

[1]. Supongamos que X es compacto y tomemos una coleccion (Cy) e p, de subconjuntos cerrados
de X, con interseccién vacia. Entonces, por las Leyes de Morgan,

U(X\CA):X\ ﬂCA:X.
AEA AEA

En consecuencia, como X es compacto ylos X \ Cy son abiertos, existen A;,---,1, € A tales
que
(X\Cp)uU---UX\C ) =X

y, por lo tanto, nuevamente por las leyes de Morgan, Cy, n---nCy, = @. El mismo argumento,
reemplazando los cerrados por abiertos, las intersecciones por uniones y las uniones por
intersecciones, prueba que si toda familia de cerrados de X con interseccion vacia tiene una
subfamilia finita con interseccién vacia, entonces X es compacto.

[2]. Procedase como en la nota anterior.

[3]. Lainversade f eslafuncién definida por

T sive©),
=4 oo siy=1,

-o0, Siy=-1,

(Vease el Ejemplo[3.32).
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Notas

[10].

[11].

[12].

Por el item 2 y las Leyes de Morgan, como X\U; 2 X\ U, 2 X\ Us 2 --- es una interseccion
decreciente de cerrados no vacios de X,

oo o0
X\UU,'= (X \ Uj) # oo.
i=1 i=1

Pero entonces U‘l?il U; C X.

=

Como es compacto, K es acotado. Por consiguiente existe un m € R~ tal que K < B, [0]. Para
este m existe un n € R tal que f(C\B,[0]) € D\B,,[0]. Por lo tanto f~1(K) < B,[0].

Si x € X es un punto de acumulacién de {x,,+; : i € IN}, entonces para todo n € IN existen
infinitos x; € B1/,(x). Denotemos con j; al minimo indice mayor que ny tal que x;, € B1(x), con
J2 al minimo indice mayor que j tal que x;, € By;2(x), con j3 al minimo indice mayor que j» tal
que xj; € By3(x), etcétera. Es claro que la sucesion (x;,) nely tiende a x.

Si x € Uj, entonces fj,(x) =0 para todo h > j. Por consiguiente, f estd dada por

Jj
fX)=) fu)
h=1

sobre U y, en consecuencia, estd bien definida y es continua sobre U} y, a posteriori, como los
Uj’s cubren X, sobre todo X.

Si (x;)new €s una sucesién de puntos de X que tiende a x respecto de d o, lo que es igual,
silim;,_.o d (x5, x) =0, entonces

lim 0(x,,x) = lim d(x,,x)+ lim |f(x,) — f(x)|=0.
n—oo n—oo n—oo
Por el Teorema|7.27|existe zy € B, [0] tal que |P(z)| = |P(zp)| para todo z € B, [0]. Como
|[P(2)| > |P(0)| = | P(z0)l para todo z € C\B,[0],
|P(z)| = |P(z¢)| para todo z € C.
Para Py esto es cierto por definicién. Supongamoso que lo es para P,,. Entonces
1 , 1
Pp1(0) := Py(0) + 5(0 - P(0)=0+ 5(0 -0)=0.

Dados x € Cy [ € N, existe u;j (con 1 < j < 1)) tal que d(x,Xm,_,+;) = d(x,uy ;) < % Esto
prueba que vale el item b. Para probar que vale el item a es suficiente notar que si [ > m,
entonces m;_1 + j > n.

Basta tomar x;, € C tal que d(x,x;,) <1, x;, € C; 41 tal que d(x, x;,) < 1/2, x;, € Cj,41 tal que
d(x,x;,) <1/3, etcétera.
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CAPITULO

ESPACIOS CONEXOS Y ESPACIOS ARCO-CONEXOS

En este capitulo presentamos las nociones de conexi6n, arco-conexion, conexién local y arco-
conexién local. Los conceptos de espacio conexo y espacio arco-conexo formalizan la idea de que un
espacio esta hecho de una sola pieza, interpretdndola de dos maneras distintas. No son equivalentes,
siendo el segundo ma4s estricto que el primero. Los conceptos de espacio localmente conexo y de
espacio localmente arco-conexo formalizan la versién local de esta idea. Como veremos mds adelante
las versiones locales son independientes de las globales en el sentido de que un espacio puede tener
ambas propiedades, una sola de las dos, o ninguna.

8.1. Espacios conexos

La idea de espacio conexo es la de espacio hecho de una sola pieza, en el sentido de que no
puede escribirse como uni6én de dos abiertos disjuntos no vacios. Intuitivamente es claro que R
y los intervalos de R son conexos (aunque, como veremos, esto no es tan facil de probar) y que el
conjunto {0, 1}, con la métrica discreta, no lo es. Un poco menos obvio es que () no es conexo, aunque
esto también es cierto. Una descomposicion se obtiene escribiendo

Q={xeQ:x<V2}u{xeQ:x>V2}.

Ahora damos la definicién formal, comenzando con el concepto de espacio no conexo. Recordemos
que X y el conjunto vacio son subconjuntos abiertos y cerrados de cada espacio métrico X.

Definicién 8.1. Un espacio métrico X es desconexo si tiene un subconjunto abierto y cerrado no
vacio y propio. Un espacio métrico es conexo si no es desconexo. Un subconjunto Y de X es conexo,
silo es con la métrica inducida.
Proposicion 8.2. Para cada espacio métrico X son equivalentes:
1. X es desconexo.
2. Existen subconjuntos abiertos Uy y U, de X tales que Uy # @, U # 3, X =Uyul yUi N U, = @.
3. Existen subconjuntos cerrados C, y C, de X tales que C1 # @, Co # @, X =CLuCr yC1 N Co = @.
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8.1 Espacios conexos Espacios conexos y espacios arco-conexos

4. Hay una funcién continua sobreyectiva ¢: X — {0,1} (aqui{0,1} es considerado provisto de la
métrica discreta).

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que U es un subconjunto no vacio y propio de X que es abierto

y cerrado. Es claro que U; := Uy U, := X \ U satisfacen las condiciones pedidas en el item

2.=> 3. Como X =U; ul, yU; NnU, =@, U, es el complemento de U;. Pero entonces, como ambos
conjuntos son abiertos, ambos son cerrados, y podemos tomar C; = U; y Cp = Us.

3. = 4. Lafuncién ¢: X — {0,1}, definida por

0 sixe(,
Pp(x) = .
1 sixe(Cy,

es continua porque la preimagen de cada subconjunto cerrado de {0,1} (y todos lo son) es un
subconjunto cerrado de X, y es sobreyectiva porque C; y C» son no vacios.

3. = 4. Como ¢ es continua, es conjunto ¢~!(0) es abierto y cerrado, y como ¢ es sobreyecti-
va, 3 C ¢ 1(0) C X. -

Definicién 8.3. Dos subconjuntos Ay B de un espacio métrico X estan separados si AnB = ¢
YyANB=¢.

Teorema 8.4. Consideremos dos subconjuntos A y B de un espacio métrico X y escribamosY := AU B.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ay B son subconjuntos separados de X.

2. AyBsoncerradosenY yAnB = ¢.

Demostracion. Supongamos que Ay B subconjuntos separados de X. Entonces Ay B son subcon-
juntos cerrados de Y porque, como ANB=¢yAnB=9,

A=ANnA=(ANAUANB) =AnY 'y B=BnB=(BNBU(ANB) =YnNB.
Ademads, An B = @. Reciprocamente, si Ay B son cerrados en Y y An B = @, entonces
A=ANnY=(AnA)U(ANB)

y, por lo tanto, ANBC AnB = @. Similarmente AN B = @, de modo que Ay B son subconjuntos
separados de X. O

Corolario 8.5. Un subconjuntoY de un espacio métrico X es conexo siy solo si no es union disjunta
de subconjuntos no vacios separados de X.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema[8.4]y de la equivalencia entre los
items 1y 3 de la Proposicién[8.2] O

Recordemos que, por definicién, un subconjunto I de un conjunto totalmente ordenado (X, <)
es un intervalo si x,y € I y x < y implica que a € I para todo a € X tal que x < a < y. Esto es, si no
existenx<a<yenXconx,yelyae X\I.

Teorema 8.6. Un subconjunto de R, es conexo siy solo si es un intervalo.
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Espacios conexos y espacios arco-conexos 8.1 Espacios conexos

Demostracion. =) Si Y < R no es un intervalo, entonces existen a,b € Y y c € R\ Y tales que
a < c < b. Porlo tanto los conjuntos Y7 := Y N (-oo,c) e Y2 := Y N (c,00) sonno vacios,e Y = Y] U Ys.
Ademas es claro que Y; e Y, tienen interseccion vacia. Como, por la Proposicién Y1 e Y5 son
abiertos de Y, esto muestra que Y no es conexo.

<) Supongamos que un intervalo Y es desconexo. Entonces existe una funcién continua no cons-
tante ¢: Y — {0,1}. Tomemos a< be Y, con ¢(a) # ¢(b), y denotemos con xp al supremo de todos
los x € [a, b] tales que ¢ es constante en [a, x]. Si ¢(xy) = ¢(a), entonces por la continuidad de ¢
existe € > 0 tal que ¢ es constante en [a, xp +€]; v si @(xp) = @(b), entonces, nuevamente por la
continuidad de ¢, existe € > 0 tal que a < xop —€ y @(xo —€) = ¢(b). Como ambas situaciones son
absurdas, Y es conexo. O

Teorema 8.7. Si X esconexoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es conexo.

Demostracion. Si f(X) es desconexo, entonces tiene subconjuntos abiertos no vacios Ay B, tales
que f(X)=AuBy AnB = ¢. En consecuencia,

T o' B =f1AuB) =X v  fAnf'(B)=f1(AnB)=9.

Ademds, como f es continua, f~!(A) y f~}(B) son subconjuntos abiertos y no vacios de X. En
conclusién, X es desconexo. O

El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema de Bolzano.

Corolario 8.8. Un espacio métrico X es conexo si y solo si la imagen de cada funcién continua
f: X — R es un intervalo.

Demostracién. Por los Teorernasy si X es conexo, entonces f(X) es un intervalo para toda
funcién real continua f con dominio X. Por otra parte, si X es desconexo, hay una funcién continua
y sobreyectiva ¢: X — {0,1}, la que al ser compuesta con la inclusién canoénica i: {0,1} — R se
convierte en una funcién continua de X en R, con imagen {0, 1}. O

Ejercicio 8.9. Pruebe el Teorema[8.7] mostrando que toda funcién continua de ¢(X) en {0,1} es
constante.

Teorema 8.10. Si A es un subconjunto conexode X yA< B < A, entonces B es conexo.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B = X. Dado que A es conexo, toda
funcién continua ¢: B — {0,1} es constante sobre A. Como ¢~ (0) y ¢! (1) son cerrados, esto implica
que @ es constante. O

Corolario 8.11. Si A< X es conexo y denso, entonces X es conexo.
Demostracion. Por el Teorema yporque A= X. O

Teorema 8.12. Consideremos una familia (A;);c; de subconjuntos conexos de X. Si para cada par de
puntos x,x' € Ujes A;, existen A;,,..., A;, tales que

x€A;, X' €A y AjnA;, #@ paratodo j,

i+l

entonces Jje1 A; es conexo.
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8.1 Espacios conexos Espacios conexos y espacios arco-conexos

Demostracion. Como los conjuntos A; son conexos, toda funcién continua

¢: JA4i—10,1)
iel
es constante sobre la union de cada familia finita A;,..., A;,, tal que A;; N A;;,, # @ para todo j. Por
la hipétesis esto implica que ¢ es constante. O

Proposicion 8.13. Un producto de dos espacios es conexo siy solo si cada uno de ellos lo es.

Demostracion. Consideremos un producto X; x X, de dos espacios métricos. Por la Proposicién|8.7]
como las proyecciones canénicas p;: Xj x X, — X; (i = 1,2) son funciones continuasy sobreyectivas,
si Xj x X5 es conexo, entonces también lo son X; y X». Supongamos, reciprocamente, que X; y Xo
son conexos. Entonces la familia de todos los subconjuntos de X; x X, de la forma X; x {x} (x € X,) o
{x} x X5 (x € X)) satisface las hipdtesis de Teorema En efecto, sus miembros son conexos porque
son homeomorfos a X; 0 a X», y para cada par (x;,x2) y (xi,xé) de puntos de X; x Xy,

(x1,%2) € X1 x{x2}, (x,x) €fxy}xXo vy (X1 x{x2})n({x]} x X2) # 2.
Por lo tanto X x X, es conexo. O

Corolario 8.14. Un producto de un nuimero finito de espacios métricos es conexo si'y solo si cada uno
deellos lo es.

Demostracion. Se sigue del resultado anterior por induccidn. O
Proposicién 8.15. Un producto numerable de espacios métricos es conexo si y solo si todos son conexos.

Demostracion. Denotemos con X a un producto numerable X; x X, x X3 x --- de espacios métricos.
Tal como en el caso de un producto de dos espacios, si X es conexo, entonces cada X; es conexo,
porque es laimagen de X por lo i-ésima proyeccién canénica. Supongamos, reciprocamente, que
los X;’s son conexos, y tomemos un punto (xi, X2, x3,...) € X. Por el Corolario[8.14]sabemos que

X(n) =X x - x Xy x {(Xp+1, Xn+2) Xn+3,...)}

es un subespacio conexo de X para cada n. En consecuencia, por el Teoremal8.12} la uni6n de los
X(n)’s también es un subconjunto conexo de X. Ahora bien, si una cantidad infinita de los Xj’s
tiene més de un punto, entonces X (co) := 20:1 X(n) € X. Pero por la forma de las bolas abiertas en
un producto numerable de espacios métricos (ver el Ejemplo es claro que toda bola abierta
de X tiene puntos de X (oco). Por lo tanto, X(oco) = X, 1o que por el Teoremaimplica que X es
CONexo. O

Definicién 8.16. La componente conexa de un punto x de un espacio métrico X es el conjunto
Cy=|JIAc X:x€e Ay Aes conexo}.

Ejemplos 8.17. Veamos algunos ejemplos:

1. Si X es conexo, entonces Cy = X paratodo x € X.

2. Las componentes conexas de (0,2) \ {1} son los intervalos (0,1) y (1,2).
3. Si X tiene la métrica discreta, entonces Cy = x para todo x € X.
4

. Cy=xparatodo x € Q.
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Espacios conexos y espacios arco-conexos 8.1 Espacios conexos

Observacion 8.18. Por el Teorema las componentes conexas de X son cerradas, y el ultimo
ejemplo muestra que pueden no ser abiertas.

Proposicion 8.19. Para cada espacio métrico X y todo x,y € X, las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. Cy es conexo y no vacio.

2. Sixe Ay A esconexo, entonces A< Cy.

3. CxnCy=0 0C,=C,.

4. X =Uyex Cx.

Demostracion. Los items 1y 3 son verdaderos por el Teorema el item 2, por la misma definicién
de Cy, y el item 4, porque x € Cy para todo x. O

Ejercicio 8.20. Los items 1, 3 y 4 de la Proposicién dicen que las componentes conexas de X
parten X. Muestre que la relacién binaria ~; en X, definida por x ~ y si X tiene un subconjunto
conexo Atal que x, y € A, eslarelaciéon de equivalencia asociada a esa particion.

Definicién 8.21. Un espacio métrico X es totalmente desconexo si todos sus subconjuntos con mas
de un punto son desconexos.

Ejemplos 8.22. Todo espacio métrico discreto es totalmente desconexo. También (), con la distancia
usual, es totalmente desconexo.

Proposicion 8.23. EIl conjunto de Cantor € es totalmente desconexo.

Demostracion. Tomemos dos puntos distintos x e y de €. Por el Teorema|2.54} sabemos que x e y
tienen escrituras unicas

S a
X =
o

E

S b
e y:;,Z_:IB_h' con cada ay, y cada by, iguala0 o 2.

=

P T . 1 ho-1 a
Supongamos que £ es el minimo indice h con ay, # by, y escribamos ¢ = zz + 3,7 3—,’; Como
¢ ¢ €, cada subconjunto D de €, que incluye a {x, y} es unién de los conjuntos separados D n (c,00) y
Dn(—o0,c), los que son no vacios porque x estd en uno e y en el otro. Por lo tanto D es desconexo, lo

que, como x e y son arbitrarios, prueba que € es totalmente desconexo. O

Ejercicio 8.24. Pruebe la proposicion anterior mostrando que hay una funcién continua sobreyectiva
f:D—1{0,1}.

Nota 8.25. Por el Ejercicio el Ejemplo yla Proposicion sabemos que ¢ es un espacio
métrico compacto, perfecto y totalmente desconexo. Estas propiedades caracterizan topolégica-
mente al conjunto de Cantor. En otras palabras, todo espacio métrico que las tiene es homeomorfo
ac.

Ejercicio 8.26. Pruebe que X es totalmente desconexo siy solo si C, = x para todo x € X.
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8.2. Espacios arco-conexos

Definicién 8.27. Dados puntos x, y de un espacio métrico X, un arco o camino de x a y es una
funcién continua ¢: [a,b] — X, de un intervalo cerrado no degenerado de R en X, con ¢(a) = x
y @(b) = y. Los puntos x e y son los extremos inicialy final del arco. Decimos que x e y se pueden
unir por un arco si existe un arco ¢: [a,b] — X,de x a y.

Observaciones 8.28. Como todos los intervalos cerrados no degenerados de R son homeomorfos,
el intervalo [a, b] puede ser reemplazado por cualquier otro. Dados arcos ¢: [a,b] — X, de x a y,
yv: [b,c] — X, de yaz,las funciones ¢: [-b,—al = X yy * ¢: [a,c] — X, definidas por

@) =@(-1)
y
@(t) sit<h,
) =
vrol {w(t) sit=b,

son arcos de y a x y de x a z, respectivamente. Por ende, la relacién binaria ~,. en X, definida
pOrI X ~,¢ y si existe un arco de x a y en X, es una relaciéon de equivalencia.

Definicion 8.29. Un espacio métrico X es arco-conexo si cada par de puntos de X se pueden unir
por un arco. Un subconjunto Y de X es arco-conexo silo es con la métrica inducida.

Ejemplos 8.30. Si bien toda las afirmaciones que siguen pueden comprobarse en forma directa,
algunas son mas faciles de verificar apelando a resultados que daremos después en esta misma
seccion:

1. Un subconjunto de R es arco-conexo siy solo si es un intervalo.

2. IR™\ {0} es arco-conexo si y solo si n = 2.

3. La esfera unitaria euclideana S" := {x € R"*! : ||x||, = 1} es arco-conexo para todo n = 1.
Definicién 8.31. Un subconjunto A de R” es estrellado si tiene un punto x tal que para todo otro

punto y de A, el segmento que une x con y estd incluido en A. Esto es, si para todo y € A, la fun-
cion ¢: [0,1] — R", definida por ¢(¢) == ¢- y+ (1 — ) - x, toma sus valores en A.

Ejemplo 8.32. Todo subconjunto estrellado A de R" es arco-conexo. En efecto, fijemos x € A como en
la Deﬁnici(’)n Como A es estrellado, dados y, z € A, existen caminos ¢: [0,1] — Ay ¢.: [0,1] —
A, que unen x con yy x con z, respectivamente. Entonces ¢ * ¢: [-1,1] — A es un camino que
une z con y.

Teorema 8.33. Todo espacio métrico arco-conexo X es conexo.

Demostracion. Por el Teorema 8.7, como los intervalos de R son conexos y los arcos son funcio-
nes continuas, cada par de puntos x,y de X pertenecen a un subconjunto conexo de X. Por el
Teorema|8.12|esto implica que X es conexo. O

El siguiente ejemplo muestra que la reciproca de este resultado no vale.
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Ejemplo 8.34. La curva seno del topélogo es el subconjunto
A={(x,y)eR?*:x>0e y=sen(l/x)} u ({0} x [-1,1]),

de R?. Es facil ver que {(x,y) € R?: x>0 e y = sen1/x} es arco-conexo. Por lo tanto su adherencia
A es conexa. Sin embargo A no es arco-conexo. En efecto, si hubiera un arco ¢: [0,1] — A, de (0,1)
a (1,sen(1)), entonces este camino pasaria por todos los puntos (x, y) de Acon 0 < x <1 (porque
si no su imagen no seria conexa), pero hay infinitos de estos puntos con segunda coordenada 1 e
infinitos con segunda coordenada —1, y es imposible que todos esten en la imagen de ¢, porque ¢ es
uniformemente continua.

Teorema 8.35. Si X esarco-conexoy f: X — Y es continua, entonces f(X) es arco-conexo.

Demostracion. Porque si ¢ es un arco de x a x’ en X, entonces fo¢ es un arco de f(x) a f(x)
en f(X). O

Teorema 8.36. Consideremos una familia (A;)icr de subconjuntos arco-conexos de X. Si para cada
par de puntos x,x' € Ujer Ai, existen A;,,..., A;, tales que

, .
x€Aj, X €A, y A;nA;, #@paratodoj,
entonces ;e A; es arco-conexo.

Demostracién. Por hipotesis, dados x, x’' € Ujer A;, existen puntos x = Xg, X1,...,Xn—1, X, = X tales
que para cada i < n hay un camino
@i lai, ain] — [J A
iel
de x; en x;41. Elarco ¢, * -+ * @g vade x a x'. O

Proposicion 8.37. Un producto finito de espacios métricos es arco-conexo si y solo si todos lo son.

Demostracion. Supongamos que un producto finito X := X; x --- X, de espacios métricos es arco-
conexo. Entonces, por el Teorema(8.35, como las proyecciones canénicas p;: X — X; (i=1,...,n)
son funciones continuas y sobreyectivas, los X;’s son arco-conexos. Reciprocamente, si los X;’s
son arco-conexos, entonces para cada par x := (x,...,x,) y X' = (xi,...,x;l) de puntos de X, la
funcién ¢: [0,1] — X, dada por ¢(f) := (¢1(1),...,¢,(1)), donde ¢;: [0,1] — X; esun arco en X; que
vade x; a x}, es un arco en X que vade x a x'. O

Corolario 8.38. R" es arco-conexo para todon = 1.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicion y el item 1 del Ejem-

plo[8.30, =

Proposicion 8.39. Un producto numerable de espacios métricos es arco-conexo si y solo si todos lo
son.

Demostracion. Supongamos que un producto numerable X := X; x X, x X3 x--- de espacios métricos
es arco-conexo. Entonces, por el Teorema(8.35, como las proyecciones canénicas p;: X — X; (i € IN)
son funciones continuas y sobreyectivas, los X;’s son arco-conexos. Reciprocamente, silos X;’s son
arco-conexos, entonces para cada par x := (X1, X2, x3,...) y X' := (x], x5, x3,...) de puntos de X, la
funcion ¢: [0,1] — X, dada por ¢(¢) := (¢1(2),p1(8),1(£),...), donde ¢;: [0,1] — X; es un arco en X;
que vade x; a x}, esun arco en X que vade xa x'. O
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Definicién 8.40. La componente arco-conexa de un punto x de un espacio métrico X es el conjunto
C¥ =| JIAc X:x€ Ay Aes arco-conexo}.
Proposicion 8.41. Para cada espacio métrico X y todo x,y € X las siguientes afirmaciones son verda-
deras:
1. C¥¢ es arco-conexo y no vacio.

arc
C¥¢c Cy.
Six € Ay A es arco-conexo, entonces A< C¥°.

arc arc _ arc _ arc
CnCy =@ o CY = Cy™.

X =Uyrex CF™.

S

Demostracion. Los items 1y 4 son verdaderos por el teorema|8.36} el item 2, por el Teorema|3.33} el
item 3, por la misma definicién de C%™, y el item 5, porque x € C§'° para todo x. O

Corolario 8.42. Cada componente conexa de X es union disjunta de componentes arco-conexas.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los items 2 y 4 de la Proposicién O

Ejercicio 8.43. Lositems 1,4y 5 de la Proposicion[8.41]dicen que las componentes arco-conexas de X
parten X. Muestre que la relacién binaria ~4¢, definida en las Observaciones(8.28} es la relacion de
equivalencia asociada a esa particién. Pruebe también que x ~,¢ y si y solo si existe un subconjunto
arco-conexo A de X tal que x, y € A.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de los items 2, 4 y 5 de la Proposicion O

Observacion 8.44. A diferencia de las componentes conexas, las arco-conexas pueden no ser cerradas.
Por ejemplo, las de la curva seno del topélogo son los subconjuntos {0} x [-1, 1], que es cerrado, y
{(x,y) € R2:x>0e y=sen(1/x)}, que no lo es.

8.3. Espacios localmente conexos

Definicién 8.45. Un espacio métrico X es localmente conexo si todo punto de X tiene una base de
entornos conexos. Un subconjunto de un espacio métrico es localmente conexo silo es con la métrica
inducida.

Definicion 8.46. El peine del topélogo es el subconjunto

PdT := ([0, 1] x {0}) U ({0} x [0,1D U | ({1/n} x [0,1]),

n=1
de R?, con la métrica inducida.

Observacion 8.47. Las propiedades de ser conexo y de ser localmente conexo son independientes.
Los intervalos de R son conexos y localmente conexos, los abiertos de R que no son intervalos son
localmente conexos pero no son conexos, el peine del topélogo es conexo pero no es localmente
conex y Q no es conexo ni localmente conexo.

Ejercicio 8.48. Pruebe que la curva seno del top6logo no es localmente conexa.
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Teorema 8.49. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las componentes conexas de los subcon-
juntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo y tomemos un abierto U de X. Si V es una
componente conexa de U, entonces V es abierta, porque cada x € V tiene un entorno conexo Vy (ver
la Observaci6n[2.2). Reciprocamente, supongamos que las componentes conexas de los abiertos
de X son abiertas y tomemos un x € X. Una base de entornos abiertos conexos de x se obtiene
seleccionando una base cualquiera {U} : A € A}, de entornos abiertos de x, y tomando para cada A la
componente conexa V) (x) de Uy, que contiene a x. O

Corolario 8.50. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si cada punto x € X tiene una
base de entornos abiertos conexos.

Demostracion. Esto fue probado en la demostracién del Teorema|[8.49] Para quienes objeten (con
raz6én) que un corolario de un teorema deberia ser un corolario del enunciado, y no de la demostra-
cién, damos la siguiente prueba: por el Teorema|8.49} para cada x € X, el conjunto {V;(x) : r € (0,00)},
donde V; (x) es la componente conexa de B, (x) que contiene a x, es una base de entornos abiertos
conexos de x. O

Ejercicio 8.51. Pruebe que un producto finitos de espacios métricos es localmente conexo siy solo
si cada uno de ellos lo es.

Ejercicio 8.52. Pruebe que un producto numerable de espacios métricos es localmente conexo siy
solo si cada uno de ellos lo es y todos, salvo un ntimero finito, son conexos.

8.4. Espacios localmente arco-conexos

Definicién 8.53. Un espacio métrico X es localmente arco-conexo si todo punto de X tiene una base
de entornos arco-conexos. Un subconjunto de un espacio métrico es localmente arco-conexo silo es
con la métrica inducida.

Ejemplo 8.54. Los espacios discretos son localmente arco-conexos y como las bolas abiertas de R”
son arco-conexas, también los abiertos de IR son localmente arco-conexos.

Ejercicio 8.55. Pruebe que la esfera unitaria euclideana S” es un espacio localmente arco-conexo
para cada n =0.

Observacién 8.56. Los mismos ejemplos que los considerados en la Observacion[8.47, muestran que
las propiedades de ser arco-conexo y de ser localmente arco-conexo son independientes.

Teorema 8.57. Un espacio X es localmente arco-conexo si y solo si las componentes arco-conexas de
los subconjuntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion. Copiese la prueba del Teorema(8.49} cambiando conexo por arco-conexo en todas
partes. O

Corolario 8.58. Un espacio métrico X es localmente arco-conexo si y solo si cada punto x € X tiene
una base de entornos abiertos arco-conexos.
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Notas

Demostracion. Por el Teorema(8.57} para cada x € X el conjunto {V;(x) : r € (0,00)}, donde V;(x) es la
componente arco-conexa de B, (x) que contiene a x, es una base de entornos abiertos arco-conexos
de x. O

Teorema 8.59. En todo espacio metrico localmente arco-conexo, las componentes conexas y las com-
ponentes arco-conexas coinciden.

Demostracion. Por la Proposicion sabemos que cada componente conexa Cy de X es unién
disjunta de componentes arco-conexa. Como, por el Teorema|8.57} estas son abiertas, y Cy es conexo,
necesariamente C3 = Cy. O

Corolario 8.60. Todo espacio métrico conexo y localmente arco-conexo es arco-conexo.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Notas
[1]. Uj es abierto porque U es abierto y U, es abierto porque U es cerrado. Ademds
UhuU=UuX\U)=X y UinU,=UnX\U)=4¢.

Por ultimo, U; y U, son no vacios porque @ C U C X.

[2]. Enefecto, paracada (0,#) e PdTcont>0,ycada0<r <,

B%0,)nPdT = ({0} x (t—r,t+ 1)U |J ({1/mx (t—r1,1+7)),

1/n<r

que es un conjunto que no incluye a ningtiin entorno conexo de (0, ¢) en PdT.
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CAPITULO

EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA CONTRACCIONES

En este capitulo, salvo que se indique otra cosa, dados una funcién f: X — X y un nimero
natural n, el simbolo f” denota a la potencia n-ésima de f respecto de la composicion. Asi, f” esla
composicién de f, consigo misma, n-veces.

Definicién 9.1. Un punto x de un conjunto X es un punto fijo de una funciéon f: X — X si f(x) = x.

Ejemplos 9.2. Todos los puntos de X son puntos fijos de la funcién identidad idx. La funcién
f:11,2} —{1,2}, dada por f(1) :=2vy f(2) := 1, no tiene puntos fijos.

Ejercicio 9.3. Pruebe que toda funcién continua f: [a, b] — [a, b], de un intervalo cerrado a, b de
R en si mismo, tiene al menos un punto fijo.

Definiciéon 9.4. Una funcién f: X — X es una contraccion si existe 0 < x < 1 tal que
d(f(x),f(y) <xd(x,y) paratodox,yeX.
Esto es, si es una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz menor que 1.

Ejemplo 9.5. Supongamos que f: R — R es una funcién derivable. Si existe un ntimero real x <1
tal que | f'(x)| < x para todo x, entonces f es una contracciéon. En efecto, por el Teorema del valor
medio de Lagrange, para todo par de puntos x, y € R con x < y, existe c € (x, y) tal que

lf) = FOI=1f'(Ox-pI<x(y-x) =xly— x|

Teorema 9.6 (Teorema del punto fijo para contracciones). Si(X,d) es un espacio métrico completo,
entonces toda contraccion f: X — X tiene un tinico punto fijo x. Ademds, para cada xy € X, la
sucesion (f"(xo)) s tiendeaxy

n

d(f"(xo),x) < IK

" d(xo, f (x0)) para todone NN, 9.1)

dondex es la constante de Lipschitz de f
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El teorema del punto fijo para contracciones

Demostracion. Unicidad: Si f(x) = xy f(y) = y, entonces d(x,y) = d(f(x), f(y)) < xd(x,y). Co-
mo x # 1, forzosamente x = y.

Existencia: Elijamos xy € X y consideremos la sucesién xg, x1, X2 ..., donde x, = f"(xg). Como f es
una contraccion, para todo m = n,

d(Xp, xm) = d(f" (x0), f™ (x0))
<«x"d(xo, f™" (x0))
m—n-1 . .
<x™ Y d(f xo), f (x0)
(9.2)

i=0
m—-n—-1
< K"( > K’) d(xo, f (x0))
i=0

< lK_Kd(xo,f(xo)).

Esto implica que (x,) ,ew es de Cauchy, porque k" tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito. Por lo tanto,
como es completo, (x,) ey converge. Escribamos x = lim,,—.« X,. Entonces

£00 = £{Jim " xw)) = Jim, £ o0 = x.

Resta probar que la tiltima afirmacion es verdadera. Pero como d (xn, f (x)) =lim;;— o d(Xp, X)), €StO
es una consecuencia de la desigualdad (9.2). O

El corolario que sigue dice que si dos iteraciones consecutivas f"~"(x9) y f n=r+1l(x,) estan cerca,
entonces el punto fijo no puede estar lejos.

Corolario 9.7. Con las notaciones y las hipétesis del Teoremal9.6,

r

d(f"(xo),x) < 1K d(f”_r(xo),f”_r“(xg)) paratodor,ne N, conr < n.

Demostracion. Esto no es mds que la cota[9.1} cuando la iteracién para aproximar el punto fijo x se
empieza en f"~"(x) en lugar de x;. Esto es, cuando para obtener sucesivas aproximaciones a x se
usa de la sucesion f(zo),fz(zo),f3(zo),..., con zg = [ (xp). O

Observacion 9.8. La hipotesis de que d(f(x),f(y)) < d(x,y) paratodo x,y € X con x # y es lo
suficientemente fuerte como para concluir que f puede tener a lo sumo un punto ﬁj pero no
basta para garantizar lo tenga. Por ejemplo, supongamos que x; < x» < X3 < -+ €s una sucesién
estrictamente creciente de ntimeros reales que no es de Cauchy (o, lo que es igual, que tiende a
infinito) y tiene la propiedad de que x;1+2 —x;+1 < X;4+1 —X; paratodo i. Entonces X := {x; : i € N} esun
subespacio cerrado (y por lo tanto completo) de R, yla funcién f: X — X, definida por f(x;) := x;j11
no tiene puntos fijos. Pero

Lf () = FX)] = Xj1 = X1 = Xju1 = Xj+ Xj = Xiw1 < Xj— X1 + Xiw1 — X = |Xj — X4

para cada par i < j de indices. Un ejemplo concreto se obtiene tomando x; := 5:1 %

Ejercicio 9.9. Supongamos que ! es un intervalo de R con extremo derecho +oco. Asi I = R o exis-
te ae R tal que I = (a,00) 0 I = [a,00).
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1. Pruebe que si g: I — R es una funcién continua y derivable tal que —1 < g’(x) < 0 para
todo x, entonces la funcién f: I — I, definida por f(x) := x + g(x) no tiene puntos fijos y
satisface | f(x) — f(y)| < |x — y| para todo x, y € R. De un ejemplo concreto.

2. Pruebe que si h: I — R es una funcion derivable tal que h y I’ son estrictamente crecientes
y existe a > 0 tal que h~1: h(I) — I es derivable en todo punto de la forma y + a, con y € h(l),
entonces la funcién g: I — R, definida por g(x) := h™' (h(x) + a) — x satisface las condicio-
nes pedidas en el item anterior. De un ejemplo concreto que produzca una funcién g no
considerada antes.

Ejemplo 9.10. La funcién f: R — R, definida por f(x) := %arccot(x), donde arccot(x) es el tinico
y € (0,7) tal que cot(y) = x, tiene derivada f'(x) = ﬁ y, por lo tanto, es una contraccién con
constante de Lipschitz k < % (en realidad %). En consecuencia tiene un tinico punto fijo X. Queremos
calcular X en forma aproximada. En la segunda columna del cuadro[9.1]figuran los resultados de las
primeras 10 iteraciones de f, empezando en xp = 0. En la tercera columna calculamos la cota, dada
por la férmula[9.1} del error cometido en las sucesivas aproximaciones de X obtenidas en la segunda
columna.

Cuadro 9.1: Sucesivos valores de f"(0)

n 1) sl £(0)]
1 0.785398163397448 0.785398163397448
2 0.452511288383271 0.392699081698724
3 0.572927987477856 0.196349540849362
4 0.525260306808957 0.098174770424681
5 0.543572642458640 0.049087385212341
6 0.536450568133418 0.024543692606171
7 0.539207614801741 0.012271846303086
8 0.538138378864879 0.006135923151543
9 0.538552757237983 0.003067961575772
10 0.538392122547261 0.001533980787886

Ejemplo 9.11. Los métodos exactos para resolver sistemas de ecuaciones lineales son computacio-
nalmente muy demandantes, y son impracticables cuando el nimero de variables crece mas alld
de unos pocos valores. Por eso se han desarrollado procedimientos iterativos para resolver este tipo
de problemas. Ahora veremos uno que se obtiene aplicando el teorema del punto fijo para contrac-
ciones. La técnica que presentaremos no se usa en la practica debido a que se dispone de otras mas
eficientes, pero da una primera idea de los métodos iterativos en dlgebra lineal. Consideremos un
sistema de m ecuaciones lineales con m incognitas y coeficientes en C,

a1t + Aiymim = b1
a121+-+ AamiZm = bz
9.3)

an Z1++AmmZm =bm
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Escribamos (9.3) en la forma Az = b, con

al - aim <1 b
A=t o b 2= 1]y b=

aAm1 *° Amm Zm bm

(en este ejemplo representamos los elementos de C™ como vectores columnas). Como Az = b si
ysolosi (-A+ )z + b = z, resolver el sistema es equivalente a encontrar los puntos fijos de la
funcién

TC,b: Cc"— Cm,

definida por T¢ ;(2) :== Cz+ b, donde C := —A + I. Por consiguiente, si T¢ ; es una contracciéon
respecto de alguna norma de C™, entonces tiene solucion tinica, y un método para encontrarla
es calcular lim;,_., T, g »(%0), (por supuesto que en general en forma aproximada, y con ayuda de una
computadora), donde zy es un vector columna arbitrario, pero fijo, de C". Tomemos una norma | ||

y escribamos T¢ := T¢ . Puesto que
I(Tc,p(2) — Tep(w) | = ICz— Cw| = (Tc(2) — Te(w)ll,

y Tc es una funcion lineal, el operador T j, es una contraccion respecto de | | siy solo si existe
0=x<1talque
| Tc(2)l < x|zl todozeC™,

Por supuesto, que este sea o no el caso, depende de lanorma de C™ elegida. Por ejemplo, supongamos
que elegimos la norma || [l Un célculo directo muestra que

ICzlleo = o ijZj

< mdx (Zlcullzjl)<lmax (ZICUI) 94)

1

para todo z € €™ con ||z]l« = 1, donde (aqui y en las demds cuentas hechas en este ejemplo) c; jes
la entrada i, j de la matriz Cy z; es la j-ésima coordenada de z. Por lo tanto para que T¢ sea una
contraccion respecto de || ||« €s suficiente que

Mz

lcijl <1 paratodo i.

.
1l
—

Supongamos ahora que elegimos la norma || ||;. Entonces

m
ICzlly =)

i=1

m
> Cijzj

j=1

sgg cijllzjl = Z (|z]|2|cl]|) <m]aX(Z|c,]|)

Jj=1 i=1
para todo z€ C™ con || z||; = 1y, por lo tanto, T¢ es una contraccién respecto de || ||; siempre que

m
Y lcijl<1 paratodo j.
i=1

Finalmente, si usamos lanorma | ||, con 1 < p < oo, entonces por la desigualdad de Holder

m

D Cijzj

m
lzlh=3"

p m m m
=2 v X leil g X 1z1P
i=1 j=1
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para todo z € C" con | z||, =1, donde 1 < g < oo estd definido por laigualdad 1/p +1/g = 1. Por ende,
usando esta norma obtenemos que una condicién suficiente para que T¢ sea una contraccion es que

Notemos que cuando p = 2, esta condicién toma la forma m4s sencilla Z;”jzl [cij > <1.

Antes de continuar presentamos el concepto de funcién afin. Por ahora nuestro tinico objetivo es
introducir la terminologia. Estudiaremos un poco més profundamente esta nocién en un capitulo
posterior, en el cual la presentaremos mediante una definicién alternativa, pero equivalente.

Definicién 9.12. Una funcién f: V — W, donde V y W son R-espacios vectoriales, es afin si la
funcién g: V — W dada por g(x) := f(x) — f(0) es lineal.

En el ejemplo anterior vimos que un operador afin T¢ ,: C™ — C™ es una contraccién respecto
deunanorma || || de C™ siysolo silo es T¢, y vimos condiciones suficientes para que esto ocurra con
las normas mas conocidas. Estas condiciones pueden ser ttiles para mostrar, por ejemplo, que T¢
tiene un tnico punto fijo (necesariamente 0) para una matriz determinada C. Pero mucho més intere-
sante seria encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre C para que T¢ sea una contracciéon
respecto de alguna norma | || de C". Nosotros analizaremos esta cuestion en el Capitulo|[11]

9.1. Existenciay unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales

Ahora probaremos un famoso teorema de Picard acerca de la existencia y unicidad de las solucio-
nes de ciertas ecuaciones diferenciales. En el proceso usaremos libremente el concepto de derivada
e integral de funciones reales con valores en R".

Teorema 9.13. Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial

dy_
a —f(x;J/)»

donde f: U — R" es una funcién continua definida en un abierto U deR. x R". Si existe un M = 0 tal
que
Aoo(f (X, Y1), f (%, 12)) < Mdoo(y1,¥2)  paratodo (x,y1) y (x,y2) en U,

entonces para cada (xy, yo) € U existe un segmento [xo — d, xo + d] y una uinica funcion diferenciable
@: [xo—d,xo+d] — R",

cuyo grdfico pasa por (xy, yo), tal que

d
x,px)elU y _d(p (x) = f(x,0x) para todo x € [xg — d, xo + d,
X
o0, equivalentemente, tal que (x,p(x)) € U para todo x € [xo—d,xo+ d] y

X
Pp(x) = J’0+f ft,p)dt. (9.5)
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Demostracion. Por el Teorema sabemos que el conjunto C([xo — d, xo + d], R"), de las funcio-
nes continuas de [xg — d, xo + d] en R", es un espacio métrico para cada d > 0 (aqui tanto a R"
como a C([xo — d, xo + d],R") los consideramos provistos de la distancia dw,). Como f es conti-
nua, existen K = 0 y un entorno abierto V de (xo, Jo), incluido en U, tal que || f(x,y)lloo < K para
todo (x,y) € V. Dado que es abierto, este conjunto V incluye una infinidad de rectdngulos n + 1-di-
mensionales Ry » := [xo — d, xo + d] x Bf"" [yo], con centro (xo, yo). Escribamos

Dg.r = C(Ixo — d, Xo + d], B&=[yp)).

Ahora mostraremos que los nimeros d y r pueden tomarse en forma tal que la corresponden-
cia@: Dy, — C([xo—d,xo +d],R"), dada por

Alp)(x) := yo+f fp®)dt,

aplica Dy, en Dy, y define por correstriccién una contraccién de Dy ;. Esto es suficiente para
concluir que existe una funcion ¢ que satisface la tesis del enunciado. En efecto, por el Teorema[6.27),
sabemos que Dy, es un espacio métrico completo. En consecuencia, por el Teorema[9.6, como A
es una contraccion de Dy ,, hay una tinica funcién ¢ en D, , que satisface la igualdad (9.5), como
queremos. Veamos ahora que d y r pueden elegirse en forma apropiada. La desigualdad

IA(p) (%), Yolloo =

X
f f(t,q)(t))dtH < Klx - xol,

(e}

muestra que para que A aplique Dy , en si mismo basta tomar r = Kd, y la desigualdad

(A1) (x) = A(@2) (0 lloo =

f(f(t,<p1(t))—f(t,qoz(t)))dtH < Mdl¢1, 9200

0 o0

muestran que para que A sea una contraccion es suficiente tomar d de forma tal que Md < 1. Como
ambas cosas pueden hacerse esto termina la demostracion de la existencia de una solucién de la
ecuacion diferencial. Pero en principio no es suficiente para probar la unicidad. Por el teorema
del punto fijo para contracciones es claro que hay una sola solucién ¢ que satisface ¢(xp) = yo
v l(x) — yoll < r para todo x € [xp — d, xp + d]. Pero en principio podria haber otras. Supongamos que
hay otra solucion @. Entonces existe al menos un punto x € [xp — d, xp + d] tal que [|p(x) — yoll > r.
Supongamos que algunos de estos puntos son mayores que Xxp y tomemos su infimo x;. Por la
continuidad de ¢, necesariamente ||¢(x) — y; || = r. Pero, por otra parte,

l(x1) = Yolloo =

ff(t,(p(t))dtH Sf If(t,p(0)ldt < K(x1—x0) <T,

o0 0

porque | flloo < K sobre R; , y r = Kd. De modo que no hay puntos x mayores que xp con ¢(x) >r.
Un célculo similar muestra que tampoco hay puntos x menores que x, con ¢(x) > r. Por lo tanto la
solucidn es tnica. O

9.2. Algunas generalizaciones

Teorema 9.14. Si (X, d) es un espacio métrico completoy f: X — X es una correspondencia tal que
f™ es una contracion para algtin ng € IN, entonces f tiene un tinico punto fijo.
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Demostracién. Como, por el Teoremal9.6} la funcién f™ tiene un solo punto fijo, f no puede tener
maés de uno, porque todo punto fijo de f también lo es de f™. Supongamos que x es el Ginico punto
fijo de f™. Entonces las igualdades

f@)=f(fw)=f"(fw),

muestran que f(x) también es un punto fijo de f™. Como el punto fijo de f™ es tinico, esto implica
que f(x) = x. Asi, f tiene un punto fijo, como queremos. O

Ejemplo 9.15. Es facil mostrar que existe una funcién f que satisface las hipétesis del Teorema(9.14]
con el minimo 7 tal que f” es una contraccién arbitrariamente grande. En efecto, para ello basta
tomar X :={1,...,n}, con la métrica discreta, y definir

f(i)::{l sii=1,

i—1 sii>1.

Ejercicio 9.16. Supongase que (Y, d Y) es un espacio métrico completo y que {x;,...,x;} es un con-
junto de cardinal n disjunto de Y.

1. Pruebe que X := Y U{xy,...,x,} es un espacio métrico completo via

d¥(w,z) siw,zeVY,
d¥(w,z):=40 siweYyw=z,

1 en otro caso.

2. Pruebe ademds que si g: Y — Y es una contraccién, entonces para cada xp € Y, la fun-
cién f: X — X, definida por

Xj—1 Siz=x;coni=1,

Fl2) = {g(z) sizey,

tiene la propiedad de que f” es una contraccién y f/ no es una contraccién para ningtn j < n.

Ahora usaremos el teorema anterior para probar que un tipo de ecuaciones integrales tiene
solucién tnica.

Teorema 9.17. Fijemos un intervalo cerrado [a, b] de R y denotemos con T al tridngulo formado
por los puntos (x,y) € [a, b] x [a, b] con y < x. Consideremos funciones continuas K: T xR — R
y@: [a,bl — R. Si K satisface la siguiente condicién de Lipschitz con respecto a la tercera variable:

IK(x,y,21) —K(x,y,22)| < Mlz1 — 22| paratodo (x,y,z1) y (x,y,22) en T x R,

entonces la ecuacion integral

fx) =)Lf K&x,y, fn) dy+p(x), 9.6
a

donde A € R es arbitrario, tiene una tinica solucion continua f: [a, b] — R.
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Demostracion. Consideremos la aplicaciéon
A: C(la,bl,R) — C([a, b],R),
definida por
AUMszjKWJJUmdy+wWL
Afirmamos que

d(An(fl)(x)'An(fz)(x)) < |A|"M" (x—a)

o doo(f1, f2) paratodo x € [a, b].

En efecto, el caso n =0 es trivial, y suponiendo que el resultado vale para # obtenemos

d(A"™ () (x), A" () (x) = 1A

X
f(K(x,y,A"(fl)(y))—K(x,y,A”(jE)(y)))dy"
a

[e¢]

<|Al sup IK(x,y, A" (f(1) = K(x,y, A" (L))l dy

x€la,b)Ja

<A f MIAM(R) () - A" () () dy

y-a)"

X
<M [ i £ dy
a .

y-a)"
n!

X
— A M () ) f dy
a

" " ( _ )n+1
=AM “%doo(fl,fz),

lo que prueba la afirmacién. En consecuencia A es uniformemente continua y A” es una contracciéon
para n suficientemente grande. Por lo tanto, por el Teorema la ecuacién integral tiene una
Unica solucién continua. O

Enla Observaci()nvimos que la condiciéon d ( f),f (y)) < d(x,y) para x # y no es suficiente
para garantizar que f tenga un extremo. El siguiente teorema de Edelstein da un resultado positivo
cuando el espacio ambiente es compacto.

Teorema 9.18 (Edelstein). Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces toda funcion f: X — X
que satisface d(f(x), f(y)) < d(x, y) para para todo x,y € X con x # y, tiene un tinico punto fijo.

Demostracion. En la Observacion [9.8|vimos que no puede haber mds de un punto fijo. Para ver
que efectivamente hay uno, notemos que por el Teorema 7.27} la aplicacién g: X — R, definida
por g(y) == d(y, f()) alcanza su minimo en un punto x de Si f(x) # x, entonces

d(f ), f2 () <d(x, f(x),

lo que contradice el hecho de que g tiene un minimo global en x. Por lo tanto f(x) = x. O

A diferencia de la demostracién del Teorema del punto fijo para contracciones, la prueba del
Teorema|9.18/no es constructiva, en el sentido de que no da un método para aproximar el punto
fijo x. A continuacién veremos que el algoritmo para aproximar x propuesto en el enunciado del
primer teorema funciona también bajo las hipdtesis del segundo.
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Notas

Proposicion 9.19. Si (X,d) y f: X — X satisfacen las hipétesis del Teoremal9.18, entonces para cada
xo € X la sucesion (f™(xo)) oy tiende al tinico punto fijo x de f .

Demostracion. Si existe ng tal que f (xp) = x, entonces x = f(x) = f Mo+l = f M+2(x) =-.-. Asique
podenos suponer que f"(xp) # x para todo n. Asumiendo esto, la desigualdad

d(f" (xo),x) = d(f" (x0), f(x)) < d(f" (x0), X)

muestra que la sucesion de niimeros reales positivos (d(f"(xo), X)),y €s estrictamente decre-
ciente, por lo que converge a su infimo o. Supongamos que o > 0. Como X es compacto, la su-
cesion (f"(xp)),,cy tiene una subsucesién convergente (" (xo)) jey- Denotemos con X a su limite.
Como la funcién distancia es continua,

dx,x)=d (]linolofnj (xo),x) = JILTOd(f"j (xo),x) =o.
Pero entonces, por un lado
d(f(%),x) = d(f(®), f(0) <d(Xx) = o,
mientras que, por otro lado, como f y d son continuas,
d(f(x),x)=d ].lggof"f“(xo),x) = d(lim_f"(x0),x) = lim d(f"(x0), %) = o,

lo que es una contradicciéon. Asi que o = 0, como queremos. O

Observacion 9.20. En vista de la proposicién anterior se podria pensar que bajo las hipétesis del
Teorema de Eldestein f es una contraccion, pero esto no es cierto. Por ejemplo, la funcién f: [0,1] —
R, definida por f(x) := x(1 — x), satisface

f) = fWI=lx=x-y+ Y =1x—y—(x-Px+ | =1x=ylll - (x+y)|<|x—y|

si x # y, pero no existe ningtin A € (0,1) tal que | f(x) — f(y) = A|lx—y| paratodo x,y € (0,1), con x # y.

Notas

[1]. Sixesunpunto fijoe ye€ X\ {x}, entonces
d(x, f)=d(fx), f(y) <d(x,y),

porlo que f(y) #y.

[2]. Lafunci6n g es continua porque es composicion de las funciones continuas y — (y, f()) y d.
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CAPITULO

EL TEOREMA DE BAIRE

Empezamos este capitulo estableciendo dos resultados muy simples y elementales, acerca de
ciertas uniones e intersecciones finitas, que valen en todo espacio métrico X.

Proposicién 10.1. SiUj,...,U, < X son abiertos densos, entonces ﬂl’.lzl U; es denso.

Demostracion. Consideremos un abierto V de X. Como U; es denso, VN U; # @. Como U, es den-
so, VNnU;NnU, # @, etcétera. O

Ejercicio 10.2. Pruebe que todo subconjunto de X que es unidn finita de cerrados con interior vacio
tiene interior vacio

Un teorema muy profundo y extraordinariamente ttil de Baire asegura que en espacos métricos
completos los resultados anteriores valen para intersecciones y uniones numerables. En este capitulo
probamos este hecho y derivamos unas pocas de sus consecuencias. Muchas mds pueden encontrarse
en el excelente libro “El Teorema de Categoria de Baire y Aplicaciones” de Wilman Brito.

Definicién 10.3. Decimos que un subconjunto A de un espacio métrico X es nunca denso si A tiene
interior vacio, que es de primera categoria si existe una familia numerable (A,) ey de conjuntos
nunca densos de X tal que A =5, Apn, que es de segunda categoria sino es de primera categoria y
que es residual si su complemento X \ A es de primera categoria.

Observacién 10.4. Si A< X es unién de subconjuntos nunca densos A, (n € IN) de X, entonces cada
subconjunto B de A es unién de los subconjuntos nunca densos A, N B de X. Por consiguiente, todo
subconjunto de un subconjunto de primera categoria de X, es de primera categoria. Por la misma
definicién de subconjunto residual, esto implica que todos los superconjuntos incluidos en X, de un
subconjunto residual de X, son subconjuntos residuales de X.

Proposicién 10.5. Toda union contable de subconjuntos de primera categoria de un espacio métrico X
es un subconjunto de primera categoria de X.

Demostracion. Como toda unioén finita se puede expresar como una unién numerable agregando
conjuntos vacios, basta probar que cada union numerable U7°_, A;,, de subconjuntos de primera
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categoria de X, es de primera categoria, para lo que es suficiente notar que si A;; es unién numerable
de subconjuntos con interior A,, , (n € IN) de X, entonces

)
U Am = U Am,n

m=1 n,melN
también es una unién numerable. O

En muchas teorias matemaéticas es conveniente tener formas de asignarle un invariante a los
objetos de estudio, que de alguna manera mida el “tamano” que estos tienen. Por supuesto, en
realidad la nocién de tamafio estd dada por el invariante que se asigna, y se han inventado muchos.
Por ejemplo existe el concepto de cardinal de un conjunto, que formaliza la nocién de “cantidad
de elementos”, también se han inventado diversos conceptos de dimensién (en dlgebra, anélisis y
geometria), la nocién de medida (de Lebesgue) de conjuntos medibles, etcétera. La introducciéon de
los conceptos de conjuntos de primera y segunda categoria y de conjunto residual se enmarca en
este tipo de précticas. La idea es que los subconjuntos de primera categoria de un espacio métrico
deberian ser pequenos, los de segunda categoria deberian ser grandes y los residuales, enormes.
;Pero es verdaderamente asi?. No, no lo es. Al menos, no siempre. Por ejemplo, todos los subconjuntos
de Q) son de primera categoria (porque son finitos o numerables), por ende ) no tiene subconjuntos
de segunda categoria, y todos son residuales. Sin embargo, ) es un espacio métrico patolégico.
Enseguida veremos que en espacios razonables, los conjuntos de primera y de segunda categoria se
comportan como deben.

Definicién 10.6. Un espacio métrico es un espacio de Baire si todos los subconjuntos de primera
categoria tienen interior vacio.

Proposicion 10.7. Para todo espacio métrico X son equivalentes:
1. X es un espacio de Baire.
2. Todo subconjunto residual de X es denso.
3. Toda unién numerable de cerrados con interior vacio, tiene interior vacio.
4

Toda interseccion numerable de abiertos densos, es denso.

Demostracion. 1. < 2. Porque un subconjunto de X tiene interior vacio siy solo si su complemento
es denso.

3. & 4. Por las leyes de Morgan y porque un subconjunto de X es abierto y denso si y solo si su
complemento es cerrado y tiene interior vaci

1. = 3. Como un conjunto es cerrado si y solo si coincide con su adherencia, el item 1 implica el
item 3.

3. = 1. La unién de una familia numerable (A;, A2, As,...) de conjuntos nunca densos A; tiene
interior vacio, porque esta incluida en el conjunto U2, A;, cuyo interior es vacio por hipétesis. [

Observacion 10.8. Por definicién, un espacio métrico es de Baire si sus subconjuntos de primera
categoria son pequenos en un sentido topoldgico preciso. Ademds, por la Observacion[10.4] ningtin
subconjunto de segunda categoria de X puede estar incluido en uno de primera categoria. En otras
palabras, ningtin subconjunto de segunda categoria de X es menor que uno de primera categoria,
respecto de la inclusién. Por otra parte, por la Proposicion[10.5} todo subconjunto residual de X es
de segunda categoria y, nuevamente por la Observacién|10.4} ningtin subconjunto no residual de X
puede incluir a uno residual.
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Teorema 10.9. Si(C;);cv es una familia de cerrados de un espacio de Baire X y U es un abierto de X
que corta al interior de U C i, entonces U corta a U°° C 2. Dicho de otra forma,

Um(UCi) Ze=>Un|JC;#2.
i=1 i=1

Demostracion. Debemos probar que existe 7 € IN tal que U N C;, # . Como U es abierto,

oo o
Ci2Un UC,‘ ,
1 i=1

el interioi deUs2, (ﬁm C;) es no vacio. En consecuencia, por la Proposicién existe un subindice n
tal que (U N Cy)° # @. Pero entonces

8

Un(fjci)o;éib y U(UﬂC,)zU

i=1

C8

~
~
I

UncC,2Un(UnCy)° #9,
donde la dltima desigualdad vale porque U es denso en Uy (ﬁﬂ C n)o, es un abierto no vaciode U. [

Corolario 10.10. Si (C;);e es una familia de cerrados de un espacio de Baire X y el interior de 72 | C;
es denso, entonces\ U2, C; es denso.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de Teorema porque un subconjunto de X
es denso siy solo si su interseccién con cada abierto U de X es no vacio. O

10.1. El Teorema de Baire

Teorema 10.11 (Teorema de Baire). Los espacios métricos completos son espacios de Baire.

Demostracion. Debemos probar que si X es un espacio métrico completo y (C;);ev es una familia
numerable de cerrados de X con interior vacio, entonces U;2, C; tiene interior vacio. Supongamos
que esto no es cierto para un X y una familia (C;);en, y tomemos un abierto U de X incluido
en U‘l?zl C;. Como el interior de C; es vacio, existe x; € U \ C;. Por lo tanto, como U \ C; es abierto,
hay una bola cerrada Erl (x1) tal que Erl x)cUy G mﬁr, (x1) = @. Podemos suponer ademas
que r; < 1. El mismo argumento prueba que hay una bola cerrada B, (x2), de radio menor que 1/2,
tal que Br2 (x0) © Br1 (x1) yCon Br2 (x2) = @. Siguiendo con este procedimiento obtenemos una
sucesion de bolas cerradas
By, (x1), By, (x2), Br, (x3), B, (x4), ...,

cada una incluida en la anterior, cuyos radios tienden a cero y tales que C; N B; = @. Por el Teo-
rema la interseccion 72, B; contiene un punto x, que no puede estar en ningin C;. Pero
comoB,cUC U?Zl C;, esto es imposible. O

No todos los espacios métricos son espacios de Baire. Por ejemplo, como ya vimos, ) no lo es.
Por otra parte, hay espacios métricos no completos que son espacios de Baire. Quizds la forma mas
facil de convencerse de esto es notar que si a un espacio métrico completo (o, mds generalmente, a
un espacio de Baire) se le sustrae un cerrado con interior vacio, lo que queda es un espacio de Baire.
El siguiente resultado generaliza este hecho.

Proposicion 10.12. Si X es un espacio de Baire, Y es un subconjunto denso de X y existen abiertos U;
de X (i€ IN) tales que Y = ;e U;, entonces Y, con la métrica inducida, es un espacio de Baire.
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Demostracion. Debemos probar que la interseccion de una familia numerable arbitraria (V) jery de
abiertos densos de Y, es un conjunto denso de Y. Por la Proposicién|2.22] para cada j € IN existe un
abierto W; de X tal que V; = W; n Y. Entonces

A=Vi=WjnY=[W;nU;
icelN JjeN jeN
ielN
es intersecciéon de una familia numerable de abiertos de X y, por lo tanto, como X es de Baire, es
denso en X. Como A< Y esto implica que A es denso en O

Definicién 10.13. Un subconjunto de un espacio métrico X es llamado un conjunto Gs si es inter-
seccion de una familia numerable de abiertos de X y es llamado un conjunto F; si es unién de una
familia numerable de cerrados. Un subconjunto de X es ambiguo si esun Gs y un Fy;

Ejemplos 10.14. Como el conjunto vacio y X son abiertos y cerrados, cada subconjunto abierto de X
es un Gs y cada subconjunto cerrado de X es un F,. Como los puntos son cerrados, cada subconjunto
numerable de X es un F;; y cada subconjunto de X obtenido quitandole a X un subconjunto nume-
rable de puntos es un Gs. En particular Q es un subconjunto F,; de R. Si X es discreto y numerable,
entonces todos sus subconjuntos son ambiguos.

Ejercicio 10.15. Pruebe que toda unién numerable de F;’s es un F; y que toda interseccion numera-
ble de Gs’s es un Gs.

Observacion 10.16. La Proposicién(10.12|{dice que todo subconjunto G5 y denso de un espacio de
Baire es un espacio de Baire.

Ejemplo 10.17. El conjunto R\ Q) de los ntimeros irracionales, con la métrica usual, es un espacio
de Baire. En efecto, como R es un espacio de Baire, R\ Q es densoen Ry

R\Q=[R\{x},
xeQ
esto es un corolario de la Proposicién|10.12

Proposicion 10.18. Siun subconjunto de un espacio métrico completo es un Ggs, entonces es un espacio
de Baire.

Demostracién. Si X es un espacio métrico completo e Y € X es un Gy, entonces Y es un G5 de Y.
Como Y es completo porque es un cerrado de un espacio métrico completo, el resultado se sigue del
Teorema|10.11]y la Proposicién|10.12 O

Ejemplo 10.19. El conjunto de los ntimeros racionales no es un Gs de R, porque si lo fuera seria un
espacio de Baire, y sabemos que no lo es.

Ejercicio 10.20. Pruebe que para todo espacio métrico X las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. X esun espacio de Baire.

2. Toda unién numerable de F;’s con interior vacio es un F, con interior vacio.

3. Toda intersecciéon numerable de Gs’s densos es un G5 denso.
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Recordemos que un punto x de un espacio métrico X es aislado si existe r > 0 tal que B, (x) = {x}.
Esto es, si {x} es un abierto de X. Recordemos también que un espacio métrico infinito (y los espacios
sin puntos aislados lo son) no puede tener ningtin subconjunto denso finito. Por consiguiente, los
conjuntos densos considerados en el teorema que sigue y en su corolario no pueden ser finitos.

Teorema 10.21. Si X es un espacio de Baire sin puntos aislados y G < X es un Gs denso, entonces G es
no numerable. En particular X es no numerable.

Demostracion. Escribamos G como interseccion G = ﬂ‘i’il U;, de una familia numerable de abier-
tos (Uj)jen.- Si G fuera numerable (digamos G = {x; x»,...}) entonces

@=GNX\G=[\Uin ] X\{xj},
ielN jelN
lo que contradice la hipotesis de que X es un espacio de Baire, porque los conjuntos X \ {x;} son

abiertos densos debido a que los puntos x; no son aislados. O

Corolario 10.22. Si X es un espacio métrico completo sin puntos aislados, entonces ningtin subcon-
junto denso numerable de X es un Gg.

Demostracion. Por el teorema anterior y porque los espacios métricos completos son espacios de
Baire. O

Corolario 10.23. Si X es un espacio métrico completo con finitos puntos aislados, entonces X no es
numerable (aunque puede ser finito).

Demostracion. Si X es finito no hay nada que probar. Supongamos entonces que X es infinto y
denotemos con ais(X) al conjunto de sus puntos aislados. Como ais(X) es finito y abierto (porque es
una unién finita de conjuntos abiertos), X \ ais(X) es un subespacio completo sin puntos aislados de
X. En consecuencia, por el Corolario como X \ais(X) es trivialmente un Gs de si mismo, el
conjunto X \ ais(X) (y por lo tanto también X) es no numerable. O

10.2. Aplicaciones

En esta seccién

10.2.1. Puntos aislados

Los resultados de esta subseccién estdn muy relacionados con los tltimos resultados de la secciéon
anterior. Dado un subconjunto A de un espacio métrico X, denotemos con ais 4 (X) al subconjunto
de A formado por los puntos aislados de X que estan en A.

Proposicion 10.24. Si X es un espacio de Baire, entonces U NV < aisyny (X), para cada par U yV de
abiertos de X, con uno de ellos numerable.

Demostracion. Supongamos que (U n V) \ aisynv(X) es no vacio. Entonces es finito y todos sus
puntos son aislados, o es infinito numerable, y por el Teorema también tiene puntos aislados.
Pero esto evidentemente es absurdo. O

Corolario 10.25. SiV es un abierto numerable de un espacio de Baire X, entonces aisy (X) es infinito
yV =aisy(X)
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Demostracién. Como aisy (X) € V, es claro que aisy(X) € V, y tomando U = X en la Proposi-
cién [10.24} se comprueba que V < aisy (X). Resta verificar que aisy (X) es infinito. Pero esto es
cierto, porque si aisy (X) fuera finito, entonces

V =aisy (X) = aisy (X),

debido a que los subconjuntos finitos de un espacio métrico son cerrados, lo que es absurdo, porque,
como V es numerable, V no es finito. O

Ejercicio 10.26. Use el Corolario10.25|para dar otra prueba del Corolario|10.23

10.2.2. Funciones continuas sin derivada en ningtn punto

Durante mucho tiempo se discuti6 si existian funciones continuas sin derivadas. Por ejemplo,
Lagrange creia que toda funcién continua era derivable salvo posiblemente en un conjunto pequeno
de puntos, pero Riemman pensaba que existian funciones reales continuas de variable real no
derivables, y propuso un ejemplo, que result6 ser falso. El primer ejemplo de una funcién continua
sin derivada en ningin punto publicado en una revista de matemética con referato fue dado por
Weierstrass, pero parece haber uno anterior debido a Bolzano. Para més detalles ver el libro de Brito
mencionado arriba. Aplicando el Teorema de Baire es posible probar que las funciones continuas sin
derivada no solo existen sino que son la mayoria.

Definicién 10.27. Una funcién continua g: [a, b] — R es lineal a trozos si existe una particion
aAa=Xg<X1<-<Xp_1<Xp=b
de [a, b] tal que la restriccién de g a [x;, x;+1] es una funcién afin g(x) = a;x + B; para todo i.
El siguiente resultado es interesante en si mismo.

Proposicion 10.28. El conjunto LT ([a, b],R), de las funciones lineales a trozos de [a, b] en R, es denso
en (C(la, b, R), dwo)-

Demostracion. Fijemos f € C([a, b],R). Debemos probar que para todo € > 0 la bola B.(f) contiene
funcién lineal a trozos g: [a, b] — R. Puesto que f es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal
que | f(x)— f(x)| < e/2 siempre que |x— x'| < §. Tomemos n € IN mayor que (b— a)/8, y consideremos
la particién

a=xg<xX1<:<Xp_1<Xp=>b

de [a, b], donde x; = a+i(b— a)/n. Afirmamos que la tnica funcién g: [a, b] — R que coincide con f
en cada punto de la particién y es lineal en cada intervalo [x;, x;+1], pertenece a B.(f). En efecto, por
la desigualdad triangular,

lg(x)— f)|<|g(x)—gx)+1g8(x;) — fx) <el2+€l2 =k,
para todo x € [a, b], donde x; es el punto de la particién més cercano a f. O

Definicién 10.29. Por definicion, la mdxima pendiente MP(f, x), de una funcién f: [a, b] — R en un
punto x € [a, b], es el supremo de los valores |(f(x +h)— f(x))/h|. Asi,

fx+h)-f(x)

MP(f, x) := Sup{' o

:x+he[a,b]}.
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Observacion 10.30. Si MP(f, x) > MP(g, x), entonces

MP(f + g,x) = MP(f, x) —-MP(g, x),

porque
FHO+W-(f+9m| _|fx+h—f0) gl+h) -g)
h B h h
. ﬂx+M—fu0_‘mx+m—g@)
B h h
S PACR D CO) VPP
h
para todo h.

Lema 10.31. Para todo M, N € (0,00) existe h € C([a, b],R) tal que | hlloco < M y MP(h,x) > N para
todo x.

Demostracion. Consideremos la particion
Aa=Xg<X1<-<Xp_1<Xp=b

de [a, b], donde x; = a+ ib;n“. La funcioén lineal a trozos h: [a, b] — R, afin en cada intervalo [x;, x;+1],
determinada por

M siiespar,
h(x;) = ..
—M siiesimpar,

satisface las condiciones pedidas si n = %. O

Teorema 10.32. El conjunto de las funciones continuas f: [a,b] — R derivables algtin punto es de
primera categoria en (C(a, b, R), dw).

Demostracion. Consideremos los conjuntos
Cn={f €C(la,b],R) : MP(f, x) < n para algiin x},

donde 7 varia sobre los nimeros naturales. Como la unién de los Cj, incluye a todas las funciones
derivables en algtin punto, para terminar la demostracioén bastard probar que cada C,, es cerrado con
interior vacio.

C,, es cerrado. Por la misma definicién de C,,, dada una sucesion (f;) ;e de puntos de C,, que tiende
uniformemente a una funcién f: [a, b] — R, existe una sucesién (x;);cy de puntos de [a, b] tales
que MP(f;, x;) < n para todo i. Como [a, b] es compacto, (x;);e tiene una subsucesién convergen-
te (xij) e Digamos que x es su limite. Dado h tal que x + h € [a, b], exite una sucesion (h;) jew que
tiende a h, tal que X, + hj € [a, b] para todo j. Como h es arbitrario, la igualdad

m fixi; +hj) = f(xi) -
j—oo h] B

n,

‘fu+m—fM)
h

prueba que MP(f, x) < n. Asi, f € Cy,.

C, tiene interior vacio. Debemos probar que cada bola abierta B, (f) con centro en una funcién
continua arbitraria f, tiene puntos que no estdn en C,,. Por la Proposicién(10.28} sabemos que hay una
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funcién lineal a trozos g: [a, b] — R a distancia menor que r/2 de f. Como forman un conjunto finito,
los mdédulos de las pendientes de los trozos lineales de g estdn acotados por un nimero natural
m. Por el Lema [10.31} sabemos que existe una funcién continua h: [a,b] — R con |h(x)| < r/2
yMP(h, x) > m + n para todo x. Por la desigualdad triangular la funcién g + h pertenece a B, (f) yla
Observaci6n[10.30|muestra que no estd en Cj,. O

10.2.3. Principio de acotacién uniforme

Fijemos una familia (f;);e; de funciones continuas de un espacio métrico completo X en R. Para
cada n € IN, denotemos con C, al conjunto de los x € X tales que | f;(x)| < n para todo i € I. Notemos
que C,, es cerrado porque C,, = (e fi‘l([—n, nl), y que

{xEX:suplfi(x)Izoo}:X\ U Cn.
iel nelN

Teorema 10.33 (Principio de acotacion uniforme). Si{x € X :sup;c;|fi(x)| = oo} no es denso, entonces
hay un abierto no vacioU € X yun m =0 tal que | f;(x)| < m para todoie€ I ytodoxe U.

Demostracion. La hipétesis dice que hay un abierto no vacio V de X tal que

Vm{xeX:suplfi(x)Izoo}=¢,

i€l
o, lo que es igual,
ve U Ch.
nelN
Pero entonces, por el Teorema|10.11} existe m tal que C;, # @. Asi, podemos tomar U = C;,. O

Observacion 10.34. En realidad vale un resultado mas fuerte. Por el Teorema|10.9} si V' es un abierto
de X que corta al interior de U, Cp, entonces existe un abierto no vacio U € V y un m = 0 tal
que | f;(x)| < mparatodo i€ [ytodo x € U.

Notas

[1]. Supongamos que el item 3 es verdadero. Entonces para cada familia numerable (U,) ;e de
abiertos densos de X,

(o0} oo
X\Nui=UXx\U;
i=1 i=1

tiene interior vacio. Por lo tanto ﬂ?‘:’ U; es denso. Reciprocamente, si el item 4 es verdadero,
entonces para cada familia numerable (C},) ,elv de cerrados con interior vacio de X,

oo oo
X\JcCi=MNX\¢
i=1 i=1

es un subconjunto denso de X, por lo que (32, U; tiene interior vacio.
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[2]. Tomemos un abierto arbitrario V de Y. Por la Proposicién sabemos que V =V NY, para
un abierto V de X. Por consiguiente

ANV=An(VnX)=AnV#g,

donde la dltima desigualdad es verdadera porque V es denso en X. Como V es arbitrario, esto
prueba que A es denso en Y, como afirmamos.
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CAPITULO

ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH

En el Capitulo[I.6|presentamos los espacios normados. Alli vimos las propiedades basicas de esta
estructura, establecimos notaciones, mostramos algunos ejemplos y caracterizamos los subconjuntos
de un espacio vectorial que son la bola unitaria respecto de una norma. Ahora continuaremos el
estudio de estos espacios, con énfasis en los que son completos. Denotemos con ka Ro Cy
recordemos que una norma en un k-espacio vectorial E es una funcién || ||: E — R que satisface:

1. lxll=0siysolosix=0,
2. IA-xll = [Allxl,
3. llx+yl=lxl+1yl,

y que un espacio normado es un k-espacio vectorial E, provisto de una norma. Recordemos también
quesi || || es una norma en E, entonces la funcién d: E x E — R, definida por d(x, y) =[x - yll, es
una métrica que satisface:

1. d(x+z,y+z) =d(x,y) (Invariancia por traslaciones)
2. d(A-x,A-y)=|Ald(x,y) (Homogeneidad).

11.1. Espacios de Banach

Definicién 11.1. Un espacio normado espacio de Banach si, con la distancia asociada, es un espacio
meétrico completo.

Ejemplos 11.2. A continuacién damos una lista de espacios normados, sefialando cuales de ellos
son espacios de Banach.

1. Enlos Ejemplospresentamos los espacios normados (R", || lp)s C™ ), (Cla, bl, || 1l )
v (Bla, b], |l llso), donde 1 < p < co. Por el Ejerciciosabemos que (R", || [l ) es un espacio de
Banach, y por el Ej ercicio quelo es (C", | |l »). Como veremos enseguida con mds generali-
dad, también son espacios de Banach (B[a, b], || llo) ¥ (Cla, b], || ll). Por otra parte (Cla, b], || || »)
no es completo cuando p < oo.
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2. Elitem 1 del Corolario[11.52] (vease la Seccién[11.6) dice que todos los espacios normados
de dimensidn finita son espacios de Banach. Esto da una nueva prueba de que varios de los
espacios normados considerados en el item anterior son espacios de Banach.

3. Un subespacio vectorial F de un espacio normado E es en si mismo un espacio normado via
la norma inducida. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio normado de E. Es
facil ver que si F es un subespacio normado de E, entonces también lo es su clausura F. Por la
Proposicién|6.13|sabemos que si F es un subespacio de Banach de E, entonces F es cerrado
en Ey, por el comentario que sigue al Teoremal6.4} que si E es un espacio de Banach, entonces
también lo es todo subespacio cerrado suyo.

4. Fijados un conjunto Z y un espacio normado E, el conjunto B(Z, E), de las funciones acotadas
de Z en E, es un espacio normado via la suma de funciones, el producto por escalares y la
norma definidas por

- (f+8)(2) = f(2) +g(a),
- A-NHER=A-f(2),
= N flloo =sup ez I f (2.

Es evidente que la métrica asociada a esta norma es la distancia d, introducida en el Capitulo@
Por el Teorema(6.24} si E es un espacio de Banach, entonces también lo es B(Z, E).

5. Asumamos ahora que Z es un espacio métrico. Por el Teorema [3.68} dados un escalar 1 y
funciones continuas f: Z - Vyg: Z— V,lafuncién f + 1- g es continua. Por lo tanto el
conjunto C(Z, E), de las funciones continuas y acotadas de Z en E, es un subespacio normado
de B(Z, E). Por el Teoremal6.27} si E es un espacio de Banach, entonces también lo es C(Z, E).

6. Para cada espacio de Banach E, el conjunto c(E), de las sucesiones convergentes de elementos
de E, es un subespacio cerrado de B(IN, E). Ademss, el conjunto ¢y (E), formado por las suce-
siones que convergen a cero, es un subespacio cerrado de c(E). En consecuencia, todos estos
espacios son de Banach. Siguiendo la préactica usual escribiremos I, (k), c(k) y co(k) en lugar
de B(IN, k), c(k) y ¢o(k), respectivamente. De hecho, simplificando atin més las notaciones,
frecuentemente escribiremos I, ¢y ¢ en lugar de /o, (R), c(R) y ¢o(R) en lugar

7. El R-espacio vectorial I, (1 < p < 00), formado por las sucesiones x = (x,) ey de nimeros
reales que satisfacen Z‘i’ol |x;|P < oo, es un espacio de Banach via la norma | |, definida por

[e.°]
lxllp = {2 1xilP.
i=1

En efecto, para cada sucesién x = (x,) ,eN y cada n € IN, denotemos con x;, a (x3,...,X,). Porel
item 11 de los Ejemplos|[L.4}

1x1n + Yinllp < X2l p + 1 Yinllp < Ixllp + 1 Y1 p.
Como esto vale para todo n,

I+ Yllp = Tm (1% + Yinll ) < 1xlp + 171 -

o0 o0
IA-xlp= {2 1Axi P = IA{] Y 117 = |Alllxlp,
i=1 i=1
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I, es un subespacio de I, y || ||, es una norma sobre [,,. Veamos que es completo. Supon-
gamos que (x"") ,c1y es una sucesiéon de Cauchy en [,,. Entonces la sucesién (x,,) ,ew, de las
coordenadas m-ésimas de (x") eIy, es de Cauchy para todo m € N, y, por lo tanto, como R es
completo, existe x,, := lim x/,. Escribamos x = (x1, X2, x3,...). Dado € > 0, elijamos ny € N tal
que || x" - %" I, <€, paratodo n,n' = ng. Entonces

!
17, = Ximllp = lm llxp;, — x5, p <e.
n'—oo
para cada m € IN y, por consiguiente,
n 2 n
x"=xllp= lm |x, —x <e ara todo n = ny. 11.1
I ”p m—»oo” Im Im”p p 0 ( )

En consecuencia || x|, < [|x"[|,+]|x—x"|l, < oo, porlo que x € I,,. Por tltimo, la acotacién (11.1)
muestra que x = lim, .., x" en [,,.

8. Los argumentos usados en el item anterior, con el item 11 de los Ejemplos[1.4|reemplazado
por el Ejemplo prueban que el C-espacio vectorial ,(C) (1 < p < 00), formado por las
sucesiones z = (z) ey de nimeros complejos que satisfacen 392, z;|” < oo, es un espacio de
Banach via lanorma || ||, definida por

o0

lzllp := leil’”.

Ejercicio 11.3 (Desigualdad de Holder para sucesiones). Tomemos p, g € [1,00] tales que % + % =
Pruebe que si x = (x1, x2, x3,...) € [,(C) e y = (31, )2, ¥3,...) € I4(C), entonces

= (1)1, X2¥2,X3Y3,... ) EL(C) 'y lxyli=lxlplyllg.

Ejercicio 11.4. Pruebe que en la situacién considerada en el Ejemplo F es un espacio de Banach
via || ||/ siysolo si f(F) es un cerrado de E.

Ejercicio 11.5. Pruebe, exibiendo una sucesion de cauchy no convergente, que (Cla, b], | |l ) no es
completo cuando p < co.

Teorema 11.6. Supongamos que (E,i: E — E) es una completacion de un espacio normado E. Enton-
ces E tiene una tinica estructura de espacio de Banach tal que i es una isometria lineal continua.

Demostracién. Por el Corolario|3.13} ny las Proposiciones|6.15|y[2.64) sabemos que E x E es completo
eixi: ExE< ExE esunafuncién continua cuya imagen es un subconjunto denso de ExE.En
otras palabras, que i x i: E x E — E x E es una completaciéon de E x E. En consecuencia, por los

Teoremas y las funciones

IRy, ExEE y kxE—-E

se extienden de manera tinica a funciones continuas

EXL Ry, ExEE y kxE-E

1Cuando p = 1 tomamos g = oo, y cuando p = oo tomamos q = 1.
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que por simplicidad hemos denotado con los mismos simbolos. Para mayor simplicidad ain, supon-
gamosquei: E— Eesla inclusi(’) y dados x e y en E tomemos sucesiones (x,) el € (Vn)nelw en E
que convergen a x y y respectivamente. Por la continuidad de la suma y producto por escalares en E,

x+/1-gy:’}g{goxn+1-gl}ggoyn=’}ggo(xn+1-yn),

para cada A € k. Usando este hecho se comprueba ficilmente que E es un k-espacio vectorial. Por
ejemplo, la suma es comutativa porque

X+y= lim (X, +yp) = 1M (yn +20) =y +x,

y los restantes axiomas se demuestran de la misma manera. Ademds como la suma y el producto
por escares de E extienden a los definidos sobre E, la inclusién de E en E es una funcién lineal (y ya
sabemos que es una isometria). Por tltimo, las igualdades

lx+yll =1l im (xn +yu)ll = Hm {1, + yull < Hm (1 0+ 1ys0D = 1xl+ 1yl
y
IA-x =1l im (A-xp)[ = lim [[A-xp|l = lim (IAllx,]) = [A] im ([[x,1) = [Allx],
n—oo n—oo n—oo n—oo

muestran que || ||z es una normay, las igualdades

lx—=yl =1l im (x, -yl = lim ||x;, — yull = im d(x,, yn) =d(x,y),
n—oo n—oo n—oo
que | ||z define la distancia de E. O

11.2. Transformaciones lineales

Definicién 11.7. Supongamos que E y F son espacios normados. Una funcién lineal f: E — F, es
acotada si existe una constante ¢ = 0, llamada una cota de f, tal que || f(x)| < cllx| paratodo x € E.

Notaciones 11.8. Denotamos con el simbolo Hom (E, F) al k-espacio vectorial de las transforma-
ciones lineales de E en F, y con el simbolo £ (E, F) al subconjunto de Homg (E, F) formado por las
transformaciones lineales acotadas. Como es usual, escribiremos End (E) en lugar de Homy (E, E)
y Z(E) en lugar de £ (E, E).

Observacion 11.9. Supongamos que fi, f>: E — F son acotadas con cotas c; y ¢, respectivamente. La
desigualdad
1A +A- LI IAGI+IA- 200 < (e1 +1Ae)llx]]

muestra que entonces f + A- f> es acotada con cota c; +[A|c,. Asi, Z(E, F) es un subespacio vectorial
de Hom(E, F).

Definicién 11.10. Una transformacién lineal f € £ (E, F) es un isomorfismo de espacios vectoriales
normados si es biyectivay f~! € £Z(F E). Dos espacios normados E y F son isomorfos si hay un
isomorfismo f: E— F.

Teorema 11.11. Para cada f € Hom(E, F), son equivalentes:

2Para hacer esto basta reemplazar E por i(E).
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1. fe L(E,F).
2. f es uniformemente continua.
3. f escontinuaenO.

4. sup <1 1 f (D) <oo.

Demostracién. 1.= 2. Si ¢ es una cota estrictamente positiva de ff’} entonces
Ifx)=fEN=1f(x=x)=cllx—x'| paratodo x,x" € E.

Por lo tanto, dado € > 0, basta tomar 0 < § <¢/c para que || f(x) — f(x")|| <esi |x— x| <.
2.= 3. Porque toda funcién uniformemente continua es continua.
3. = 4. Por hipétesis existe § > 0 tal que f(Bs(0)) < B;(0). En consecuencia,
1 1 1
If(0l = §II5'f(x)II = 5llf(5'x)|| <5
paratodo x con ||x[| <1ycada0<d’ <§.
4.= 1. Escribamos M = sup <1 | f (X)Il. Es evidente que || f(0)|| < MOy, para todo x # 0,

I f ()l

llxl

X
llxl

=f ( ) <M.
Esto termina la prueba. O

Ejemplo 11.12. Por los Teoremas y|11.11} la inyeccién canénica i: E — E, de un espacio
normado en su completacion, es una funcién lineal acotada.

Definicién 11.13. Para cada f € £(E, F), definimos la normade f por || f | := supy<i | f(X)1.

Proposicion 11.14. Para cada par de espacios normados E y F y toda funcién lineal acotada f : E — F,
es cierto que

Ifll=sup I f(x)l = sup [ f(x)ll= sup I fOl _

lxll<1 lxll=1 xeevoy x|l

min{c € Rxo: | f(X)Il < cllx|l para todo x € E},

donde los supremos y el minimo son calculados en Rx¢.

Demostracion. Cuando E = 0, todas las expresiones valen 0. Solo podria haber dudas con dos de
ellas, pero también valen 0, porque el supremo de un subconjunto vacio de un conjunto ordenado
es el elemento minimo de ese conjunto. De paso, este es el tinico punto para el que es necesario
recordar que estamos tomando el supremo en R, y no, por ejemplo, en R. En el resto de la prueba
asumimos que E # 0. Como cada punto x de la esfera unitaria S; (0) es limite de una sucesion (x;) ,ev
de puntos de B; (0) (por ejemplo, témese x,, := (n — 1)/ nx) y lanorma de E es una funcién continua,
es verdad que

sup [ f(x) = sup If)I=IfI,

lxll<1 lxll=<1

=l

3Tomamos ¢ > 0 para no dividir por 0. Esta restriccion es innecesaria si convenimos en que, en este teorema, €/0 = co.

ycomo [ f(0)| =0y

IfN=1lx| para todo x € B;[0] \ {0},

1
m'f(X)

= IIxII‘
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también es verdad que || fll = sup = I f(x)Il. Ademas sup = | f(X) | = SUp e oy ”jlclgjl)” , porque

I f ()l 1 H H ( 1 )

=|—fX)|= — X ara todo x € E\ {0}.
ERIE i P
Resta probar que
If el _ min{c € Rxg: | f(x)]| < cllx| paratodo x € E}. (11.2)
xeevjop Il
ILf &l

Para ello escribamos ¢y := su . Por la misma definicién de ¢y es cierto que || f(x) | < c| x|
X€ENO} x|

para todo x # 0, y es evidente que para x = 0 vale la igualdad. Por otra parte, para cada ¢ < cy,
[Waeall

existe x € E\ {0} tal que ~ 5= > ¢, 0, lo que es equivalente, | f(x)[ > c||x||. Esto prueba que vale la
igualdad (11.2), con lo cual la demostracién esta terminada. O

Teorema 11.15. Para cada par E y F de espacios normados, £ (E, F) es un espacio normado via la
funcion || || presentada en la Definicién

Demostracion. Por la Observacion sabemos que Z(E, F) es un espacio vectorial. Asi que solo
debemos probar que || || es una norma. Tomemos f, g € £ (E,F) y A € k. Por definicion,

IA-fll= sup A f(x)I = sup [A[If)I =IAIFI

llxll<1 xll<1

Ifl=0=|fx)|=0paratodo x€ Econ ||x]||<1= f=0.
Ademds, por las desigualdades

I+ =1f)+g@I<IfI+1gl=dUfI+Ighlxl,
validas paratodo x € E, esciertoque | f+ gl < I fl + lIgll. 0

Definicién 11.16. Para cada par E y F de espacios normados, la funcion evaluacion de £ (E, F) es la
funcion ev: £(E, F) x E— F, definida por ev(f, x) := f(x).

Observacion 11.17. Como

If(x)—gWIl=1f(x)—gx)+gx)-gWl
<I(f—g@I+Iglx— I (11.3)
<If-gllixl+lgllx-yl,
para todo f,g € Z(E,F) y todo x, y € E, la evaluacion es una funcién continua. En efecto, por la
desigualdad (I1.3), dadoe >0, si || f—gll < m yilx—yll < m, entonces || f(x)—g( | <e€.En
consecuencia, si f =1lim,_ f en Z(E, F) y x =lim,_. X, en E, entonces f(x) =1lim,_ f(x,) en
F. Esto muestra en particular que si f;; tiende a f en £ (E, F), entonces f, tiende a f puntualmente.

Ma4s atin, nuevamente por (11.3), si f,, tiende a f en Z(E, F), entonces f;, tiende a f uniformemente
sobre cada subconjunto acotado de E.

Proposicion 11.18. Si f € L(E,F) yge £ (F,G), entonces go f € L(E,G) y, ademds, |go fll < ligll fI.

Demostracion. Porque [ g(f () < Iglllfoll < liglll fllllx]l para todo x € E. O
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Teorema 11.19. Si F es un espacio de Banach, entonces también lo es £ (E, F).

Demostracion. Supongamos que (f;,) e es una sucesion de Cauchy en el espacio normado £ (E, F).
Entonces ( f,(x)) 2N €8 una sucesion de Cauchy en F para cada x € E, porque

I fn () = fin (N = | fr = finllll Xl

Escribamos f(x) = lim,_ f(x). Las igualdades

flx+x= ’}ggofn(x+x’) = ,}ilr()lofn(x)+,}iggofn(x’) =f(x)+ f(x)

fA-2)= lim fu(Ax) =4+ lim fu(0) = A f(x),

muestran que [ es lineal. Afirmamos que f es acotaday (f,),ew tiende a f en £ (E, F). En efecto,
como (f,)new es de Cauchy, dado € > 0, existe ny € IN tal que || f;, — fill <€ si n, m = ny. Entonces

I(f = fa) )l = Hm [ (f = fr) ()] <€llx]|  paracadax € E, (11.4)
y, por lo tanto,

I EON= M fin N+ 1 = fr) N < (Ul frnll + €)M 1,

para todo m > ny, lo que implica en particular que f € Z(E, F). Por tltimo, de la igualdad (11.4) se
sigue que f =1lim,_ fn- O

Teorema 11.20. (Teorema de acotacion uniforme) Consideremos una familia de funciones lineales
continuas (fy: E — F)jep, donde E y F son espacios normados. Si E es de Banach y para cada x € E
existe My = 0 tal que || f(x)|| < My para todo A, entonces existe M = 0 tal que || fy| < M para todo A.

Demostracion. Por el principio de acotacion uniforme (Teorema(10.33) existe una bola abierta Bs(xg)
yun N =0 tal que | fi(x)|l < N paratodo A € A ytodo x € B5(xp). Si x € B5(0), entonces

12 CON = 11 fa(x + x0) = fa(xo) | = 1 falx + xo) Il + 1 fa(x0) | = N + My,.

asi, para cada x € B (0),
1 1
a0 = gllf/l((?-x) I < 5(N+ My,).

De modo que podemos tomar M = %(N + My,). O

11.3. Series

Definicién 11.21. Dada una sucesion (a;);c1v, de elementos de un espacio normado E, la serie Z‘l?il a;
en E, es la sucesion (Sy) e, de las sumas parciales Sy, == Z;?:l a;.

Observacién 11.22. Pruebe que dada una sucesion (s;) ey cualquiera de elementos de un espacio
normado E, existe una tnica serie }.72, a; en E, tal que s, = Z?zl a; para todo n. En otras palabras,
pruebe que cada sucesién de elementos de un espacio normado es una serie.

Como una serie 72, a; en E no es otra cosa que una sucesion de elementos de E, tiene sen-
tido decir que es convergente o converge. Esto significa simplemente que la sucesién (Sy) e €s
convergente. En este caso decimo también que la serie es sumable.
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Definicién 11.23. Si una serie Z‘i’jl a; en E converge, v s =lim;_.o, S;;, entonces decimos que s es el
limiteo la sumade }.52, a;, y escribimos s := Z‘i’zl a;, siguiendo la costumbre bien establecida, que
solo abandonaremso si es necesario para evitar ambiguedades, de denotar con el mismo simbolo a
las series convergentes y a su suma.

Proposicion 11.24. Supongamos }.32, a; y ¥.52, b; son series convergentes en E y A es un escalar.
Entonces las series Z‘i’jl (a; + b;) yZ‘i’il A - a; son convergentes. Ademds,

Y (ai+b)=)Y ai+Y. bi 'y Y. Aai=1A-) a.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Demostracion. Escribamos s:= Z‘l.’zl a;yt= Z‘l?jl b;. Por hipétesis, dado € > 0 existe ng € IN tal que
|| s— ;.1:1 a; || y || t— Z;’zl b; H son menores que € para todo n > ny. Entonces

n n n n n
s+t—) (ai+b)|=|s=-D ai+t=) bil|<|s-)_ a t—) bi| <2e

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
y

n n n

”A-S—Z/l-ai :H/I-S—AZ/l-ai =M|[s—A_ ai| <IAle

i=1 i=1 i=1

para todo n > ng. Como € es arbitrario esto termina la demostracion. O

Proposicion 11.25. Una serie .72, a; en un espacio de Banach E converge si y solo si para todo € >0
existe ng € IN tal que ||Z:7:;i a; || <eparatodom=ngyl=0.

Demostracién. Escribamos S,, := Z;’:l a;. Como E es de Banach, Z‘l?il a; es convergente si y solo sila
sucesion (S;) e es de Cauchy. Esto es, siy solo si para todo € > 0 existe ng € IN tal que

=Sm+1—=Sml <€

m+l
> ai
i=m

siempreque m=ngyl=0. O

Observacion 11.26. Por la proposicion anterior, para que una serie Y 22, a; en un espacio de Banach
sea convergente, es necesario que la sucesion (a;) ,cv tienda a 0. Pero esta condicién no es suficiente,

como se comprueba considerando la serie armonica Y52, % en R, que la satisface y no converge.

Definicién 11.27. Decimos que una serie Z‘l?‘;l a; en un espacio normado E es absoliitamente con-
vergente si la serie de nameros reales Z‘i’z 1 laill converge.

Proposicion 11.28. En un espacio de Banach toda serie absolutamente convergente converge.

Demostracion. Supongamos que E es un espacio de Banach y que Y32, a; es una serie en E, que es
absolutamente convergente. Entonces, como Y72, l|la;|l es de Cauchyy

lan, + -+ amyll < llap,ll + -+ llam, |l paratodo ny < my,

la serie 3.9, a; es de Cauchy, y, por lo tanto, convergente. O
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Ejercicio 11.29. Pruebe que si en un espacio normado E toda sucesién absolutamente conver-
gente converge, entonces E es de Banach. Dicho de otro modo, pruebe que vale la reciproca de la
Proposicion|11.28

INDICACION: Use que si una sucesion (x,),ev de puntos de E es de Cauchy, entonces tiene una
.2 L . l .
subsucesion (xn;) jpy tal que | x;; — xi;,, | < 5; para todo j.

Proposicién 11.30. Si una serie Y22, a; en un espacio de Banach E es absolutamente convergen-
te, entonces Y32, aj(;) es absolutamente convergente para cada funcion biyectiva j: N — IN y, ade-

mds, Y32, aji) = X532, ai.

Demostracién. Para cada e > 0, escribamos r := max{ j‘l(i) 1<i< no} + 1, donde ng es el minimo
nuamero natural tal que z‘;gno lla;ll < €. Porla misma definicién de r,

[e.e] [e.e]
Yo lajpl= Y laill<e,

i=r1e i=ny

lo que prueba que } 72, a; ;) es absolutamente convergente. Para concluir que la segunda afirmacién
es verdadera es suficiente notar que

n n o0
Zai—Zaj(i) < Z la;ll <e
i=1 i=1

i:no
paratodo n = re, porque para cada i < ng existe [; < r. tal que j(l;) = 1. O

El resultado anterior dice que en los espacios de Banach las series absolutamente convergentes
convergen en forma incondicional. Esto es, que todos los reordenamientos de estas series convergen,
y la suma siempre es la misma. Es bien sabido que para las series numéricas vale la reciproca, y esto
también es cierto para las series en espacios de Banach de dimensién finita, pero deja de serlo en
espacios de dimension infinita. Por ejemplo, en I, la serie Z‘i’il %ei, donde e; es la sucesién cuya
Unica coordenada no nula es la i-ésima, que vale 1, converge en forma incondicional a (1, %, %, R
pero no converge absolutamente porque }.72, || %e,- || =X % = oo. Para un tratamiento profundo de
la convergencia condicional e incondicional de series referimos al lector al excelente libro [2]. Noso-
tros aqui nos limitaremos a presentar la nocion familia sumable y su relacién con la convergencia

incondicional

11.3.1. Familias sumables

Definicién 11.31. Una familia (a;);c;, de elementos de un espacio de Banach E, es sumable con
suma a si para todo € > 0 existe un subconjunto finito Iy de I tal que

I~

ie]

<€

para todo subconjunto finito J de I, que incluye a Ij.

Ejercicio 11.32. Pruebe que si una familia (a;);e; de elementos de E es sumable con suma a y es
sumable con suma b, entonces a = b.

INDICACION: Esto no es del todo trivial. Si no entiende que se pide en el ejercicio vea la Observa-
cion[1.95l
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11.4. Espacios normados separables

Proposicion 11.33. Si un espacio normado E tiene una sucesion de elementos (x,) ,eIv que genera un
subespacio denso, entonces es separable.

Demostracion. Consideremos el )-subespacio vectorial

{Z?gl/li-xitﬂiEth{i:/li¢O}<OO} sik=R,

1, %2,-)Q = {{Z‘;‘;lﬂ,i-x,-:)ti€Q[i]yu{i:1i 40} <ool sik=C,

de E. Es facil ver que (x1, x2,...)q €s numerable y (x1, x2,...)q = (X1, X2,...) = E. O
Corolario 11.34. Los espacios I, (k) (1 < p <oo) son separables.

Demostracion. Por la Proposicion([11.33) para verificar que esta afirmaci6n es verdadera basta probar
que el conjunto {e; : i € IN}, donde e; es el elemento de I, (k) cuyas coordenadas son todas 0, excepto
la i-ésima, que vale 1, genera un subespacio denso de [, (k). Pero esto es cierto, porque para cada
elemento x = (x1, X2, X3,...) de [,,(k),

- (Z |xi|p)'17,

i>n

n
x— ) xi-e
i=1

tiende a cero cuando » tiende a oco. O

Ejemplo 11.35. El espacio de Banach /., (k) no es separable, porque dado un conjunto numerable
arbitrario {x; = (xn,, Xn,,...) : n € N} S I, la sucesion y = (y1, y2,...), definida por

yj=

0 si Ixjjl >1,
2 en otro caso,

estd a una distancia mayor o igual a 1 de cada x;,.

Definicién 11.36. Una base de Schauder de un k-espacio normado E es una sucesion (x;) ,cy de
elementos de E tal que para cada x € E hay tnica sucesion de escalares (1,) ,ey tal que x = Z‘i"z’l Aix;.

Observacién 11.37. Por la unicidad de los A,’s, un espacio normado que tiene una base de Schauder
no puede tener dimension finita.

Ejemplo 11.38. Para cada p € (1,00), la sucesion (e;) jelv, donde e; es como en el Corolario(11.34} es
una base de Schauder de [, (k).

Observacion 11.39. Es claro que cada base de Schauder (x,) ,e1v satisface la condicién pedida en la
Proposicién([11.33] Asi todo espacio normado que tiene una es separable. Banach pregunté si todo
espacio de Banach separable de dimension infinita tiene una base de Schauder. En 1973 Per Enflo
respondié esta pregunta dando ejemplos de espacios de Banach separables de dimensién infinita
que no tienen bases de Schauder.
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11.5. Cocientes de espacios normados

Recordemos que el espacio cociente de un k-espacio vectorial V por un subespacio S es el
conjunto V/S={v:v eV}, donde v denotaa v+ Mﬁ con la estructura de espacio vectorial dada por

v+w=v+w 'y A-v paratodov,weVyAdek.
Recordemos también que la proyeccién candnica
V——VIS
V————7
es un morfismo de espacios vectoriales, y que dado un morfismo de espacios vectoriales f: V — W
con S cker f, hay un tinico morfismo f: V/S — W talque f = fo p.

Teorema 11.40. Supongamos que E es un espacio normado y S es un subespacio de E. La fun-
cion| lgss: E/S — Rxq, definida por |V g;s = d(v,S) = Inf{|w| : w € v— S}, es una pseudonorma
que es una norma si y solo si S es cerrado. Mds atin, ||| = 0 si y solo si v € S. Por tiltimo, si E es de
Banach y S es cerrado, entonces E/ S es de Banach.

Demostracién. Notemos primero que la definicion de [|7]|g/s no depende de v, sino solo de su
clase, porque v—S =u—-Ssi u~ v. Es claro | V||g/s = 0 para todo v € E. Ademas, por su misma
definicién, [|7|| es cero siysolosi0 € v—S, o, equivalentemente, v € Por las definiciones de la
accion de k sobre Eyde | |Ig/s,

IA-Tllgss = IA-vligss = inflllxl : xe A-v =S},
ycomoA-v—-S=A-(v-S)siA#0einf{||x]|: x€ S} =0,
mf{llxll:xeA-v-S=mf{IA-yll: ye v—8 = Alinf{llyll: ye v— S} =AUV g/s.

Por lo tanto la funcion || || es homogénea. También es subaditiva porque, debido a las definiciones de
sumaen E/Syde | llg/s,

V+wlgs=lv+wlgs=inf{l|x]: x€v+w-S},

y porque

inf{llxll:xev+w-S<inf{llyl+lzll: y+zev+w-S}
<inf{lyll:yev-S}+inf{||zl|: ze w— S}

=vllgss + lwless,
donde la primera desigualdad vale por la subaditividad de || || y la segunda porque dado € > 0,
lyll+lzll <inf{llyll: ye v— St +inf{l|z] : z€ w— S} + 2¢

paracadayev—-Syzew—Stalesque ||yl < |Vlg/s+ev izl < lwllg/s + €. Supongamos ahora que
E es de Banach y que Y2, v; es una serie absolutamente convergente. Si elijimos los v;’s de forma

4El hecho de que la misma notacién es usada para denotar la adherencia de un conjunto no deberia causar problemas.

169



11.5 Cocientes de espacios normados Espacios normados y espacios de Banach

tal que ||v;ll < | Vllg/s + %, entonces por la Proposicion|11.28|1a serie Z;’Zl v; convege, digamos que
a s. Como

=

n —n n
E—Zv_i S—Zl)i S—Zvi
i=1 i=1 i=1

para todo n,y la tltima expresion tiende a cero cuando 7 tiende a infinito, -2, v; converge. Por el
Ejercicio|11.29} esto implica que E/S es de Banach. O

Ejercicio 11.41. Supongamos que E es un espacio normado y S es un subespacio cerrado de E.
Pruebe que si Sy E/S son completos, entonces E es completo.

En el resto de la seccién E es un espacio normado, S es un subespaciode Ey p: E— E/Sesla
proyeccion candnica.

Lema 11.42 (Lema de Riez). Si S no es denso en E, entonces para cada € > 0 existe un elemento v en la
esfera unitaria S1(0) tal que d(v,S) > 1 —e€.

Demostracién. Tomemos u € E\ Sy escribamos a := d(u,S) = inf{u — s : s € S}. Puesto que u ¢ S,
necesariamente a > 0. Fijemos § > 0 y elijamos s € S tal que a < ||u —s|| < a+d. Entonces v =
- (u—s) tienenorma 1y

lu—sl
1 a
lv—tl=|———7 (-9 —-t| = lu—(s+llu=sl-Ol>——:
llu—sll llu— sl a+é
para todo s € S. Por consiguiente, escogiendo 6 lo suficientemente pequefio como para que a—fa sea
mayor que 1 —¢, conseguiremos que d (v, S) sea mayor que 1 — ¢, como deseamos. O

Observacion 11.43. Si S es denso en E, entonces | | g/s es la seminorma nula de E/S (esto es claro
por la definicién de || || y porque cada punto de E tiene puntos de S arbitrariamente cerca). En
consecuencia el conjunto vacio y E/S son los tinicos abiertos de E/Sy | pll = 0. Ademés p(U) = E/S
para cada subconjunto abierto no vacio U de E, porque x — S es denso en E para cada punto x de E,
con lo cual p(x) € p(U). En particular p es abierta. Veremos ahora que esto también es cierto cuando
S no es denso.

Teorema 11.44. Si S no es denso en E, entonces p es una funcion lineal acotada de norma 1 que es
abierta.

Demostracién. Ya sabemos que p es lineal. Por el Lema de Riez || pll = sup e, (o) | P(¥)ll/s = 1. Pe-
ro || pll =1 porque
Ip)l =inf{lw]: wev-S}<|v| paratodoveE.

Asi que, necesariamente, ||p|l = 1. Resta verificar que p es abierta. Como cada abierto U de E es
unién U = Uyey B, (x) de bolas abiertas y

p(UB..0) = U p(B..0),

xeU xeU

para ello bastara ver que p(B,(x)) = B, (p(x)) para cada x € E 'y cada r > 0. Pero p(B,(x)) =B, (p(x))
porque ||pll = 1, y, por la misma definicién de la distancia de E/S, dado y € B, (p(x)), existe s € S tal
que df(y—s,x)<r,conlocual y= p(y - s) € p(B,(x)). O
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Proposicion 11.45. Supongamos que S es un subespacio de un espacio normado E. Las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

1. Un subconjunto U de E|S es abierto en E/ S si y solo si su preimagen p~' (U), por la proyeccién
canonica p: E— E/S, es abiertoen E.

2. Una funcion g: EIS — X, de E/S en un espacio métrico X, es continua si y solo si gop es
continua.

3. Dados un espacio normado F y una funcion lineal continua f: E — F con S S ker f, existe una
unica funcion lineal continua f: E/S — F tal que el tridngulo

E——F

conmuta.

Demostracién. 1. Como p es continua, si U es abierto, entonces p~!(U) también lo es. Reciproca-
mente, como p es abierta y sobreyectiva, si p~!(U) es abierto, entonces U = p(p~'(U)) es abierto.

2. Por el item 1 sabemos que para cada subconjunto U de F, el conjunto f~!(U) es abierto siy solo
sif -1 = p_l ( f -1 (U)) es abierto. En consecuencia, por la equivalencia entre los items 1 y 2 del
Teorema la funcién f es continua siy solo si f lo es.

3. Esto es un corolario inmediato del item 2 y de la propiedad universal de (E/S, p) como cociente
de espacios vectoriales. O

Ejercicio 11.46. Supongamos que Sy T son subespacios de un espacio normado E. Pruebe que si S
es cerrado y T tiene dimensién finita, entonces S + T es cerrado.

11.6. Normas equivalentes

Definicién 11.47. Decimos que dos normas | ||; y || ll2, definidas sobre un espacio vectorial E,
son equivalentes, y escribimos || |[; ~ |lll2 si la funcién identidad id: (E,|l |;) — (E, | ll2) es un
homeomorfismo.

Observacion 11.48. Es suficiente comparar las Definiciones[11.47)y[3.85|para concluir que dos normas
son equivalentes si y solo si las métricas asociadas a ellas son topolégicamente equivalentes. Una
vez notado esto es claro que los Ejercicios [3.93]y 3.95| pueden plantearse como ejercicios sobre
equivalencia de normas.

El siguiente resultado explica en particular porque no se definen dos nociones de equivalencia
entre normas, como se hizo con las distancias.
Proposicion 11.49. Para cada par de normas || |1 y || |2, definidas sobre un espacio vectorial E, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

L |'lly ¥l ll2 son equivalentes.

2. las funcionesid: (E, || 1) — (E, |l l2) yid: (E, |l l2) — (E, |l ll1) son continuas en 0.
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3. idg es uniformemente continua cuando consideramos al dominio con la norma | ||, y al codo-
minio con la norma || |, y cuando consideramos al dominio con la norma || |, y al codominio
conlanormal| ;.

4. Existency yc, en R >0 tales que || x|l < c1lxll2 y | xll2 < c2ll x|ly para todo x € E.

Demostracion. 1. < 2. & 3. Por la equivalencia entre los items 2 y 3 del Teorema|11.11

3.=>4. Comoid: (E,|l l2) — (E, |l Il1) es continua, existe 6 > 0 tal que B(”S ||2[0] c B! Ih [0]. Por consi-

[l x1lx
xll2

primera desigualdad en el item 4 vale con ¢ = %. La otra desigualdad se prueba en forma similar.

guiente 0 <1 paratodo x € E\ {0}, o, lo que es equivalente, || x|; < %lellg paratodo x € E. Asi, la

4.=> 2. Dadoe>0,silx|,< c%’ entonces ||x1 ]| <€, ysillx|; < 052, entonces || x2|| <e€. O

Supongamos que E y F son k-espacios normados. Como una funcién lineal f: E — F es acotada
siy solo si es continua, y la continuidad o no de una funcién depende solo de cuales son los abiertos
de Ey F, el espacio Z(E, F) no cambia si cambiamos las normas || |y || |, de E y F, por normas
equivalentes || II}5 vl II%. Por supuesto la norma sobre & (E, F) construida a partirde || [y || |F no
coincide con la construida a partir de | [|%; y || I%-. En el siguiente ejercicio pedimos mostrar que si
son equivalentes.

Ejercicio 11.50. Pruebe que bajo las condiciones anteriores la norma sobre Z(E, F) construida
usando las normas || [z y || I es equivalente a la construida usando las normas || 1%, y Il I’

El resultado que sigue permite resolver en forma inmediata los Ejercicios y

Teorema 11.51. Si E es un k-espacio vectorial de dimension finita (k = R o C), entonces todas las
normas de E son equivalentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E = k" y que una de las normas es
lanorma || ||oo. Denotemos con || || ala otra normay con (ey,..., e;) a la base canénica de k". Cada
vector x = (x1,...,X,) € k" satisface

lxll=lx1-e1+---+xp-enll < |x1lllerll +---+lxnlllenl = nMl Xl oo,
donde M =max([le1ll,..., llex ). Asi, para todo par de vectores x, y € k",
Hxl =yl =llx =yl = nMllx = yloo.

En consecuencia, la aplicacion || ||: (k™ || llo) — k continua. Como {x € k" : || x|l = 1} es compacto,
existen c1, ¢, > 0, tales que c; < || x| < ¢, para todo x € k" con || x|l = 1. Pero esto implica que

X X
IIXI|=IIXIIOOH—HSCzIIXIIoo y IIXII=|IXIIOOH—H261IIXIIOO
XMoo XMl oo

para cada x € k" \ {0}. O

Corolario 11.52. Los siguientes hechos valen:
1. Cada k-espacio vectorial de dimension finita es completo con cualquier norma.

2. En cada espacio vectorial de dimension finita un conjunto es compacto si y solo si es cerrado y
acotado.

3. En cada espacio normado los subespacios de dimension finita son cerrados.
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4. En cada espacio vectorial de dimension finita las bolas cerradas son compactas.

Demostracion. 1. Tomemos un k-espacio vectorial de dimension finita E. Como cada C-espacio
vectorial de dimension finita tiene dimensién finita sobre R, basta probarlo k = R. Ademads, como
todo R-espacio vectorial de dimensién finita es isomorfo a R” para algtin n, podemos suponer
que E = R". Una vez hecha esta reduccion, el item 1 se sigue inmediatamente del Teorema[11.51]y
del hecho de que (R”, || llo) €s completo, por el Corolario[6.16}

2. Sabemos que esto es cierto para (R”, || [|). Pero entonces lo es también para (R", |l [|), donde || |
es una norma arbitraria, porque por el Teorema[11.51} los espacios normados (R”, || lloo) y R™, Il I,
tienen los mismos subconjuntos cerrados, los mismos subconjuntos acotados, y los mismos sub-
conjuntos compactos. Esto es suficiente para inferir que el enunciado del item 3 es verdadero para
todos los espacios normados de dimensién finita, porque cada uno es isométricamente isomorfo a
un (R”, || |) mediante un isomorfismo lineal.

3. Esto es una consecuencia inmediata del item 2.
4. Esto es una consecuencia directa del item 1y la Proposicién[6.13] O
Ejercicio 11.53. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes para cada k-espacio nor-
mado E.

1. dimE < co.

2. Las bolas cerradas de E son compactas.

3. B1[0] es un subconjunto compacto de E.

INDICACION: En el Corolario|11.52|se prob6 que el primer item implica el segundo. Para probar que
el tercero implica el primero use el Lema de Riez.

Proposicion 11.54. Sidim(E) < oo, entonces Homy (E, F) = £ (E, F) para todo espacio normado F.

Demostracion. Por el Teorema|l1.51|basta probarlo cuando E es k" provisto con la norma || [|.. En
este caso toda transformacion lineal f: E — F es acotada porque, para cada x = (xy,..., xp) € k"

IFCON=1f(x1-er+--+xp-e)l < |xall fleDl +---+Ixplll flen) I = M Xlloo,

donde M = || fe))|l +--- + [ f(en) ). =

11.7. Contracciones lineales en espacios vectoriales complejos de
dimension finita

Esta seccién estd relacionada directamente con el Ejemplo[9.11]y los comentarios que le siguen.
Antes de continuar recordemos brevemente lo més relevante para nosotros ahora de ese ejemplo.
Dada una matriz C € M,,(C) y un vector b € C", consideramos la aplicacién afin T ,: C" — C™
definida por T¢ ;(z) = Cz+ b (estamos escribiendo los elementos de C"* como vectores columnas), y
vimos que T¢ ; es una contracciéon respecto de unanorma || || de C™ siy solo si existe 0 < x <1 tal
que

ITc(@) Il <xlzl todozeC™,

donde T¢ = T¢0. Asi, T¢ , es una contraccién respecto de || || siy solo si | T¢|l < 1. Hasta ahora la
norma de | C|| es arbitraria, pero fija. Si permitimos que varie arribamos a una cuestién muy natural,
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que mencionamos luego de ese ejemplo pero dejamos pendiente, y a la que volvemos ahora, que es la
de encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre C para que T¢ sea una contraccién respecto
de alguna norma | || de C”. Por simplicidad, en el resto de la seccién para cada matriz A € M,,(C)
denotamos también con A a la transformacion lineal T4: C™ — C™, asociada a A.

Observacion 11.55. Fijemos una norma | || en C™ y una matriz inversible U € M, (C). Por el Ejem-
plo sabemos que la funcién || [|V: € — Rso, definida por | z||V := | Uz||, es una norma. Ademds,
las igualdades

ICIY = sup ICz|Y = sup |UCzll= sup |[UCU 'Uz| = sup [UCU 'w|=|UCU™"|,
lz||lV=1 lzllV=1 IUz]l=1 lwl=1

muestran que Iciv = jucu=t para cada matriz C € M,,(C).
Definicién 11.56. El espectro de una matriz C € My, (C) es el conjunto de sus autovalores.

Definicién 11.57. El radio espectral p(C) de una matriz C € M,,(C), es el maximo de los valores
absolutos de los autovalores de C. Asi, p(C) = max(|A|: A es un autovalor de C).

Observacién 11.58. Consideremos una matriz C € M, (C). Si v € C'™ es un autovector cuyo autovalor
A tiene médulo p(C), entonces ||[Cv| = pllv|. Por lo tanto ||C]| = o(C).

Ejercicio 11.59. Pruebe que para cada m = 2 existen matrices C € M,,(C), tales que para toda norma
Il | de €™, la norma inducida || C| es estrictamente mayor que el radio espectral de C.

Notacién 11.60. Dados ntimeros complejos A y { denotamos con J;(A,{) a la matriz

JiA4,0) = OH_E, € M(0). (1L.5)
R

A

Ag,

Por ejemplo, J;(A,1) es el bloque de Jordan de tamafio ¢, con autovalor A.
Lema 11.61. Para cadace > 0, existe una norma || || sobre C™ tal que ||C| < p(C) +€

Demostracién. Por el Teorema de Jordan existe una matriz inversible U tal que J := UCU ™! es una
matriz de Jordan. Lo que esto dice es que J es una matriz de bloques

0

Vi

0

g

donde cada J; es un bloque de Jordan. Esta matriz es tnica, salvo por una permutacién de los
bloques de Jordan. Ademads, como C'y J tienen los mismos autovalores, p(J) = o(C). Para cada § >0
consideremos la matriz diagonal Dg := Z;Z 0 1=7E;;, donde E;; es la matriz que tiene un uno en la
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interseccion de la i-ésima fila con la i-ésima columna y ceros en todas las demds entradas. Es facil
ver que Dj es inversible (con inversa Dg-1) y que DgJ Dgl es la matriz

donde 7, = J;(A,0) si J; = J+(A,1). En consecuencia, por la Observaci(’)n la desigualdad y
el hecho de que p(J) = p(J) = p(C), si § <€, entonces

ICI2Y = IDsUCU ™ D3 oo = 1T loo < ) +€ = p(C) +¢,
lo que termina la demostracion. O
Proposicion 11.62. Para cada matriz C € M, (C), son equivalentes:
1. lim,_.o, C™ = 0 respecto de todas las normas de M, (C).
. lim,,—o, C" = 0 respecto de alguna norma de M, (C).
. lim,,—.., C"z = 0 respecto de todas las normas de C™, para todos los vectores z € C™.

2
3
4. lim,,_.o, C"z = 0 respecto de alguna norma de C™, para todos los vectores z€ C"™.
5. p(O)< 1.

6

. Existeunanormal || en C™, tal que la norma ||C||, de C respecto de la norma de M,,,(C) inducida
por || ||, es menor que 1.

Demostracion. 1. = 2.y3.= 4. Por el Teorema|l1.51|ambas afirmaciones son verdaderas.

1.= 3. Tomemos una norma arbitraria || || sobre Cy denotemos con ||C"|| ala norma de C" respecto
de la norma de M,,(C) inducida por | |l. Como [|C"z|l < [[C"|lz|l y IC"| tiende a 0, también la
sucesion(C" z) ,ey tiende a cero.

4.=>5. Sip(C) =1, entonces la sucesion (C"z) ,ev = (A" 2) e O tiende a cero respecto de ninguna
norma, para ningtn autovector z € C"* cuyo autovalor A tiene norma p(C).

5.= 6. Esto es una consecuencia inmediata del Lema[I1.61]

6.= 1. Consideremos primero la norma delitem 6. Como ||C|| < 1y |C"|| < ||C||"}, la sucesién (C™) e
tiende a cero respecto de esta norma. Pero entonces, por el Teorema|l1.51} también tiende a cero
respecto de cualquier otra norma. O

11.8. Isometrias en espacios normados

En esta seccion

Proposicion 11.63. Supongamos que E y F son espacios normados. Una funcién lineal f: E — F es
una isometria siy solo si | f (x)|| = | x|l para todo x € E.
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Demostracion. Si f es una isometria, entonces
I f )N =d(f(x),0) =d(x,0) = |l x]
para todo x € E. Reciprocamente, si se satisface esta condicién, entonces
d(f(x), fF) = 1f ) = FED =11 f(x =D = llx =" = d(x,x)
para todo x,x’ € E. O

Observacion 11.64. Siuna funcioénlineal f: E — F, donde E y F son espacios normados no nulos, es
una isometria, entonces

1= Sup If ol = sup ]l = 1.

llxll=

La reciproca no vale. Por ejemplo, el endomorfismo de R? dado por (x, y) — (x,0) tiene norma 1 y no
es una isometria.

Proposicion 11.65. Si f: E — F es unisomorfismo lineal entre espacios normados, | fIl < 1 y |l f <1,
entonces f es una isometria.

Demostracion. Cuando E y F son espacios nulos esto es claro. Supongamos entonces que E (y, por
lo tanto, F) son no nulos. Para cada x € E,

lxl =1 e fFN<IF I <G

Pero por otra parte, | f(x)|l < | fllll x| < llxll, y en consecuencia, por la Proposicién|11.63} f es una
isometria. O

Ejemplo 11.66. Es evidente que la funcién j: E — £ (k, E), definida por j(x)(1) ;== A-x, eslineal y
biyectiva, con inversa dada por j~!(f) = f (1 Ademas, Por la Proposiciéon|11.14]

Ijll= sup lIj(x)ll = sup sup llj(x)(A)]l = sup sup [Alllx]|=1
lxl=1 lxl=1]A1=1 IxlI=1|AI=1

1771 = sup ;™A = sup If)I < sup Ifll=1.
[l flil=1 [l fll=1 I fil=1

Asi, por la Proposicion|11.65} j es una isometria.

Definicién 11.67. Decimos que una funcién f: V — W, donde V y W son R-espacios vectoriales,
esafinsi f(t-x+(1-8)-y)=t-f(x)+(1—-1)- f(y) paratodo x,ye VyteR.

Ejercicio 11.68. Pruebe que toda funcién afin aplica conjuntos convexos en conjuntos convexos.

Ejercicio 11.69. Pruebe quesi f: U — Vy g: V — W son funciones afines, entonces también lo
es go f. En otras palabras, pruebe que las funciones afines son cerradas por composicion.

Ejemplos 11.70. Recordemos que para cada v € V la traslaciéon T, : V — V, esla funcién que a cada
elemento x de V le suma v (Vease el Ejemplo|3.72). Las igualdades

T,(t-x+(A-0)-p=t-x+(1A-0)-y+v=t-x+)+ Q-0 -(y+v)=¢t-Tyx)+ A -1)- T, (),

véalidas para todo x, y € V'y t € R, prueban que las traslaciones son funciones afines. Ademads, por la
misma definicién de funcién afin, también lo son las funciones lineales.
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El resultado que sigue dice en particular que todas las funciones afines son composiciéon de una
funcidn lineal y una traslacién. Esto muestra que las Definiciones y[11.67|determinan el mismo
concepto.

Proposiciéon 11.71. Para cada funcion f: V — W, dondeV y W son espacios vectoriales, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1 fe-x+Q=-0-=t-f(x)+Q -1 f(y) paratodox,yeV yte[0,1].

2. f esafin.

3. T_fyo f eslineal.

Demostracion. 1. = 2. Debemos probarque f(¢t-x+(1-1t)-y)=t-f(x)+ (1 —1)- f(y) parat¢][0,1].
Supongamos que ¢ < 0. Entonces ﬁ € [0,1] y, por lo tanto,

1 1
l—th)'X)—th'f(t'x+(1—t)'y)+

I—L)-f(x).

1
fy= 1—-(t-x+(1—t)-y)+ —

-t
De este hecho se sigue que
fx+A-0-=t-fX)+A-0-f(y), (11.6)

como queremos. Cuando ¢ > 1, aplicando la igualdad con ¢ reemplazado por 1 - ¢ y(los roles de
x e y cambiados, obtenemos que también en este caso

ft-x+Q-0-y=t-f)+A-1)-f).

2.=> 1. Esto es claro.

2. = 3. Un célculo directo muestra que

T pyo f(t-X) = f(t-x+(1=1)-0) = £(0)
=t-f()+A—-1)-f(0)— f(0)
=t (f(x)— f(0)
=t-T o f(x),

paratodo t€ Ry x € V. Por lo tanto

1 1
T‘f‘°)°f(x+y)=2‘T—f(0)°f(§'x+§'y)

1 1
_2.f(§-x+5-y)—2-f(0)
=f)+f(-2-f(0)
= T_f(o)of(x)+ T_f(o)of()/),

paratodo x,ye V.

Por el Ejercicio(11.69|y los Ejemplos(11.70
f=TroeT-fo°f

es una funcién afin. O
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Ahora vamos a probar que bajo condiciones favorables las isometrias entre espacios de Banach
son funciones afines. Recordemos que las bolas en un espacio de Banach son conjuntos convexos.

Definicién 11.72. Un espacio normado E es estrictamente convexo si ninguna esfera de E incluye
un segmento.

Ejemplos 11.73. Para cada n = 2, los espacios normados (R", || [ ;) (1 < p < c0) son estrictamente
convexos y los espacios normados (R”, || 1) y (R, || lloo) no lo son.

Ejercicio 11.74. Pruebe que las afirmaciones hechas en el ejemplo anterior son verdaderas.

Lema 11.75. Una funcién continua f: E — F, donde E y F son espacios normados, es afin si y solo
sif(5Y)= w para todo x,y € E.

Demostracion. Por la Proposicién(11.71} para verificar que la afirmacién no trivial es verdadera es
suficiente probar que

ft-x+A-t)-y)=t-f(x)+(Q—-1)- f(y) paratodox,ye Eyte[0,1].

Como f es continua, para ello basta ver que esto es cierto cuando ¢ es racional diddico. Esto es,
cuando ¢ tiene la forma 7;, con i € N y 0 < n < 2'. Cuando i = 1, lo es por hipétesis. Supongamos
que lo es cuando i = iy. Entonces también lo es cuando i = iy + 1, como lo prueba la cuenta

n ] n B n (1 1 1 n
f2i0+1.x+ _2i0+1 y _f %. 5x+5.y+ _Ey

n 1 1 n
_2io+1 f(.X')+ 1_21 +1)f(_V)

si0<n<2b, yla cuenta

n n B n—20 n— 20 1 1
f 2i0+1.x+ 1_2i0+1 "y _f 2io xH(1- 2io ) §'x+§.y

n— 2l n—2k 1 1
= 'f(X)+(1— o )f(5x+zy)

n

n
- 2i0+1

)ﬂw

si2i < p<2iotl O

Teorema 11.76. Si E y F son espacios normados y F es estrictamente convexo, entonces toda isometria
f: E— Fesafin.

Demostracion. Por el Lema|l1.75|solo debemos verificar que

X+n:fM+ﬂw

f(z 2

Como f es una isometriay

paratodo x,y € E.

-5

| =2 1x-
=—|lx-vl,
2 2 1727

|-
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para ello es suficiente probar que v := w estd a distancia % lx—yll de f(x)y f(»), y que ningin
otro punto de F tiene esta propiedad. Pero

1 1
Ifx)—vli=1fy)—-vi= Ellf(x)—f(y)ll = EIIX—J’II

porque f es una isometria, y si hubiera otro punto w € F con esta propiedad, entonces, como F es
estrictamente convexo, y tantos v como w estan en la esfera de radio %le — |l con centro f(x) yen
la esfera del mismo radio con centro f(y),

U+LU|| “U-Fw

=yl =10 - FOl < | - - raw) <tx- 1,

lo que es absurdo. O

Mazur y Ulam probaron que para isometrias sobreyectivas la conclusion del teorema anterior
vale sin necesidad de que F sea estrictamente convexo. Nuestro préximo objetivo es establecer ese
resultado.

Definicién 11.77. La funcion antipodal de un espacio vectorial V es la funcién lineal Ay: V — V,
definida por Ay (x) :== —x paratodo x€ V.

Observacion 11.78. Es claro que Ay es un isomorfismo (con A“,l = Ay) para cada espacio vectorial V.

Observacion 11.79. Supongamos que E es un espacio normado y tomemos x € E arbitrario. Las
igualdades || Ag(x) |l = || — x|l = lIx|| muestran que Ag es una isometria.

Lema 11.80. Supongamos que E es un espacio normado y f: E — E es una isometria biyectiva. Si
existe x € E tal que f(x) = x y f(—x) = —x, entonces f(0) = 0.

Demostracion. Denotemos con W al conjunto de las isometrias biyectivas de E en E que dejan
fijos los puntos x y —x, y escribamos A := Sup{||g(0)| : g € W}. Debemos probar que A = 0. Para ello
conviene notar primero que la funcién §:= Agog~' o Apo g estd en W para cada g € W, porque es
composicion de isometrias biyectivas,

g)=Agog l(-x)=x y §(-x)=Agog '(x)=—x,
y que A es finito, porque
lg@l=<lg®)—-glIl+lgx)l=1-xll+lxl=2]x] paratodageW,

donde la desigualdad vale por la propiedad triangular de la norma, y la primera igualdad, porque g
es unaisometriay g(x) = x.
Supongamos que A > 0, y tomemos g € W tal que ||g(0)|| > A/2. Como Agy g son isometrias,

1§ =lApog o Agog(0) =llg~" 0 Apo g0l = Ao g(0) — g(0)I| = 2 g(0)[| > A,
lo que es absurdo, porque & € W. Asi que A = 0, como queremos. O

Lema 11.81. Tomemos una funcion biyectiva h: E — F, donde E y F son espacios normados, y
consideremos la funcién h: E — E definida por h:= Agoh™' o Ao h. Si h(0) = 0, entonces h(0) = 0.
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Demostracion. En efecto, si fL(O) =0, entonces
Apoh(0) = ho Ao h(0) = ho Ag(0) = h(0),
lo que solo es posible si /2(0) = 0. O

Teorema 11.82 (Mazur-Ulam). Toda isometria biyectiva f: E — F entre espacios normados es una
funcién afin.

Demostracion. Por el Lemmal|l1.75] para ver que f es afin es suficiente mostrar que

f(x;y):f(x);rf(y)

o, equivalentemente, que hy,y(0) = 0 para todo x, y € X, donde hy,y es la isometria biyectiva

paratodo x,y € E,

hx,y = T_m OfO T¥.
2
Por el Lema|11.81} para ello basta comprobar que cero es un punto fijo de la funcién
I:zx,y i=Ago h;yﬁ, o Apohy,y.
Pero esto es cierto por el Lema|11.80} porque
£ X=NW_X*X-¥V ¢ Yy—Xx\_ VX3
()5 bl 7)1
AN 2 AN 2

y hy,y €s una isometria biyectiva por ser composicion de isometrias biyectivas. O

11.9. Transformaciones lineales inversibles

Recordemos que un dlgebra conmutativa sobre un cuerpo k es un anillo conmutativo A junto
con un morfismo de anillos i: k — A.

Definicién 11.83. Una k-dlgebra (no necesariamente conmutativa) es un anillo A junto con un
morfismo de anillos i: k — Atal que i(l)a = ai(A) paratodoae Ay 1€ k.

Ejemplo 11.84. El anillo de matrices M, (k) es un dlgebra via la aplicacién i: k — M, (k) definida
por i(A) :=A-1, donde I es la matriz identidad.

Observacion 11.85. Si A es una k-algebra, entonces A es un k-espacio vectorial viaA-a:=i(1)a,y
A-(ab)=A-a)b=a(A-b) (11.7)

paratodo A € ky a,b € A. Reciprocamente, cada anillo A provisto de una estructura de k espacio
vectorial que satisface (11.7) es una k-algebra con i(1) :=1-1.

Definicién 11.86. Un digebra de Banach es una k-algebra A, dotada de una estructura de espacio de
Banach tal que ||ab| < ||all||b] paratodo a, b € A.

Observacion 11.87. En toda dlgebra de Banach ||1]| = 1, porque ||[1]| #0y
Il =111 1 < 111

Observacion 11.88. Del Teorema|11.19|y la Proposicién|11.18|se sigue inmediatamente que £ (E) es
un algebra de Banach. El morfismo de estructura i: k — £ (E) estd dado por i(1) = 1-idg.
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11.9.1. Elementos Inversibles de Z(E)

En esta subseccion establecemos algunas propiedades bésicas del grupo de unidades del dlgebra
de funciones lineales continuas £ (E) de un espacio de Banach E, o, mas generalmente, del grupo de
unidades de un élgebra de Banach.

Observacion 11.89. Dada un dlgebra de Banach A, la serie e := 322 ’f—: es convergente para cada

x € A, porque lo es absolutamente. La funcién x — e*, definida por esta serie es, por definicion, la
funcién exponencial de A.

Ejercicio 11.90. Pruebe que la funcién exponencial de un dlgebra de Banach A tiene las siguientes
propiedades:

- el=1.

- Si x, y son elementos de A que conmutan, entonces e**Y = e*e”.

X

X)—l —e”

- e* esinversible paratodo x€ Ay (e
Notacion 11.91. Dada una algebra A, denotamos con U(A) al grupo de elementos inversibles de A.
Lema 11.92. Si A es un dlgebra de Banach, entonces 1 +B1(0) =1—-B;(0) 2 U(A).

Demostracion. Laigualdad se cumple porque B; (0) = —B; (0). Consideremos la inclusién. Si x € By (0),
entonces la serie 1 + x + x2 + - - es absolutamente convergente porque

2 2
L+ lxl + 1l +--- < 1+l + [l xll =g R

Ademas,

A-0)A+x+x*+--) = lim 1-x"*1 =1,
n—oo

y(Q+x+ x4 -)(1-x) =1 por la misma razén. Esto prueba que 1-B;(0) < U(A), como queremos. [

Teorema 11.93. Si A es un dlgebra de Banach, entonces U(A) es abierto.

Demostracion. Debemos probar que para cada xp € U(A) existe > 0 tal que Bg(xp) <€ U(A), o, lo que
es equivalente, que x; Yxo+x) =1+ Xy ! x es inversible para todo x € Bs(0). Pero por el Lema|11.92]
para que esto ocurra es suficiente tomar § = ||x61 -1 porque entonces ||xalx|| < ||xa1 Mxll<1l. O

Teorema 11.94. Si A es un dlgebra de Banach, entonces la funcion Inv,: U(A) — U(A), definida
porInvy(x) = x‘l, es continua.

Demostracién. Tomemos xp € U(A) y x € B, -1 (0). Los argumentos dados en la demostracion del
Teorema|11.93|prueban que xp — x es inversible. Usando que

(o—2)"t=1-x'0 " xg!

A-xp"0 =1+ x5+ (g 0% + (g L) + -
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obtenemos la siguiente acotacion:

1 1
l

-1_ -1 -1 5-1.-— —
l(xo—x) " — x5 1 =11QA—x5 %) "%y~ — Xg

<A -xg' 0 =1l
o0
PINETREIL
n=1

(o]
-1 -1
< lxg I Y Alg XD
n=1

-1
Il "

I E 7 1
=—— x|
L= 1lxy " Ml
. xx _ . .
El resultado se sigue ahora de que % (B 1| tiende a 0 cuando x tiende a 0. O
0

Corolario 11.95. Para toda dlgebra de Banach A, la funcién Inv, es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema|l1.94]y porque Inv,4 es involutiva. O

Notacion 11.96. Dados espacios normados E y F, denotamos con .# (E, F) al subconjunto de £ (E, F)
formado por los isomorfismos.

Corolario 11.97. Para cada par E y F de espacios de Banach, . (E, F) es un subconjunto abierto de
ZL(E,F). Ademds, la funcion
Invg p: S(E, F) — S (FE),

definida porInvg ((f) = f1, es un homeomorfismo.

Demostracion. Si E'y F no son isomorfos esto es evidente. Supongamos entonces que hay un iso-
morfismo de espacios de Banach u: F — E. Como

uo(f+f)=uof+uof, uodA-f=~A-uof, luofil=<lullfl y lutogl=<lullgl
paratodo A€k, f, f € £(E,F)y g € £(E), lafuncién
L,: L(E,F)— Z(E),

definida por L, (f) := uo f, es un isomorfismo de espacios de Banach, y un argumento similar prueba
que también lo es la funcién

definida por R, (g) := go u. Como
L, (UZL(E)) = #(EE)

y, por el Teorema [11.93} sabemos que U(Z(E)) es un subconjunto abierto de £ (E), el conjun-
to S (E,F) es un subconjunto abierto de Z(E, F). Para ver que Invg r es continua basta notar
que Invg r = R, ocInve g oL, y recordar que Inve (g es continua por el Teorema Ahora es
claro que Invg ¢ es un homeomorfismo, con inversa Invgg. O
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11.10. El teorema de la funcion abierta

Recordemos que una funcién f: X — Y, de un espacio métrico X en otro Y, es abierta si f(U) es
abierto en Y para cada abierto U de X.

Teorema 11.98 (Teorema de la funcién abierta). Si E y F son espacios de Banach, entonces toda
funcién lineal, continua y sobreyectiva f: E — F, es abierta.

Demostracion. Es suficiente verificar que existe £ > 0 tal que
f(Bgt )= BY(0) paratodo > 0. (11.8)

En efecto, supongamos que esto es cierto y, dados un abierto U de E y un punto abitrario x € E,
tomemos ¢ > 0 tal que B ,(x) < U. Entonces

f@) 2 f(Bf,(0) = f(x+Bf,(0) = f(x) + f(BE, () 2 f(x) + B} (0) = B} (f (x),

lo que prueba que f(U) es abierto.

Nos hemos reducido entonces a probar que para algin ¢ > 0 se cumple (11.8). Por el Teore-

ma[l0.11} como
=UsBro)=U F(Bf©),
i=1 i=1

existen n€ N e y € F tales que f(B’,J;(O)) -] Bf(y) para algiin r > 0. Afirmamos que
f(BE, () 2B} (0) paratodoxe f'(y)

En efecto, si z € BI; (0), entonces z' :=z+ y € Bf nef (BE (0)), y en consecuencia,

2=z~ ye f(BL0) - F(0 = F(BRO) - f0 = F(BE 0~ x) = F(BE, |, @]

Tomemos A > 1 tal que n+ || x|l < Ar. Es evidente que f (Bfr (O)) 2 Bf (0), y, de hecho, vale un resultado
que aparentemente es mads fuerte, pero que en realidad es equivalente:

f(Bft(O)) ) Bf(O) para todo ¢ > 0.

En efecto, como f (Bfr 0) 2 Bf(0), dado y € Bf (0), existe una sucesion de puntos (x,) e de Bfr (0)
tal que 7 -y =1im, . f(x) y, en consecuencia,

y= nlggof(— xp) € f(B7, ().
Vamos a ver ahora que f (Bf/1 t(O)) 2 Bf (0). Esto es, que la inclusion (11.8) se cumple para ¢ = 2A.
Fijemos y € B (0) y 0 < § < 1/2. Tomemos primero x; € B} (0) tal que y — f(x1) € Bf,(0), luego
tomemos x; € BE 5.0 talque y—(f(x1)+ f(x2)) € Bgz ,(0), etcétera. Siguiendo con este procedimiento
obtenemos puntos x, X, x3--- € E, tales que

n
Xn €BYs5u,(0) € y- Zif(x,-) €Bg,,(0) paratodo nelN.
i=
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La serie .92, x; es absolutamente convergente porque

Yollxill< ) A6 r= —— <2At.
i=1 i=1 1-6
Ademds, si x = .72, x;, entonces [ x[| < X2, llx;ll <2Aty f(x) = X2, f(x;) = y. a

Corolario 11.99. Si f: E — F es una funcién lineal continua y biyectiva entre espacios de Banach,
entonces [ es un isomorfismo.

Demostracion. Por la Observacion 3.31} esto se sigue inmediatamente del teorema anterior. O

Recordemos que un espacio vectorial E es suma directa interna de dos subespacios F; y F; sila
funcionlineal j: F) x F, — E, definida por j(y,y") = y+/, es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Si E es un espacio normado y dotamos a F; x F» con la norma || ||, entonces, por la Proposicién|3.68
la funcién j deviene continua .

Corolario 11.100. Si un espacio de Banach E es suma directa interna de dos subespacios cerrados Fy y
F,, entonces la aplicacion j: F) x F, — E definida arriba es un isomorfismo de espacios de Banach.

Demostracion. Por la Proposicién como F; y F», son subconjuntos cerrados de E y que E es
un espacio de Banach, tanto F; como F» son completos. En consecuencia, por la Proposiciéon|6.15
también lo es F; x F». Entonces, por el Corolario[11.99} la funcién j es un isomorfismo. O

Ejercicio 11.101. Pruebe que si un espacio de Banach E es suma directa interna de dos subespa-
cios F1 y F», ylafuncién j: F; x F, — E definida arriba es un isomorfismo de espacios de Banach,
entonces F) y F» son subespacios cerrados de E.

Recordemos que, por definicion, el grafico de una funcién arbitraria f: X — Y es el subconjun-
toGr(f) ={(x,))eXxY:y=f(x)}de X xY.

Ejercicio 11.102. Pruebe que si X e Y son espacios métricosy f: X — Y es una funcién continua,
entonces su grafico es un subconjunto cerrado de X x Y (Recuerdese que X x Y es un espacio métrico
via la distancia d, introducida en el item 8 del Ejemplo|1.4).

El corolario que sigue muestra que para las funciones lineales entre espacios de Banach la
condicién necesaria para la continuidad obtenida en el ejercicio anterior es también suficiente.

Corolario 11.103. Supongamos que E y F son espacios de Banach. SI el grdfico de una funcion lineal
f: E— F es un subconjunto cerrado en E x F, entonces f es continua.

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo

Gr(f) —— F

E

donde 7y y mF son las funciones lineales definidas por mg(x,y) = x y tr(x, y) = y. Tanto ng como nf
son continuas por las Propopiciones[3.9]y[3.11} Ademas Gr(f) es un espacio de Banach porque es
un subespacio cerrado de E x Fy, por la misma definicién de Gr(f), es claro que ng es biyectiva. En
consecuencia, por el Corolario la funcién n;l es continua, tambiénloes f=mso ngl. O
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11.11. Funciones multilineales

Definicién 11.104. Una funcién f: V} x --- x V;; — W, del producto de una familia V1,...,V,
de k-espacios vectoriales en un k-espacio vectorial W, es multilineal si paratodoiconl<i<ny
toda familia xy, ..., X;-1, Xj+1,..., X, con x; € Vj, laaplicacion x — f(x,..., Xj-1, X, Xj+1,..., X5) €S Una
funcién lineal de V; en W. Las funciones multilineales de n variables son llamadas también funcio-
nes n-lineales. Las de una variable son las funciones lineales, y las de dos variables son llamadas
funciones bilineales.

Ejemplo 11.105. La multiplicacién de una k-algebra A es una funcién bilineal u: Ax A — A.

Ejemplo 11.106. la funcién que a cada n-upla de vectores columna vy,...,v, € k" le asigna el
determinante de la matriz (v1 - v») es una funcién n-lineal de k" x --- x k" en k

Observacion 11.107. El conjunto de todas las aplicaciones multilineales de V} x - -- x V,, en W, provisto
de la sumay el producto por escalares definidos por

(f+8)x1,....,xpn) = f(x1,..., xp) + 8(x1,...,Xp)

(A/'f)(xlv---)xn) :A/f(xly---;xn))

es un k-espacio vectorial, llamado el espacio de las funciones multilinealesde Vy x ---x V, en W'y
denotado Mult(V7,..., V,; W).

Teorema 11.108. La funcion
VY. Mult(Ey, ..., Ey F) — Mult(Ey, ..., E,—1;Homy (E,, F)),
definida por ¥ (f)(x1,..., Xp-1)(X) = f(x1,...,Xp—1, X), s un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Las igualdades

Y(f+8)(x1,...,xp-1)(x) = (f+ 8 (x1,..., Xp-1,X)
= f(x1,...,Xp-1,%) + g(x1,...,Xp-1,%)
=W(H)x1,.., Xp-1) (X)) + V(R (x1,..., Xp—1)(X)

YA x1,..X0-1) () = A- fx1,.., Xp-1,X)
=Af(x1,...,Xp-1,%)
=AY () (x1,..., Xp-1)(x)
=A-(Y(N)x1,..0 Xp-1))) ()
=A-Y(N)x,..0) Xp-1)(X),

muestran que ¥ es lineal, y un cdlculo directo muestra la funcién
@: Mult(Ey, ..., Ey—1;Homg (Ey,, F)) — Mult(E;,..., Ey; F),

definida por ®(g)(xy,...,x,) = g(x1,..., Xp—1)(x,) es inversa a derecha e izquierda de V. O
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Teorema 11.109. Fijados espacios normados Es,...,E, y F, para cada f € Mult(Ey, ..., E,; F) son
equivalentes:

1. f escontinuaenO.
2. f escontinua.

3. Existe M =0 tal que
1f e, xa)ll < Ml - Nl xp |l

para todo (x1,...,xX,) € Ey x --- x Ey,.

Demostracion. 3. = 2. Fijemos r > 0. Para todo par x = (xy,...,x,) e ¥y = (y1,..., ¥n) de elementos
de E; x --- x Ey,

n
f(x) f(y)=Zf(x1, xi—l,J/i»---,J/n)—f(xl,---»xi,J/i+1y---,J’n)
"
Z (Xl,-.-,xi—l,J/i—xi»J/i+1,-~-,J/n)-
En consecuencia, si x e y pertenecen a Bu ||""(O) = Bfl 0) x--+x Bf" (0), entonces

n
Zf(xl,---,xi—l,J/i—xi,yi+1,---,}/n)

i=1

If ) —fnil=

= Z ||f(x1,-.-,xi—1»J/i —xi,J/i+1»-.-»J/n)||
n
<> Mllxill--lxi—1llyi = xi M yiea - 1 ynll
n
Z ly: — x;l
i=1
< Mnr" My - xllo

por lo que f es de Lipschitz en cada bola Bu I~ (0), y, por consiguiente, continua.
2.= 1. esto es claro.

1. = 3. Por la continuidad de f en 0, existe 6 > 0 tal que si (x,...,X;) € B5(0) x --- x B5(0), enton-
ces || f(x1,...,xp) |l < 1. Esto implica que, fijado 0 < 6’ < §, para cada n-upla (x1, ..., x,) con x; € E;\ {0},

lxq 1l (B
”f(xl: xn)”_Hf( : : )---»6_’7'_)/72)
lxp !l llxnll
%nﬂyl, ol
6’" e ll---lxpll,

donde y; = - xj. Como esta desigualdad también vale cuando uno o varios de los x;’s se anulan,

O

IIx I
podemos tomar M = W'

Notacién 11.110. Dados espacios normados Ej,..., E; y F, denotamos con £ (Ej,..., E,; F) al subes-
pacio de Mult(Ey, ..., E,; F) formado por las funciones multilineales continuas.
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Espacios normados y espacios de Banach 11.11 Funciones multilineales

Definicién 11.111. Paracada f € £(E,..., Ey; F), definimos la norma || f| de f por
If:=min{M : || f(x1,..., xp) Il < Mllx1]l---lIxpll  paratodo (x1,...,Xxu) € Ey X -+ x Ep}.

Teorema 11.112. Dados espacios normados Ey,...,E, y F, la aplicacién ¥ definida en el Teore-
mall1.108induce por restriccion un isomorfismo de espacios vectoriales

V: L(Ey,...,Ep;F) — ZL(Ey,...,Ep_1; L (Ep, F)).

Ademds | (f)| = || fI| para toda f € £(Ey, ..., En; F). Dicho de otro modo, ¥ es una isometria lineal
biyectiva.

Demostracion. Paratoda f € £(Ey,...,Ey; F) ycada (xy,...,x,) € Ey x -+ x Ep,

I x1,ee, Xp-D) N = 1 f (X155 Xp—1, DN < W~ D1 X

Por lo tanto W(f)(x1,...,Xp-1) € ZL(En, F) y IV (f) (x1,..., XD < I f Il x1 ]l -+ - [ Xp-11l, 1o que implica
que ¥Y(f) € ZL(E1,..., En-1; L(En, D)y IY(HI =S

Tomemos ahora una funcién g € Z(Ej,..., Ey—1; £ (Ep, F)). Como

I~ (X1, ) I = 18 (X1 s X D) () I < N8,y XD N | < gL N -+ [ ]

para todo (x1,...,Xx,) € E; x --- x Ey, la aplicacién ¥~!(g) es continuay [¥~!(g)| < | gll. En conse-
cuencia ¥ es una isometria lineal, por la Proposicién|11.65 O

Teorema 11.113. Fijados espacios normados Es,...,E, y F, la funcion || ||: £(Ey,...,En; F) — R>g es
una norma. Ademds, para cada f € £(Ey,...,En; F),

I fll = sup I f(x1,...,xa)l

(X1, %) €BY [0] x-++x B{" (0]

Demostracion. Para n =1 esto es cierto por la Definicién|(11.13|y la Proposicién|11.14] Supongamos
que lo es para n—1 = 1. Entonces, por hip6tesis inductiva, para cada f,g € £(Ey,..., Ey; F) y cada
Aek,

If+gll=I¥Y({f+I=1YH+¥Y@I=ITFNOI+IYE@I
IA-FI=1T¥QA- O =1ATEON=ANFI

y
1A =1 O
- sup ¥ () (X1, ey X))l
(xl,...,xn_l)erl [0] x ...xBlEn—l 0]
B P sup | f(x1,..., Xp-1, Xn)l
(xl,...,xn_l)eBlEl [0] x - XBf"’l ] xnern [0]
- sup I f(xr,.. X,
(xl,...,x,,)EBfl [0] x ...XBlEn 0]
como queremaos. _

Ejercicio 11.114. Supongamos que f es como en el Teorema(11.113| Pruebe que

I fll = sup IfCxr,...,x)ll,

(X100, Xp)EXy X% X}

donde para cada i € {1,...,n}, el simbolo X; denota a uno de los conjuntos Bfi [0], Bfi 0o Sf" (0).
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Notas

Notas

[1].

[2].

[3].

(4].

Porque (v—s5) eIy €S una sucesion en v— S que tiende a cero si y solo si (s5,) ey €S una sucesion
en S que tiende a v.

Fijemos x € E. Como
A+p)-x=A-x+pu-x vy (ul)-x=p-(A-x) paratodoA,puek,

la funcién j(x) es lineal. Entonces, por la Proposicién|11.54} también es continua. Ademds, las
igualdades

Ax+y)=A-x+A2-y vy A-(u-x)=p-(A-x) paratodorekyx,y€E,
prueban que la correspondencia x — j(x) es lineal, y un célculo directo muestra que j es

inversible y que la inversa de j aplica cada f € Z(k,E) en f(1).

Un célculo directo, usando que, por la misma definicion de hy,y,

ey (S2) = T (F10) = TOZID)

B »-fx
hx,y(¥) =T_ o (f() = %

muestra que

)

s (XY - f)-fy S (f=-fx y—x\y Xx-—y
hx,y( 5 )=AEOhx’1yoAF(T)=Athxlly(T)=AE(T): >

e intercambiando x con y obtenemos que
S (YmXY s (YoXy_Y—X
hx'y( 2 )_hy'x( 2 )_ 2
Las igualdades se cumplen porque la traslacion T, es un homeomorfismoy f eslineal, y la
inclusion, porque

lw—-xll<lwl+lxl<n+|x|l paratodowe BE(O).
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CAPITULO

DUALIDAD

12.1. Elespacio dual

Recordemos que el dual algebraico de un k-espacio vectorial V es el k-espacio vectorial V' de las
funcionales lineales de V.

Definicién 12.1. El dual topolégico o espacio dual de un espacio normado E es el espacio norma-
do E* := £(E, k) de las funcionales lineales continuas.

Observacion 12.2. Por el Teorema(|l1.19/sabemos que el dual de un espacio normado es un espacio
de Banach.

Definicién 12.3. Un subespacio H de E es un hiperplano si H ¢ E y no hay ningtin subespacio L
de Etalque HE LS E.

Proposicién 12.4. Para cada subespacio H de E, son equivalentes:
1. H es un hiperplano.
2. Existex€ E\ H tal que(H,x)=E.
3. Hay una funcional lineal no nula ¢ : E — k, tal que H = ker(¢p).

Demostracion. 1. = 2. Por elitem 2, laigualdad (H, x) = E vale paracada x€ E\ H.
2.= 3. Bastadefinirp(h+A-x) =Aparatodohe Hy A€ k.

3. = 1. Elijamos una funcional lineal no nula ¢ € Homy(E, k) tal que H = ker(¢) y tomemos x € L tal
que @(x) #0. Cada y € E se escribe como suma de un elemento de H y uno de L, en la forma

S PR
@(x) p(x)

Como H < L, esto prueba que L=E. O

Proposiciéon 12.5. Una funcional lineal ¢: E — k es continua si y solo siker(¢p) es cerrado.
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12.2 Ejemplos de espacios duales Dualidad

Demostracion. Por el Teorema como los puntos son cerrados, si ¢ es continua, entonces ¢! (0)
es cerrado. Veamos que la afirmacién reciroca es verdadera. Como la funcién nula es continua,
podemos suponer que ¢ es no nula, y, por lo tanto, sobreyectiva. Fijemos un punto x de ¢~1(0) y
denotemos con M a la distancia d(x,¢~'(0)), de x a ¢~'(0). Dado y € V, existen L€ ky z€ ¢~ 1(0),
Unicos tales que y = z+ A1 - x. Mds alin, como ¢(x) =1y ¢(z) =0,

A=@@)+A-px)=@y).

Siy ¢ ¢~'(0), entonces

1
=|z+ x|l = — z+x|| = M,
lyll=llz+@()-xl Iw(y)l“(p(y) z+x| =l

yes claro que || y| = [@(y)|M si y € ¢~1(0). En consecuencia, como M > 0 porque ¢~ '(0) es cerrado,

1
(| = I\_/I”y” para cada y € E,

lo que prueba que ¢ es acotada, o, lo que es igual, continua. O

12.2. Ejemplos de espacios duales

En esta subseccion calculamos explicitamente los duales de varios espacios de Banach mas
conocidos.

Espacios de dimension finita

Todo espacio de Banach de dimensién finita es isomorfo como espacio vectorial a su dual
algebraico, y, en consecuencia, por la Proposici()n a su espacio dual. De hecho, hay infinitos
isomorfismos lineales de E en E*, pero eso no es algo que nos importe ahora. Mds importante para
nosotros es que fijado uno f: E — E*, aplicando el Ejemplo[1.74]obtenemos una norma sobre E que
convierte a f en una isometria lineal. Resumiendo, para cada espacio de Banach de dimensién finita
E hay una norma || IIf sobre E y una isometria lineal f: (E, || ||f) — E*.Lanorma | IIf no es tinica,
porque depende de f, pero dos cualesquiera son isomorfas mediante una isometria lineal. Como
veremos enseguida, para las normas || ||, es posible elegir f en forma tal que se obtitene una norma
del mismo tipo.

Teorema 12.6. Para todo p € [1,00] hay una isometria lineal biyectiva de f : (k”, [ IIq) — (k”, I II;‘,)

(k=R o C), donde q estd determinado por la igualdad % + % =1.

Demostracion. Cada punto y € k" tiene asociado una funcional lineal Yy (k”, [l p) — k, dada por

n
@y(x):=)_ yix; paratodoxe€ k",
i=1

donde x; e y; denotan a la i-ésima coordenada de x e y, respectivamentd'''| Definimos

F (K50 0g) — (K™ 00,)",
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Dualidad 12.2 Ejemplos de espacios duales

por f(y) := ¢,. Es claro que f es una funcion linea Ademads, dado que por la desigualdad de
Holder y la propiedad triangular del médulo,

ZJ’lxz

i=

< sup Zlylllxl|< sup lyllgllxliy =1lylg

lxllp=1i=1 lxllp=1

loyll = sup lpy(x)|= sup

lxll,=1 Ixll,=1

lanorma de f satisface la desigualdad

I fIl = sup |f(y)I = sup ||<pyII< sup IIyIIqsl
lyll=1 lyll=1

En consecuencia, por la Proposicion(11.65]y el hecho de que (k| Il4) y (k™. Il ;) tienen la misma
dimensién, para concluir que f es una isometria biyectiva es suficiente probar que tiene una inversa
aizquierda g de norma menor o igual que 1. Para cada y € (k", || Il ) *, definimos

g(W) = (W(el); .. -;W(en)) )

donde (ey,..., e,) es la base canonica. Para ver que | g|| < 1 debemos probar que [|g(y)ll4; < [ly| para
toda funcional v. Consideramos dos casos:

p=1. Enestecaso |[w(e;)ll < llyllleill = lwl| paracada i € N y, por lo tanto,

lgW) oo = llw(er),...,wlen)lloo = lwll,
lo que prueba la afirmacion.
p > 1. Escribamos u := (Iw(el)lq_lﬁ(w(el)),...,Iw(en)lq_la(w(en))), donde cis: k — k es la fun-
cion definida por
lal :
_ “ 0,
cis(a) =<4 ¢ sta#
0 sia=0.

Un célculo directo muestra que

yw =Y wiyle) = lyle) cis(yleNwle) =Y lylel.
i=1 i=1 i=1
En consecuencia
lwll (Z?Zl |1,’/(€i)|(‘7_1)”)E =yl (Z?Zl |W(ei)|q); si p <oo,
lylll(,..., Dl = llyl i p = oo,

lgwllq =y > lw(enld < llwll,
i=1

lo que también prueba la afirmacién en este caso.

le(el N =y @)l < llyliul, {

por lo que

Para terminar la demostracion solo resta probar que f o g(y) =y para todo (k" || ) *. Pero esto
es cierto, porque

Fog) () = f(w(en,...,wlen) (x) =) xiy(e;) =y(x)
i=1
paratodo x = (x,...,x,) € R™. O
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12.2 Ejemplos de espacios duales Dualidad

El dual de I,

Nuestro proximo objetivo es calcular el dual de [, (k), cuando p € [1,00). Para esto utilizaremos
las técnicas usadas para demostrar el Teoremal12.6] Las ligeras dificultades nuevas que surgen se
deben a que no toda funcional lineal de [, es continua y a la necesidad de probar la convergencia de
las series que aparecen al estudiar el problema.

Teorema 12.7. Para cada p € [1,00) hay una isometria biyectiva f; : lg(k) — 1,(k)*, donde q estd

determinado por la igualdad % + % =1.

Demostracion. Fijemos y = (y1,2,...) € l4(k). Por la desigualdad de Holder (ver el Ejerciciom
para cada x = (x1, X2,...) € [,(k) laserie Z"ol Yix; converge absolutamente y la funcion ¢, : 1, (k) — k,
definida por

o0
Py(x) =) yixi,
i=1

es continua en 0. Ademds, la Proposicion [11.24]| implica que la funcioén ¢, es lineal, y que tam-
bién lo es la funcién f}: I;(k) — 1,(k)*, definida por f; () := ¢,. Asimismo, f; es inyectiva,
porque f,f (¥)(e;) = y; paratodo i € IN, donde e; es la sucesién cuyas coordenadas son todas 0, salvo
la i-ésima, que vale 1. Por lo tanto, por la Proposicién|11.65} para concluir que fqp es una isometria
sobreyectiva es suficiente ver que || f; | <1y que existe una transformacién lineal g: lp(k)* — 14(k)
talque gl <1y f; o g = id. Para empezar, notemos que como

Z.szz

=1

< sup Zlylxl|< sup lyllgllxliy, =1lylg,

llxllp=1;=1 llxllp=1

loyll < sup lpy(x)|= sup

lxll,=1 Ixl,=1lf

paratodo y € X,

TAE sup 1T )1 = sup llgyll < sup Iyllg =
lyl=1 Iyll=

Dado ¢ € I,(k)*, definimos

g(p) = (p(e1), p(ex), p(es),...).
Veamos que g(¢) € [4(k) y que [[g(¢)l 4 < ll¢ll. Consideramos dos casos:
p=1. Enestecaso [[p(e;)ll < lpllle;ll, = ll@ll para cada i € Ny, por lo tanto,

lg(@) oo = llpler), plea),...lleo = llel,

lo que prueba simultaneamente ambas afirmaciones.

p > 1. Paracada n € N, denotemos con x ala sucesion x™ = (x\", x{", x{",...), definida por

(. JlotenTicisiplen)  sii<n,

l 0 sii>n,
donde cis es como en el Teorema Es claro que x™ € [,,(k) para todo n. Un célculo directo
muestra que

P(x™) = Zx Jp(ei) = Z lp(en| cis(@(e)gle) = Z lpen]?.

i=1 i=1
Asi,

1 1

n n n

> |ped|” =) = ol x™ ], = llel| Y lpe) 1P e MACHIK "
p

i=1 i=1 i=1
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{/ Y lplenld < lgl.
i=1

Haciendo tender 7 a infinito, obtenemos que [|g(¢)ll4 < ll¢|. Igual que en el caso anterior, esto
prueba simultaneamente ambas afirmaciones.

por lo que

Para terminar la demostracion solo resta probar que f;’ o g(¢p) = ¢ para todo ¢ € I, (k)*. Pero esto
es cierto, porque dado x = (x1, X2, X3,...) € Iy (k),
o0
f7o8@ () = [ (@(er), plea), ples),..) (x) = ) xip(er) = p(x),
i=1

donde la tltima igualdad se sigue de que, como vimos en la demostracién del Corolario|11.34]

n
x—lewei
i=1

1
p
= (Z Ixilp) — 0 cuando 7 tiende a oo,
p i>n

y, por lo tanto, x = 372, x;e; en I, (k). O

El dual de ¢y(k)

Ahora calcularemos el dual del espacio cy(k) de todas las sucesiones en k que tienden a 0. Para
ello es clave el siguiente resultado, que es interesante en si mismo.

Lema 12.8. Para cada x = (xy, X1,...,...) la sucesion Z‘i":’l x; - e;, donde e; es como en la prueba del
Teorema(12.7, es sumable y tiende a x.

Demostracion. Como x € ¢y, dado € > 0, existe ng € IN tal que |x;| < € para todo n > ngy. Por consi-
guiente,

n+l1
x_le"ei :”(0;---,nyn+1;xn+2»---)”oo<€
i=1 [es)
para todo n > nyg, lo que prueba la afirmacién hecha en el enunciado. O

Teorema 12.9. Hay una isometria biyectiva f: I (k) — co(k)*.

Demostracion. Por la desigualdad de Holder, fijado y = (y1, y2,...) € 1 (k),

o0

< > yillxil < Iylhllxllo < oo
i=1

(e.0)
Z YiXi
i=1

para todo x = (xo, X1,...) € ¢p. En consecuencia, la funcién ¢, : ¢y — k, definida por

o0
Pyx) =) yixi,
i=1

es una funcional lineal continua cuya norma es menor o igual que | y|l;. Por lo tanto la transfor-
macion lineal f: I;(k) — ¢;, definida por f(y) := ¢y, es acotada con | f| < 1. Ademads es inyec-
tiva porque f(y)(e;) = y; para todo i. Ahora vamos a verificar que f es una isometria biyectiva,
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procediendo como lo hicimos en esa demostracion. Esto es, mostraremos que existe una trans-
formacion lineal acotada g: ¢; — I1(k), tal que ||g| = 1y fog = id. Para cada ¢ € c;, definimos
g(@) = (p(e1), p(e2),@(e3),...). Como
n no___
Y cis(gp(e) - eilloo < llpll
- i=1

n _ n _
lpen)| =) cis(p(e)ple;) = | d_cis(ple;)) - ei) < gl
& L

i=1 i= i=1

para todo n, la sucesion g(p) € I; y lg(@)ll1 < llell. para terminar la demostracién solo resta ver
que fog= i Pero esto es cierto porque, por el lema y la contnuidad de ¢,

fog@(x) = f(pler), ple), ples),...)(x) = ) ple)xi = p(x)
i=1

para todo x € ¢y. O

12.3. ElTeorema de Hahn-Banach

Teorema 12.10 (Hahn-Banach). Para cada espacio normado E, cada subespacio S < E y cada funcio-
nalgpe S*, existep € E* talque pis=¢ y 1@l = loll.

Demostracion. Caso k=1R. Consideremos las extensiones parciales de ¢. Esto es, los pares (W, ),
formados por un subespacio W de E tal que S < W y una funcional w € W* talque s =@y vl =
llpll. Ordenamos estas extensiones por (W,y) < (W', ¢/ ) si W< W'y V’fw = 1. Por el Lema de Zorn

existe una extension maximal (W, ). Debemos probar que W = E, lo que haremos mostrando que
si W C Ey xe E\ W, entonces ¥ se puede extender a una ¢ € (W ® (x)) * tal que |||l = |]. Dando
por hecho el caso trivial ¢ = 0, y multiplicando por una constante, podemos suponer que ||| = 1.
Definimos ¢(w + A - x) := ¥ (w) + Aa, con a € R fijo. Debemos verficar que se puede elegir a de forma
tal que ||¢|l < ||l = 1. Es decir, de forma tal que |1/7(w) + Aa| <|w+A-x| paratodo Ae Ry we W.
Reemplazando w por A - w se ve que para ello es suficiente elegir a tal que |f/7(w) + a| < |lw+ x|l para
todo w € W, o, equivalentemente, tal que

—-y(w)-|lw+xl|<a<-w(w)+||lw+x| paratodow e w.
Asi, hemos reducido la cuestién a probar que

sup (-¢(w) - lw+xl) < inf (- @) + v+ xIl),

weWw veW

0, lo que es igual, que -/ (w) — |w + x|| < = (v) + ||v + x|| para todo v, w € W. Pero esto es cierto
porque

YW -Pw) < |[F-w)|slv-wl=Iw+x) - (w+)| < v+x]+llw+xl,

donde la segunda desigualdad vale porque || % = 1.

Caso k =C. Denotemos con vy ala parte real de ¢. Como
w(i-v) =Re(p(i-v)) =Re(ip(v)) =-Sm(p[))

paratodo v € S, sabemos que ¢(v) = ¥ (v)—iw(i-v) paratodo v € S. Por el caso real, también sabemos
que hay una extension ¥: E — R que satisface [|[y/|| = ||| . Pero entonces la funcién @(v), definida
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Dualidad 12.3 El Teorema de Hahn-Banach

por ¢(v) :=w(v) — iy(i- v), extiende a ¢. Ademads es C-lineal porque es una resta de dos funciones
R-lineales y

Pli-v)=yi-v+igw) =i(Yw) -ig@i-v))=i@(v) paratodoveE.
Por ultimo, puesto que para cada v € E tal que ¢(v) #0,

o) =g([@w) " gw)|v) = F(@w) " ew)|v) < |[¢]|ew " gw)|v| = [#|lvl,
la desigualdad ||@|l < @]l = vl < ll@ll vale. O

Corolario 12.11. Para cada subespacio cerrado S de E y cada punto x € E\ S, existe una funcional
lineal p € E* tal que p(x) =1 y¢|s =0.

Demostracion. Consideremos la funcién lineal ¢ : S® (x) — k, definida por
@x(s+A1-x):=1 paratodoseSytodo A€ k.

Por la Proposicién|12.5, como S = ker(¢) es cerrado, ¢ es continua. La demostracién se termina
aplicando el Teorema|12.10 O

Corolario 12.12. Dados x,y € E tales que {(x) N (y) = {0}, existe una funcional continua ¢ € E* tal
quep(y)=0yep(x)=1.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Corolario|12.11|y del hecho de que, por el Coro-
lario[11.52] el subespacio (y) de E, es cerrado. O

Corolario 12.13. Si E #0, entonces E* #0.
Demostracion. Basta aplicar el Corolario anterior con x #0e y =0. O

Teorema 12.14. Si Z(E, F) es un espacio de Banach y E # 0, entonces F también es un espacio de
Banach.

Demostracion. Fijemos una funcional ¢ € E* no nulay un punto xg € E tal que ¢(xg) =1.Dado y€ F,
definimos fy: E — F por fy,(x) := ¢(x) - y. Es claro que fy eslineal, y es continua porque

I1fy Ol = llpx) -yl < lyllellx].
Ademads la correspondencia y — f, de F en £ (E, F), es lineal y satisface

Ifyl = sup Ify(X)l =Nyl sup lox)|=lyllell.
lxl=1 Ixl=1

Por lo tanto aplica cada sucesion de Cauchy (y,) e en una sucesion de Cauchy, y por lo tanto
convergente, (fy,)ev. Denotemos con f a su limite. Las igualdades

f(xo) = lim fy, (Xo) = lim ¢(xp) - yn = lim yn,

prueban, en particular, que F es completo. O

195



12.4 Traspuesta de una aplicacion lineal Dualidad

12.4. Traspuesta de una aplicacién lineal

Recordemos que la traspuesta algebraica de una funcién lineal f: V — W es la funcién lineal
f': W' — V' dada por f'(¢) =¢@o f.

Teorema 12.15. Si f: E — F es una funcion lineal continua entre espacios normados, entonces la
transformacion f': F' — E' induce por restriccién una funcion lineal continua f*: F* — E*. Mds

aun, | f*I =111

Demostracion. Como f es continua, ¢ o f es continua para cada funcional lineal continua ¢. De
modo que f’ induce una funcién lineal f*: F* — E*. Ademads las igualdades

If*ll= sup IIf* (@Il = sup lollfi=<Ifl,

lel<1 lel<1

prueban que f* es continuay || f*|| < || f|l. Resta verificar que || f|l < | f*|. Esto es claro cuando f = 0.
Supongamos que f #0, elijamos 0 < € < || f|| y tomemos x € Sf(O) tal que || fl|—e€l f(x)|l. Por el Teorema
de Hahn-Banach hay una funcional ¢ € F*, de norma 1, tal que ¢(f(x)) = || f (x)]l. Por ende,

I 1= 1f" @l =lgo fll=llo(f )l >Ifll-e.
Como e es arbitrario esto prueba que || f|| < || f* |, como deseamos. O

Definicién 12.16. La funcién f* construida en el teorema anterior es llamada la funcién traspuesta
de f.

Ejemplo 12.17. Supongamos que S es un subespacio de un espacio normado E. La transpuesta
i*: E* — §%, de la inclusién canodnica i: S — E, es la funcién ¢ — @5, que manda cada funcio-
nal lineal continua de E a su restriccién a S. Por el Teorema de Hahn-Banach sabemos que i* es
sobreyectiva.

Observacion 12.18. La correspondencia f — f* tiene las siguientes propiedades:
1. idy, =idg+ para cada espacio normado E.

2. (@-f+B-W*=a-f"+pB-h* paratodo par f, h: E — F de funciones lineales continuas entre
espacios normados y cada para «a, 8 de escalares.

3. (fog)" = g*o f* para cada par componible f: E— Fy g: F — H, de funciones lineales
continuas entre espacios normados.

4. para cada par E y F de espacios normados, la funcién f— f*, de £(E,F) en L(F*,E*), es
una isometria lineal.

En efecto, la validez de los primeros tres items es una consecuencia inmediata de que la traspuesta
algebraica tiene estas propiedades y la traspuesta topolégica de una funcién lineal continua es obteni-
da a partir de la traspuesta algebraica por restriccién. El cuarto es verdadero por la Proposicién|(11.63
yelitem 2.
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12.5. Espacios normados reflexivos

Es bien sabido que cada espacio de dimensién finita V es linealmente isomorfo en forma no
canodnica a su espacio dual V* e isomorfo en forma candnica al doble dual (V*)* de V. Esto no es
cierto para espacios normales de dimensién infinta, para los cuales el morfismo canénico en el doble
dual sigue existiendo, pero puede no ser sobreyectivo. En esta seccidn estudiamos este tema.

Definicién 12.19. El doble dual de un espacio normado E es el espacio normado E** = (E*)*,
obtenido tomando el dual de su espacio dual.

Observacion 12.20. Por la Observacion[12.2]y el Corolario[12.13]sabemos que E** es un espacio de
Banach que es no nulo siy solo silo es E. De hecho, cuando E # 0, es facil dar ejemplos concretos
de elementos no nulos de E**. Para cada x € E, la funcién jy: E* — k definida por j.(¢) := ¢(x) es
una funcién linea que, por la Observaci()n es continua. Ademas, por el Corolario
si x # 0, entonces i, # 0. Nuestro préximo objetivo ees determinar las propiedades fundamentales de
la correspondencia x — jy.

Definicién 12.21. La inmersién canénica de un espacio normado E es su doble dual es la fun-
cién jf: E — E**, definida por jE(x) := j,.

Teorema 12.22. La funcién J¥ es una isometria lineal de E en E**. Ademds, para cada par E y F de
espacios normados y cada funcion lineal continua f: E — F, el diagrama

:E

J
E"E**

fl lf**

F"F**,

]F
donde f** = (f*)*, conmuta.

Demostracion. Como

JF@-x+B-y(@)=pa-x+p-y) = apx) + Boy) = ajt (x) (@) + B () (@)

paratodo a,B ek, x,y € Ey ¢ € E*, la funcién j* eslineal. Ademds es continua y tiene norma menor
o igual que 1, porque

|i¥ @]l = sup |ifx) ()| = sup lp)| < x| paratodo x € E.
lpll=1 lell=<1

Debido a esto, por la Proposici()npara concluir que j¥ es una isometria es suficiente verificar
que || jE|| = 1. Pero esto es cierto porque, por el Teorema de Hahn-Banach, para todo x € E\ {0}
la funcién v: (x) — k, definida por w (A - x) := 1|l x||, se extiende a una funcion lineal ¥: E — k de
normal,y

lif@ |z 1iF @] = Ixl.

Por ultimo, las igualdades

JFof)@) =o(f(x) = jF@@o H=iF 0 (f* @)= (5 0) (@

muestran que el cuadrado conmuta. O
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Definicién 12.23. Un espacio normado E es reflexivo si la inmersién canénica jf: E — E** es
sobreyectiva.

Observacion 12.24. Por la Observacion todo espacio normado reflexivo es completo.

Ejemplo 12.25. Dado que dimy(E) = dimy(E**) para todo espacio de dimensién finita E y la inmer-
sién canénica jF es inyectiva, los espacios normados de dimensién finita son reflexivos.

Proposicién 12.26. Para cada p € (1,00), el espacio 1, (k) es reflexivo.

Demostracién. Debemos probar que para cada ® € [,(k)** existe z € I,(k) tal que j bk (z) = @.
Escribamos g := (1 - p_l)_l. Por el Teorema sabemos que la funcién f;: lq(k) — lp(k)*, dada
por

[e.°]

fYw) =3 yiw; paratodo w e I,(k),

i=1
donde y; y w; son las i-ésimas coordenadas de y y w, respectivamente, es una isometria lineal
biyectiva. Por consiguiente, ® o fqp € lq(k)*, y, nuevamente por el Teorema existe z € [, (k) tal
que ®o f; = f;,] (2). Ahora un célculo directo muestra que j»®(z) = f;’ (z) o g, donde g es la inversa
de f; y que, por lo tanto, j»®(z) = ®, como queremos. O

Nota 12.27. Para probar la proposicién anterior no basta observar l,,(k)* = lq(k)* = 1, (k). El proble-
ma es que lo que se quiere probar no es que [, (k) es isomorfo a su doble dual, sino que j &) es un
isomorfismo. De hecho, en [?] se da un ejemplo de un espacio de Banach que no es reflexivo, a pesar
de que es isomorfo a su doble dual.

Teorema 12.28. Un espacio de Banach E es reflexivo si y solo si lo es E*.

Demostracion. =) Tomemos a € E***. Debemos probar que existe ¢ € E* tal que j£ (¢) = a, o,
equivalentemente, tal que ¥ (@) = a(¥) para todo ¥ € E**. Como E es reflexivo, esto ocurre siy solo
si

() = jE X)) = a(jE(x)) =aojf(x) paratodo xe€E.

Por lo tanto ¢ = a o jE.

<) Supongamos que E no es reflexivo. Entonces, por la Proposici(’)n como j¥ es una isometria
lineal y E es completo, j£(E) es un subespacio cerrado propio de E**. En consecuencia, por el
Corolario hay una funcional lineal continua no nula a € E*** cuyo ntcleo incluye a jf (E).
Dado que E* es reflexivo, existe ¢ € E* tal que a = j¥ (¢). Como a se anula sobre jZ(E),

@(x) = jE 0 (p) = a(jF(x)) =0 paratodo x € E.
Asi, ¢ =0, lo que es absurdo porque a # 0. O
Proposicion 12.29. Cada subespacio cerrado de un espacio normado reflexivo es reflexivo.

Demostracion. Supongamos que E es reflexivo y que S es un subespacio cerrado de E. Por hipotesis,
dada @ € S**, existe un tnico x € E tal que jf(x) = aoi*, donde i* es la funcién traspuesta de
la inclusién canénica i: S — Afirmamos que x € S. En efecto, si x € E\ S, entonces por el
Corolario[12.11existe una funcional lineal continua y: E — k tal que S S ker(y) y y(x) = 1. Pero esto
implica que

O=a)=aci*(y)=y(x) =1,
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absurdo. Asi que x € S, como queremos. Ademds, como i* es sobreyectiva, cada y € S* tiene una
extension ¢ € E*, y por lo tanto
a(y)=aoi*({)={(x) = y(x).

Como y es arbitrario esto prueba que S es reflexivo. O

Salvo por la mencién a un espacio no reflexivo hecha en la Nota [12.27} todos los espacios
considerados en esta seccion son reflexivos. En la seccién que sigue veremos un ejemplo concreto de
un espacio que no lo es.

12.6. Dualidad y separabilidad

En esta secci6n nuestro objetivo principal es explicar como se comportan los espacios duales
respecto de la propiedad de ser separable. Un espacio puede ser separable sin que lo sea el espacio
dual. Por ejemplo, [; (k) es separable y I, (k), que es isométricamente isomorfo a /; (k)* no lo es. Por
el contrario, como probaremos inmediatamente, para cada espacio normado E, la separabilidad de
E* fuerzalade E.

Teorema 12.30. Supongamos que E es un espacio normado. Si E* es separable, entonces también lo
esk.

Demostracion. Por el Corolario si E* =0, entonces E = 0y, en particular, separable. Supon-
gamos que E* # 0. Por hipdtesis E* tiene un subconjunto numerable denso {¢,¢>,...}. Para cada
ne N tomemos x, € E tal que [ x,ll = 1y ll@xll < @n(x,)|+ % Por la Proposici(’)n para terminar
la demostracién serd suficiente probar que

S:= (xl,xg,...) =E.

Supongamos que no es asiy, fijado x € E\ S, consideremos la funcional v: S & (x) — k, definida por
Y(s+A-x) =Aparatodo se Sy A€ k. Notemos que ¥ es continua porque kery = S es cerrado. Por el
Teorema de Hahn-Banach, i tiene una extension ¢ € E*. Por la densidad de {1, ¢»,...}, existe una
sucesion (¢n,) jew de elementos de este conjunto que tiende a ¥. Por un lado

lim |y, (x| = Y1,
]**OO

porque [|@n, | = 1@y ll@n; (xn ) = llgn; Il < ,,i] Por otro lado

lQn; e ) = 1@n; (X)) =@ () < Nlpn; =@l xR, I = ll@n; =@l — 0,
porque ¥ se anula sobre S. Asi, ¥ = 0, lo que es absurdo porque ¥(x) = 1. O
Corolario 12.31. Elespacio I (k) no es reflexivo.

Demostracion. Si [ (k) fuera reflexivo, entonces [, (k) seria separable por el Teorema(12.30| Pero en
el Ejemplo|11.35|vimos que no lo es. O

Ejercicio 12.32. Pruebe que un espacio de Banach E es reflexivo y separable si y solo silo es E*.
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Notas

Notas
[1]. Laigualdades
n n
PyA-x) =) yidxi=A)_ yixi = Ap(x) paratodo A€ ky x€ k"
i=1 i=1
y

[2].

[3].

[4].

(5].

[6].

n n n
pylx+y)= z Yi(xi+z;) = Z ViXi+ Z yizi=@y(x)+¢y,(z) paratodo x,ze€ k",
i=1 i=1 i=1

muestran que ¢, es lineal.

Para comprobar esto es suficiente notar que paratodo A€ ke y, y' y x en k",

FAP@ =Y. Y Ayixi=AfM®) v fO+Y)0=Y i+ydxi=Y yixi+ Y yixi.
i=1 i=1

i=1i=1 i=1
Es facil probar que g es lineal, pero no es necesario. La linealidad de g se sigue autométicamente
del hecho de que f eslineal y g eslainversa de f.

Porque, para todo ¢,y € E* y L€k,

JxA-@)=A-@)x)=Apx) v jxl@+y)=(p+y)(x)=@x)+y(x).
Para cada ¢ € [,,(k), la funcion g aplica ¢ en el anico elemento y de [, (k) tal que

[e.°]
p(x) = Z yix; paratodo x = (x1,X2,X3,...) € I,
i=1
por lo que

1,(k

fH@og@)=Y yizi=p@ = j"P ).
i=1

La funcién a o i* es una funcional continua porque es composcién de una funcional continua
con una funcién lineal continua.
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CAPITULO

ESPACIOS DE HILBERT

En este capitulo k =R o C y, para cada nimero complejo A, el simbolo A denota el conjugado
de A

13.1. Espacios con producto interno

Definicion 13.1. Un k-espacio con producto interno, o espacio con producto interno sobre k o k-
espacio prehilbertiano (E, (, )) es un k-espacio vectorial E provisto de una aplicacion ¢, ): ExE — k,
llamado el producto interno de E, tal que paratodo u,v,we Ey A€k,

1. (u+v,w)=(u,w)+(v,w),
2. (A-u, vy =AMu, vy,
3. (u,v) =(vu),
4. (u,uy=0paracadaue Ey(v,v)=0siysolosiv=0.
Observacion 13.2. Las dos primeras condiciones dicen que el producto interno es lineal en la primera

variable, y la tercera dice que la funcién (, ) es simétrica hermitiana. Combinando las tres, obtenemos
que paratodo u,v,we€ Ey A, uek,

(A v+pu-wy= (/1-1)+,u-w,u>:I<v,u)+ﬁ<w,u) :X(u,v)+ﬁ(u, w),

es decir, que (, ) es sesquilineal (el prefijo sesqui significa 1 y 1/2). Por lo tanto, en el caso real las
funcién (u, v) es una forma bilineal simétrica. En otras palabras, es lineal en cada variable y

(u,v) ={v,u) paratodou,veV.

Por ultimo, la cuarta condicién dice que la funcién (, ) es definida positiva.

Cuando no haya posibilidad de confusién, hablaremos simplemente de un k-espacio con pro-
ducto interno E sin hacer referencia al producto interno, el que genericamente serd denotado (, ). Si
es necesario ser mas especifico usaremos la notacién autoexplicativa ¢, ). Asimismo, a veces no
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13.1 Espacios con producto interno Espacios de Hilbert

haremos referencia al cuerpo de base k, y diremos simplemente que E es un espacio con producto
interno o un espacio prehilbertiano. Estos comentarios son extensivos a los espacios de Hilbert, que
estudiaremos més adelante.

Ejemplos 13.3. El espacio vectorial R” es un R-espacio con producto interno, llamado espacio
euclideano de dimensién n via

n
X yy=) uv;.

i=1
El espacio vectorial C" también es un espacio con producto interno, en este caso sobre C, llamado
espacio hermitiano de dimension n, via

n
(x,¥):=)_ uiv;.
i=1

Asimismo, los espacios de sucesiones I (k) (k = R o C) son k-espacios con producto interno via

oo
(W, v):= )" uiv;,

i=1

En todos estos ejemplos u; e v; denotan a las i-ésimas coordenadas de u e v, respectivamente. Por
ultimo, el espacio (Cla, b], R), de las funciones continuas de un intervalo cerrado [a, b] en R, es un
RR-espacio con producto interno via

b
(ﬁ@:])ﬂmgﬂdm

y el espacio (Cla, b], C), de las funciones continuas de un intervalo cerrado [a, b] en C, es un C-
espacio con producto interno via

b —
(f. 8 1=f fx)g(x) dx.

Salvo indicacién en contrario en este capitulo a los espacios k”, I, (k) y (Cla, b], k) los consideramos
provistos de estas estructuras de producto interno.

Ejemplo 13.4. Todo subespacio lineal V de un espacio con producto interno E es un espacio con
producto interno via la restriccién del producto internode Ea V x V.

Ejercicio 13.5. Pruebe que las afirmaciones hechas en los Ejemplos son verdaderas.

Ejercicio 13.6. Supongamos que E es un C-espacio vectorial y denotemos con  E al espacio vectorial
real subyacente a E. Pruebe que si {, ) es un producto interno sobre E, entonces (, )® :=Reo(, ) es
un producto interno sobre R E que satisface

Gu, )R =—(u,i-v)® paratodo u,v € jE. (13.1)

Pruebe que vale la reciproca. Esto es, que si (, ) es un producto interno sobre g E que satisface la
condicién (13.1), entonces la funcién ¢, ): E x E— C, definida por

vy =, )R+ iu, i - nyE,

es un producto interno sobre E, y es el tinico cuya parte real es (, ).
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La siguiente es, junto con la de Holder, una de las desigualdades mds importantes del anélisis.
Una raz6n es que, como veremos pronto, permite probar que los espacios con producto interno
tienen una estructura natural de espacio normado.

Teorema 13.7 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Para todo u,v € E,

[{u, v)| </ {u, u)y\/{v, v).

Ademds, en la desigualdad anterior vale la igualdad si y solo si u y v son linealmente independientes.

(u,v)
(v,v) *

Demostracion. Cuando v =0, ambos lados se anulan. Supongamos que v # 0 y tomemos A :=
Entonces
0<{u-A-v,u—A2A-v)
=(u,u) — (U, A- vy —(A- v,y +{A- 1,1 V)
= (u, uy — Mu, v) — M, u) + 1A (v, v)
= (u, uy — Mu, v) — A, vy + A% (v, v)
[(u, v)|?

(vv)

=(u,u) -
Por lo tanto [(u, v)| < v/{(u, uy+/{v, v), como queremos. La igualdad vale siy solosi u—A-v =0, lo que
ocurre siy solo si #y v son linealmente dependiente O

Teorema 13.8. Cada espacio con producto interno E es un espacio normado via la norma | || definida

por |lull :==v{u, u).

Demostracion. Debemos probar que la funcién || || satisface las condiciones pedidas en la Defini-
cién Por la Condicién 4 de la Definicion|(13.1}

lull =/ {u,uy =0 paratodo u€E,
y llull = 0 siy solo si u = 0. Por la Condicién 2 y la Observacion|13.2) paratodo A€ ky u € E,

IA-ul = VA u, Ay = VIAZu, u) = Al ull,

de modo que la funcién || | es homogénea. Por tltimo, por la Condicién 1 de la Definicion([13.1} la
Observacion[13.2]y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, para todo u, v € E,
lu+ vl = (u+ v, u+v)
=(u,u) +{u,v) +{v,u) +{v, v)
= lull® +2Re((u, v)) + | v])?
< llul® + 2/, vyl + | v]?
< lul®+2lullivl+vl?

= (lull + 1),
lo que prueba que la funcién || || es subaditiva. O

Una propiedad importante de los paralelogramos es que la suma de los cuadrados de las longitu-
des de sus diagonales es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados. El siguiente
resultado generaliza este hecho.
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Proposicion 13.9 (Ley del paralelogramo). Para cada par u, v de elementos de un espacio con producto
interno E,
e+ vl? + = vl? = 2] ull® + 2] v])”.

Demostracion. Por la bilinealidad del producto interno y la definicién de la norma de E,
lu+v®+lu—vl* = (u+v,u+v)+{u—v,u—1)

=(u, u) +{u, v) + (v, u) +v, v) +{u, u) —u, v) — (v, u) — (v, V)

2 2
=2[ull” +2|v|
como afirmamos. O

Ejemplo 13.10. Tomemos p € [1,00]. Cuando p # 2 no existe ningtin producto interno sobre k" que
produzcalanorma || || ,. Para comprobarlo basta notar que la norma || ||, no satisface la identidad
del paralelogramo. Para ello tomemos « = (1, 1,0,...,0), v =(1,-1,0,...,0) y notemos que

2Ip sip #£ o0,

2 2
. y llu+vl|®=lu-v| =4
Si p=o00

2
umﬂznmﬁz{
1

Asi la identidad del paralelogramo no se cumple. El mismo argumento prueba que los espacios I, (k)
son son k-espacios con producto interno cuando p # 2.

Las férmulas dadas en el siguiente resultado muestran que el producto interno de un espacio
prehilbertiano estd univocamente determinado por la norma inducida.

Proposicion 13.11 (Identidades de polarizacién). Para cada par u, v de elementos de un espacio con
producto interno E,

v Tlu+vi?=llu-vl?) sik=R,
u,v) =

Tu+vi?=lu—vi®) + Li(lu+i-vi2=llu—i-vl?) sik=C.
Demostracion. Por la bilinealidad del producto interno y el hecho de que (v, u) = (u, v},

lu+vl?=llu—vI?=(u+v,u+v)—(u—v,u—v)
={u, u)y +{u, vy +{v,u) +{v,v) —{u, u)y +{u, v) + (v, u) — (V, V)
=2(u, v) +2{v, u)
==4Re({u, v)).

Cuando k = R, esto termina la demostracién. Cuando k = C, esta desigualdad, con v reemplazado
por i- v, muestra que

luti- vl =lu—i-vl?=Re(u,i-v) = Re(=i(u, v)) = Sm((u, v)).
La igualdad de polarizacién para k = C se sigue inmediatamente de estos hechos. O

Corolario 13.12. Si una norma es inducida por un producto interno, entonces este es tnico y estd
dado por la identidad de polarizacion.

Demostracion. es una consecuencia inmediata de la proposcién anterior. O
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Corolario 13.13. En todo espacio prehilbertiano el producto interno es una funcién continua.

Demostracion. Por laidentidades de polarizacion, el producto interno es una combinacién lineal de
funciones continuas, y, por lo tanto, es una funcién continua. O

Ejercicio 13.14. Pruebe que para todo espacio con producto interno E y cada subconjunto acotado
X de E x E, larestriccion del producto interno de E a X es una funcién de Lipschitz. Pruebe también
que para cada x € E las funciones y — (x, y) y y — (¥, x), de E en k, son de Lipschitz.

Proposiciéon 13.15. Una norma en un k-espacio vectorial E estd inducida por un producto interno si
y solo si satisface la identidad del paralelogramo.

Demostracion. =) Esto fue probado en la Proposicién|13.9

<) Por el Ejercicio[13.6|es suficiente probarlo cuando k = R y mostrar que cuando k = C el pro-
ducto interno real obtenido considerando E como RR-espacio vectorial satisface la Condicion (13.1).
Suponemos entonces que k = R y definimos

1
(u, vy = Z(”“ vI? = llu-vl?).

Como (u, uy = ||u||?, 1a funcién (, ) satisface la Condicién 4 de la Definicién Ademas es continua
porque es composicién de funciones continuas, y

1 1
(u, vy = Z(”L” vI*=llu-vl*) = Z(”” ull® = v - ul?) = (v, w,

lo que prueba que satisface la Condicion 3 de Definici6n[13.1] Veamos que (, ) es lineal en la primera
variable. Por la igualdad del paralelogramo

1 2 2 2 2
<x+y,LU>+<x—y,W>=Z(I|x+y+WII —lx+y-wl*+lx—y+wl*-llx-y-wl)

=%(||x+w||2—||x—w||2) (13.2)
=2(x,w),
paratodo x, y, w € E. Tomado y = x en estas igualdades, obtenemos que
2-x,w) =2{x,w). (13.3)

Por lo tanto
(u,z) +< >_<1-( + )+l-( -v) >+<1'( + )—l'( -v) >_2<1-( + )>_< +1,2)
uz V,z) = > u+v > u—-"v),z 5 u+v 5 Uu—v),z)= > u+v))={Uu+uvz

para todo u,v,w € E, lo que dice que la funcién (, ) es aditiva en la primera coordenada. Esto,
combinado con la igualdad (13.3) y la continuidad de ¢, ) implica que

(A-u, w)=A{u,w) paratodoAeR. (13.4)
En efecto, supongamos que esta igualdad vale para A = n € IN. Entonces

(n+D)-u,wy=m-u+u,w)=<{n-u,w)+{u,w)=m+1){u, w),
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por lo que vale para todo A € IN. En consecuencia, por la aditividad de (, ) en la primera
coordenada, (0-u, w) =0y

O-u,w) =0, w)=0=0{u, w)

Au,wy=0-(-A-w), w) =0—{(-1-u), w) = {u, v)

para todo A € —IN. Tomemos ahora un niimeor racional arbitrario “*. Las igualdades

n<%~u,w>:(m~u,w)=m~(u,w),

muestran que (% ‘U, W) = %(u, w). Esto es suficiente para concluir que la Condiciéon (13.4) se
cumple, porque la funcién ¢, ) es continua y cada ntimero real es limite de una sucesién de nimeros
racionales.

Supongamos ahora que k = C. Como dijimos al principio de la demostracién, para probar que el
resultado vale en este caso es suficiente notar que

. 1, . . .1 . . .
<z-u,V>=Z(|ll-u+ VIIZ—IIz-u—VIIZ)=—I1IZ(II—u+z-vI|2—I|—u—l-VI|2)=<—u,l-v>,

paracadau,v € E. O

13.2. Isometrias en espacios con producto interno

Proposicion 13.16. Dados R-espacios con producto interno E y F, una funcion f: E — F es una
isometria siy solo si f preserva producto internos (i. e. {v, w) = {f(v), f(w))) para todo v, w € E.

Demostracion. Supongamos que f es una isometria. Entonces
(fF) = fw), f@) = fw) = I fW) = Fal* = v - wl® = (v~ w, v~ w)
para todo v, w € E. Desarrollando las expresiones en los extremos de esta igualdad obtenemos
(f@), f) =2(f (), f(w)) +{f(w), f(w)) = (v, v) = 2(v, W) + (W, w).
Como
L@ =If@IP=1vI* =) v (f@w), fw)=Ifwl?=lwl® = (w, w),

de las igualdades anteriores se sigue que {f(v), f (w)) = (v, w), como queremos. Reciprocamente,
si f preserva productos internos, entonces

If () = fF)lI? = (f(v) = f(w), f(V) - fFw)) = (v—w,v—w) = |v—w|?
paratodo v, w € E, y f es una isometria. O

Teorema 13.17. Dados R-espacios con producto interno E y F, toda isometria f: E— F, con f(0) =0,
es una funcion lineal.
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Demostracion. Primero vamos a probar que f(v+ w) = f(v) + f(w) para todo v, w € E o, equivalen-
temente, que x:= f(v+ w) — f(v) — f(w) = 0. Por la Proposicién|13.16

x, ) ={(fw+w), fw+w)) +{f(v), f(v)) +{f(w), f(w))
-2(fv+w), f) =2(f(v+w), f(w)) +2{f(v), f(w))
=w+w,v+w)+{(v,v) +{w,w) —2{v+w,v) —2{v+ w, w) +2{v, w)
=0.

Por lo tanto x = 0, como queriamos. Usando este hecho es facil probar por induccién que
f(n-v)=n-f(v) paratodonelN. (13.5)

Pero entonces f(0) =0, ycomo f(—n-v)+ f(n-v)= f(0) =0, laigualdad vale para n € Z.. Ahora
fijemos ip € INy y supongamos que f(A1-v) = A- f(v) cuando A es un namero racional diddico 2 con

2i
i < iy. Entonces
1 1 1
o T0=1(55v) =255 v)

y, en consecuencia, f(A-v) = 1- f(v) para todo racional diddico A. Finalmente, como todo nimero
real A es limite A =1lim;_., A; de una sucesién de nameros racionales diddico y las isometrias son
funciones continuas,

fA-v)=1lim f(A;-v) = lim A;- f(v) = A f(v)
1—00 1—00
para todo namero real 1. O

Observacion 13.18. Por el Teorema[13.17} toda isometria f: E — F, de R-espacios con producto
interno, es una funcién afin. Ademas f es biyectiva siy solo si la funcién lineal v — f(v) — f(0) lo
es. Por ejemplo, toda isometria del espacio euclideano R” en si mismo es biyectiva, porque todo
endomorfismo inyectivo de un espacio vectorial de dimensién finita es biyectivo, pero hay isometrias
no biyectivas de I, en si mismo. Debido a estos resultados, el problema de determinar las isometrias
biyectivas de un espacio de un R-espacio con producto interno E en si mismo, se reduce al de
determinar los automorfismos lineales de E que preservan distancias. Por ejemplo, cuando E es el
espacio euclideano R”, estos son las aplicaciones ortonormales de R".

Ejercicio 13.19. De un ejemplo de una isometria no biyectiva f: I, — I,.

Observacion 13.20. Una isometria f, con f(0) = 0, entre C-espacios con producto interno, es una
funcién R-lineal, porque todo C-espacio con producto interno E es un R-espacio vectorial con
producto interno Reo {, )g, pero no necesariamente es C-lineal. Por ejemplo, la conjugacion, y la
funcién f: C? - (2, definida por f(z, w) := (z, w) son isometrias R-lineales que no son C-lineales.

Ejercicio 13.21. Pruebe que todo espacio prehilbertiano es estrictamente convexo. Use este hecho
y el Teorema|11.76|para dar otra prueba de que las isometrias entre espacios prehilbertianos son
funciones afines.

13.3. Ortogonalidad

Definicién 13.22. Decimos que dos elementos u y v de un espacio prehilbertiano E son ortogonales
si (u, v) =0y que dos subconjuntos U y V de E son ortogonalessi {u,v) =0paratodoueUyveV.
Usamos las notaciones ul vy ULV, respectivamente, para sefalar estos hechos. Por simplicidad,

207



13.3 Ortogonalidad Espacios de Hilbert

cuando U es ortogonal a {v} decimos que U es ortogonal a v o, lo que es igual, que v es ortogonal a U,
y escribimos U Lv (o vLU).

Notacién 13.23. Dado un subconjunto U de E, denotamos con U+ al conjunto de todos los v € E
tales que v.LU. Por simplicidad, para cada elemento u de E escribimos ul en lugar de {wt.

Observacion 13.24. Puesto que la funcién ¢, : E — k, definida por ¢, (v) := (v, u), es lineal y con-
tinua, u* = ker¢,, es un hiperplano cerrado de E. Por lo tanto, U+ = N,cy U* es un subespacio
cerrado de E para todo U.

Ejercicio 13.25. Pruebe que para cada par Uy V de subconjuntos de un espacio prehilbertiano E
las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. UcUH.

2. SiU <V, entonces V- c U+,

3. Ut=Uttt

4. UnUr c{0lyUNnU* ={0}siysolosiOe U.

Teorema 13.26 (Teorema de Pitdgoras). Para todo par u e v de vectores ortogonales de un k-espacio
con producto interno E,
lu+ vl = ul®+ ).

Demostracion. En efecto,
lu+ vl = (u+ v, u+v) = |ull®* +2Re((u, v) + 111 = ul® + vl
porque (u, v) =0. U

Corolario 13.27. Si uy,...,u, son elementos ortogonales dos a dos de un k-espacio con producto
interno E, entonces
2 2 2
lug + -+ url® = llul” +-- + .

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del Teorema de Pitdgoras, por induccién en r. O

Definicién 13.28. Un subconjunto U de un k-espacio prehilbertiano E es ortogonal si {u, v) = 0 para
todo u,v € U y es normalizado si || u]l = 1 para todo u € U. Un subconjunto de E es ortonormal si
es ortogonal y normalizado. Una base de Hilbert de E es un conjunto ortonormal que es maximal
respecto del orden de inclusion (es decir, que no estd incluido propiamente en ningtn otro).

Ejemplo 13.29. La base candnica {ey, ..., e,} es una base de Hilbert de k" y el conjunto {e; : i € IN} es
una base de Hilbert de [, (k).

Ejercicio 13.30. Pruebe que las afirmaciones hechas en el ejemplo anterior son verdaderas.

Observacion 13.31. Supongamos que un elemento x de un espacio prehilbertiano E es combinacién
lineal finita x = Ay - u; + -+ + 1, uy, de elementos de un subconjunto ortonormal U de E. Entonces

n
Ai = Z Ajuj,u;) =<x,u;) paratodo i,
j=1

porque {u;, u;) = 6;; para todo j. Esto muestra que los A;’s son tinicos y da una forma muy simple
de encontrarlos. En particular U es lineamente independiente.
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Proposicion 13.32. Todo subconjunto ortonormal U de un espacio prehilbertiano E estd incuido en
una base de Hilbert de E.

Demostracion. Denotemos con 7 al conjunto de todos los subconjuntos ortonormales de E que
incluyen a U, ordenado por inclusién (por ejemplo, U € 7). Cada cadena de elementos de 7 es
acotada superiormente. En efecto, dada una cadena (U;);; de elementos de 7,
V= U U;
iel
es un elemento de 7 que incluye a todos los U; ’ En consecuencia, por el lema de Zorn, 7 tiene
elementos maximales, cada uno de los cuales es una base de Hilbert de E que incluye a U. O

Observacion 13.33 (Proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt). Dados vectores linealmente
independientes xi,..., X, de un espacio prehilbertiano E, existen vectores uy,..., U, tales que el con-
junto {uy,..., u,} es ortonormal y gen(uy, ..., u;) = gen(xy,..., x;) para todo i. Un algoritmo, conocido
como proceso de ortonormalizacion de Gram-Schimdyt, para construir los vectores uy, ..., Uy, es el
siguientd}

- Primero se define u; = m - X1.

- Luego se define uy := m - o, donde vy := xp — (X, U1) - U7.

- En general, luego de construir uy, ..., u; se pone

J
Vi1 = Xje1 = ) (X1, Ui) - Ui
i=1
y se define uj41 = m Vj1.
El hecho de que el algoritmo funcione requiere una explicacion. Es evidente que u; y x; generan
el mismo subespacio de E, y u, estd bien definido, porque v, es no nulo debido a que u; y x, son
independientes. Ademads

1
(Up, Uy) = mwz, uy) = (X2, u1) — (X2, u1){uy, u1) =0,
2

y es claro que valen cada una de las igualdades
gen(u, uz) = gen(uy, v2) = gen(uy, x2) = gen(x, x2).

Los mismos argumentos permiten probar por induccion en j que, como dijimos arriba, {u1,..., u;}
es ortonormal y gen(uy, ..., uj) =gen(xy,..., xj) paratodo j.

Consideremos ahora una familia numerable (x;) jey, de vectores de E linealmente independien-
tes. El algoritmo de Gram-Schmidt (aplicado a cada subfamilia x;, x, ..., x;), muestra que existen
vectores ui, Uy, Us,... tales que luj:je IN} es ortonormal y gen(u,...,u;) = gen(xy,...,Xx;) para
todo i.

Definicién 13.34. Una sucesion (u;) ey de elementos no nulos de un espacio prehilbertiano E es
ortogonalsilo es suimagen. Una sucesion ortogonal (u;) ey es ortonormalsi || u;|| = 1 para todo i.

Observacién 13.35. La tltima parte de la Observacion[13.33]dice que para cada sucesion (x;) e
de vectores independientes de E, existe una sucesiéon ortonormal (u;);cv de vectores de E tal que
gen(uy,...,u;) = gen(xy,..., x;) para todo j. En consecuencia los conjuntos {x; : i € N} y {u; : i € IN}
generan el mismo subespacio vectorial de E.

INosotros damos una variante en la que en cada paso se normalizan los vectores. La alternativa es normalizarlos al
final.
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13.4 Espacios de Hilbert Espacios de Hilbert

13.4. Espacios de Hilbert

Definicién 13.36. Un espacio con producto interno es un espacio de Hilbertsi, con la norma asociada,
es un espacio de Banach.

Ejemplos 13.37. Salvo los dos ultimos, los espacios con producto interno considerados en los
Ejemplos[13.3]son espacios de Hilbert.

Ejemplos 13.38. Por el Ejemplo[13.4]y la Proposicién|6.11] todo subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert es un espacio de Hilbert.

Teorema 13.39. Supongamos que (E, it E— E) es una completacion de un espacio con producto
interno. Entonces E tiene una tinica estructura de espacio de Hilbert tal que i es una isometria lineal
continua.

Demostracion. Por el Teorema sabemos que E tiene una tinica estructura de espacio de Banach
tal que i es una isometria lineal continua. Como la norma de E es continua y satisface la igualdad
del paralelogramo sobre el subconjunto denso i(E) de E, la norma de E satisface la igualdad del
paralelogramo sobre todo E. En consecuencia, por la Proposici(’)ny el Corolario hay un
tinico producto interno sobre E que induce su norma. O

Observacion 13.40. Por la Proposicion|13.16} si (E it E— E) es una completacion de un espacio con
producto interno, entonces (v, w) = (i(v), i(w)) para todo v, w € E. Dicho de otro modo, el producto
interno de E extiende el de E.

Proposicion 13.41 (Propiedad del punto mads cercano). Para cada punto x de un espacio de Hilbert E
y cada subconjunto cerrado y convexo C de E, existe un tinico punto xy € C tal que d(x, xo) = d(x, C).

Demostracion. Como el conjunto C — x es cerrado y convexy d(x,C) = d(0,C — x), podemos
suponer sin pérdida de generalidad (y lo haremos) que x = 0. Escribamos d := d(C,0) y tomemos una
sucesion (x,) e de puntos de C tal que lim,,_. | X, || = d. Por la igualdad del paralelogramo, para
todo m,n e N,

1
2 2 2 2 2 2
0 < [1xXm = xnll” =21 xm 1" + 211 Xp 1" = 1 X + Xp |17 = 2l X [17 + 2] x5l _4H§'(xm+xn)

Ademas, como C es convexo, % -(xm +xp) € C, y por consiguiente %lem + X5 ||2 < d?. En consecuencia,
2 2 2 2
0=<lxm—xnll” =2l xp“ + 2|l x,1“ —4d" paratodo m,n e IN.

Por lo tanto la sucesion (x,) ,ev es de Cauchy, y por la completitud de C converge a un punto xp € C.
Por la continuidad de la norma
lxoll = lim |lx,ll = d.
n—oo

Esto termina prueba la existencia. Para la unicidad es suficiente notar que, nuevamente por la
igualdad del paralelogramo,

2

1
0 < llxo — zlI* = 2l xo 1 + 2|l 21|* —4”5 (xo+2)| =4d®-4d%=o,

paratodo z € C con || z|]| = d. O
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Notas

Lema 13.42. Sien la proposicién anterior C es un subespacio cerrado de E, entonces (x — xy) LC.

Demostracion. Basta probar que x—xp es ortonormal a todos los elementos de norma 1 de C. Fijemos
entonces c € C con |c|| = 1, y escribamos w := x — xo. Como X, es el punto de C més cercano a x,

lwll® < llw—(w,c) - cl* = (w—(w,c) - ¢, w—(w,c)- ¢ = | wl* = {w, c)I?,
y por lo tanto (w, ¢) = 0, como queremos. O

Teorema 13.43. Si S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert E, entonces S* es un subespacio
cerrado de E, E = S® S* y las proyecciones ps: E— Sy ps.: E— S* asociadas a esta descomposicion
satisfacen:

1. psy ps. son funciones lineales.
X = ps(x) + psL(x) para todo x € E.
. Six=y+zconyeSyzeSt, entoncesy = ps(x) yz= pgi(x).

. ps(x) es el punto de S mds cercano a x para todo x € E.

O W N

. ||x||2 = ||ps(x)||2 + ||psl(x)||2 para todo x € E.

Demostracion. Por la Observacién sabemos que S* es un subespacio cerrado de E, y por
el item 4 del Ejercicio que SN St = {0}. Ademds E = S+ S*, por la Proposicién y el
Lema Asi que E = S® S*, y los primeros 3 items valen por razones puramente algebraicas
(vease la introduccién). Nuevamente por el Lema también vale el item 4. Por altimo, para
cadaxekE,

112 = (ps(x) + Pt (x), ps(x) + psi (X)) = (ps(x), ps(x)) + (psi (x), ps (0) = | ps )| + || ps: ||,
porque ps(x) y psi(x) son ortogonales. Esto prueba que vale el item 5. O
Corolario 13.44. Un subespacio S de un espacio de Hilbert E es denso en E si y solo si S* = {0}.

= =1
Demostracién. Si S = E, entonces S* =S = {0}, donde la primera igualdad vale por la continuidad
del producto inteno. reciprocamente, si S* = 0, entonces S = E, por el Teorema|13.43 O

Corolario 13.45. Un subconjunto ortonormal U de un espacio de Hilbert E es una base de Hilbert de
E siy solo si el subespacio de E generado por U es denso en E.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del corolario anterior. O

Notas

[1]. Como v # 0, los vectores u y v son linealmente independientes si y solo si existe u € k tal
que u—pu-v=0.La cuenta

0=(u—p-v,v)=(u,v)— Wy,

muestra que g = A.

[2]. Esclaro que U; < V paratodo i. Para ver que V es un subconjunto ortonormal de E es suficiente
notar que cada x € V tiene norma 1 porque estd en un U;, y que xLy para cada par x,y de
elementos de V, porque existe un i € [ tal que ambos pertenecen a U;.
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Notas

[3]. Porla Observacién[3.31} el Ejercicio[11.68]y porque la funcién ¢: E — E, definida por

p)=y-x,

es un homeomorfismo afin.
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APENDICE

RESOLUCION DE LOS EJERCICIOS

Capitulo E|

Ejercicio[I.3] Tomando z = x en la segunda condicién y combinandola con la primera obtene-
mos que

dx,y)<d(y,x)+dx,x)=d(yx).

Por simetria, d(x, y) = d(y, x) para todo x, y € X. Usando este hecho, y tomando ahora y = x en
la segunda condicion, obtenemos

2d(x,2) =d(x,2) +d(z,x) = d(x, x),

que, por la primera condicién, es cero.

Ejercicio[I.5] Como |y;| < méxi<j<n|y;l,

n n n
Y lxiyil =) Ixillyil < ) x| méx |y,
i=1 i=1 i=1  1sj=n

como queremos. La version integral dice que para cada par f, g: [a,b] — R de funciones
continuas,

b b
f F(gldi< sup g0l | 1£(0)ld.
a

tela,b] a
Para demostrarlo basta observar que, como |g(#)| < sup ¢, 51 1881,
b b b b
[Cirwgnae= [ irwigoides [ 1ol sup igoidi= sup gl [ ifwidr.
a a a tela,b] tela,b] a
Ejercicio[I.6] Basta tomar limite para n tendiendo a infinito en la desigualdad (L.2).
Ejercicio[I.11] Es claro que a(x) = 0siysolo si x =0y que B(x) = 0siysolo si x = 0. Como

ax+y)<x+y=ax)+a(y) sixsley<l],
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alx+y)=1l=alx)+aly) six>1loy>1,

la funcién a es subaditiva. Las igualdades

+y X y X
= + < +
I+x+y 1+x+y 1l+x+y 1+x 1

Blx+y) = fy = B0 +BW),

prueban que también lo es f.

Ejercicio[1.15] Por el item 1 de la definicién de pseudométrica, ~ es reflexiva, mientras que,
por el item 2, es simétrica. Veamos que también es transitiva. En efecto, porelitem 3,si x ~ z y

z~Y,
0<d(x,y)<d(x,2)+d(z,y) =0,

por lo que x ~ y. Para probar que d esta bien definida, debemos ver que si x ~ x’ e y~vy,
entonces d(x, y) = d(x', y'). Pero, por la desigualdad triangular,

dx,y)<dX,x)+dx,y)+d(y,y)=dx,y),
y, similarmente, d(x, y) < d(x', y"). Por tltimo d es una métrica pues
dx,y)=0edx)y)=0cx~yex=7,
dxy) =dx,y) =dy,x) =dF,D

dx,y) =d(x,y) <dx,2)+d(z,y) =dX2) +d(Z,7),

donde X denota a p(x), etcétera.

Ejercicio 22 Es evidente que d; nx,x)=0yque d nx,y = d £y, x) para todo x, y € X. Vea-
mos que vale la propiedad triangular. Si x = z, entonces

d(f) (x,2)=0< d(f) (x,y)+ d(f)(y, z),
mientras que, si x = y 0 y = z, entonces
dip(x,2) = dp(x, y) +d ) (, 2).
Finalmente, si x, y y z son tres puntos distintos,
dpx,=fO+fW=f+f@+[f(+[f(y)=dy(x2)+dy(zy).

Resta ver que d; £) esuna meétrica siysolo si f ~1(0) tiene a lo sumo un elemento. Para ello es
suficiente notar que si x # y en X, entonces

dip(x,y)=0< f(x)=f() =0.

En particular, como |x| = 0 siy solo si x € R es cero, la funcion d(; |) es una métrica.

Ejercicio 22 Como es usual denotamos con y 4: R — R ala funcién caracteristica de Ay con
||: R — R alafuncién médulo. Por definicion

dalx,y)=lx—yl+dy, (x,y) v 6xy)=lx-yl+d(x7y),

donde d(y,) y d;| son como en el Ejercicio #2. En consecuencia, por la Observacion las
funciones d4 y 6 son métricas.
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Ejercicio[4.6] Es evidente que d(x,x) = 0 para todo x € X y que d es simétrica. Para ver que
vale la desigualdad triangular es suficiente notar que, para todo x,y,z € X,

d(x,z) = a(di(x,2),...,dn(x,2),...)
<a(di(x,y)+d1(3,2),...,dn(x,y) + dn(y, 2),...)
<a(di(x,y),...,dn(x,¥),...) + a(d1 (1, 2),...,dn(1, 2),...)
=dx,y)+dy,2),

donde la primera desigualdad se sigue de que «a es creciente y
di(x,z) <d;(x,y)+di(y,z) paratodo i,
y la segunda de la subaditividad de «. Por tiltimo, dado que a(v) =0siysolosi v =0,

d es una métrica < (dy(x,y),...,dn(x,),...) #0 siempre que x # y

< para cada par de elementos x # y de X existe i tal que d;(x, y) >0,

como queremaos.

Ejercicio[4.7] Es evidente que o, es creciente. Ademds como a; > 0 para todo ,

ay(x)=0<X; paratodoi e x=0

Dado que, por el Ejercicio|l.11}

ad (x+y)=sup(ai(x+ )1, a2(x+ )2, a3(x+ y)3,...)

nelN

= sup(aﬁl + aﬁl, arxs + agyz, asxs+ a3?3, ..2)
nelN

<sup(a1X,axX,azxs,...) +sup(aiy, a2y, asys,...)
nelN nelN

= ad (x)+ai (),

cuando p = oo también se satisface la tercera condicién. Supongamos que p € [1,00). Entonces,
por el Ejercicio y la desigualdad (1.8),

= \p/z(\%l_ifﬁ vaiy)r
i-1

P v P ey
< (L a+{Y a7
i=1 i=1

— a
=, (x) +ap(y),

como queremaos.
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Ejercicio[4.8] Como, para todo p € [1,00],
05(x,1) = ay(dV(x, y),d? (x, y),dV (x, p),...),

el ejercicio se sigue de los Ejercicios[4.6]y[4.7}
Ejercicio[&.9] Por el Ejerciciof4.8| con d® := d%i o (p; x p;), donde p;: X — X; es la proyeccion
canonica.

Capitulo(1.3

Ejercicio ?2 Si x ¢ A, entonces por definicién
B],Rf‘(x) ={yeX\A:lx-yl<riulyeA:lx-yl<r-1},
mientras que si x € A, entonces, nuevamente por definicion,
BRM)=(xjulye X\A:[x—yl<r—-1Luiye A:|x—yl<r—2}.

El ejercicio se sigue inmediatamente de estos hechos.

Ejercicio 2?2 Por definicion d(—x, —y) = d(x, y) paratodo x, y € R. En consecuencia, cualquiera
seax =0,
Br(—=x)={-y:y€eB; (0}

Por lo tanto basta considerar el caso en que x = 0. Pero entonces
B,(x)={xju{yeR:x+lyl+ly—xl<r},

y asi, el ejercicio se sigue de que

- Si y = x, entonces x+ |yl + |y — x| =2y,
- Si0 =< y < x, entonces x+ |yl + |y — x| = 2x,
- Si y <0, entonces x+ |yl + |y — x| =2(x—y).

Ejercicio[1.33] Tomemos V; € 9; para cada i. Como V; es un entorno de x;, existe r; > 0 tal
que B/, (x;) € V;. En consecuencia, debido al Ejemplo

BX(x) =B (x1) x - x B (xp) € Vi x -+ x Vi,

donde r :==min(ry,...,ry,). Por lo tanto cada producto V; x --- x V,, con V; € 98; es un entorno
de x. Tomemos ahora r > 0. Dado que %; es una base de entornos de x;, existe V; € 8; tal que
Vi € B, (x;). Asi, nuevamente por el Ejemplo

Vi x Vy €BY (a1) x -+ x B (x) = BY (),

por lo que {Vl x -+ x Vy, : V; € 9B; para todo i} es una base de entornos de x.

Ejercicio 2?2 Tomemos V; € 98; para cada i de manera tal que existe s € INj tal que V; = X; para
todo i > s. Como V; es un entorno de x;, para cada 1 < i < s existe r; > 0 tal que B, (x;) € V;.

Asi, por el Ejemplo[4.10]

B () = By (1) x -+ x By (X)X X1 X Xgpg X -+ € Vy x oo x Vo x X1 X Xgpp X o0,
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donde r := min(ry/2,12/2%..., r/2°%). Por lo tanto cada producto V; x -+~ x Vg x Xgy1 x Xspp X -+
con V; € %; es un entorno de x. Tomemos ahora 0 < r = 1/2 yllamemos s al minimo natural tal
que r < 1/2%. Como %; es una base de entornos de x;, para cada 1 < i < s existe V; € 98; tal que
V; € Byi,(x;). Por lo tanto, nuevamente por el Ejemplo[4.10}

Vi xeeex Vg x Xgig ><XS+2><---§B§r1(x1) ><~~-><B§f,(xs) x Xgi1 X Xgpp % -o- =By (),

por lo que
{V1 x Vo x Vgx---:V;e %B; paratodo i y V; = X; salvo para finitos indices i}

es una base de entornos de x.

Ejercicio[I.35] Es evidente que si X es finito, entonces {V : V es entorno de x} también lo es.
Reciprocamente, supongamos que X no es finito. Entonces (X \ {y}) yex\(x; €s una familia
infinita de entornos distintos de x. Para concluir que también la tiltima afirmacién es verda-
dera, basta notar que para cada espacio métrico discreto, el conjunto {Br (x):re IR} tiene 2
elementos.

Ejercicio Esto es cierto porque, por el Ejemplo para cada punto x := (x1, X2, X3,...)
de XycadaO<r=<1/2,

s(r)
Br(x) =[] X1 %+ x Xj—1 xByir1, xXj1 X Xjp X -+,
i=1
donde s(r) :=min{se N: r < 1/25}.

Ejercicio Para cada i denotemos con %3; a la base de x; formada por la intersecciones
finitas de elementos de .4;. Dado que para cada i,

(Xi %o x Xj_ 1 xVxXjyx--x X, VeRB;}
es el conjunto de las intersecciones finitas de elementos de
{Xpx - x Xj1 x Sx Xjyy x - x Xy : S€ A,

podemos suponer que %; = .%; para todo i. En consecuencia, debido al Ejercicio(1.33} para
terminar la demostracién de la primera parte del ejercicio, basta observar que, cualesquiera
sean V| € %,,...,V, € %,

n
Vixooox V= () X1 - x Xiop x Vi x Xy %o % X,
i=1

Consideremos ahora una familia numerable X;, X», X3,... de espacios métricos y fijemos
puntos x; € X1, x2 € Xo, x3 € X3,.... Vamos a probar que si .%; es una subbase de entornos de x;
para cada i, entonces el conjunto

Xy %X Xim1 x S x X1 x Xipy x -2 1< iy S€F)

es una subbase de entornos de (xy, X, x3,...). Como en el caso de un producto finito de espacios
métricos, podemos suponer que 98; = .%; para todo i. Asi, debido al Ejercicio 22, para terminar
la demostracién, basta observar que, cualesquiera sean se Ny V; € 48y, ..., Vs € B,

S
Vi x Ve x Xoat ¥ Xy x = () X1 % x Koy % Vi x Xjp1 % Xjgz % -+
i=1
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Capitulo(1.5

Ejercicio[1.46] Como a € B,(a) < B[a] y b € Bs(b) < Bs[b] es evidente que
d(Brlal, Bs[b]) < d(B,(a),Bs(b)) < d(a,b).
La desigualdad que falta probar se sigue facilmente de que, para cada x € B,[a] e y € Bg[b],
da,b)=d(a,x)+d(x,y)+d(y,b)=d(x,y)+1+s.

Ejercicio[1.48] Que A ¢ %y que 28 tiene al menos un elemento de la forma AU {x} 0 A\ {x}.

Ejercicio[1.51] Fijemos un punto x de A. Debemos probar que si dz(a, A) = dz(a, x), enton-
ces dy(a,y) > dx(a, A), para todo y € A\ {x}. Como dz(a,b) = d»(0,b—a) y A es convexo siy
solo si A— alo es, podemos suponer que a = 0. Supongamos que dz(a, y) = d2(a, x) y escriba-
mos x = (x1,x2) € y = (y1,y2). Dado que

x%+y{‘—2x1y1=(x1—y1)220 y x§+y§—2x2y2=(x2—y2)220,

y al menos una de estas desigualdades es estricta,

o 5) = (52 (252

2 2 2 2
X X X. X
:¢4+ﬁ+gﬂ+i+ﬁ+£ﬂ
4 2 4
2
2
2

4 4 2

2 2
o oh X

5
2 2 27

En consecuencia, como xf + x% =d»(0,x)% =do (O,y)2 = yf + y%,

d (0,%) <[22+ x2 = dy(0,%),

lo que es absurdo porque x;—y € A por la convexidad de A. Por ende x = y.

Ejercicio[1.55| Repondemos cada uno de los items del ejercicio por separado.

1. Por la Observacion[1.41]

2. Porque 0<d(A,B) <d(a,a)=0paratodoae AnB.

3. SiAcByCgcD,entonces {d(x,y):xeCeyeD}c{d(x,y): x€ Ae y € B}y, por lo tanto,

d(C,D) =infl{d(x,y): xeCeyeD}=infld(x,y):xe Ae ye B} =d(A,B).

4. Paracada a€ A, cada b€ By ycadad >0, existe a' € Ay b’ € Btalesque d(a,a’) <e+d5y
d(b,b’) < €' +6. Por lo tanto

d(AB)<d(d,b)<dd, a)+d(ab) +dbDb)<d(ab) +e+c +26.

Como a, by ¢ son arbitrarios, el item es verdadero.
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5. Por la definicién de distancia entre conjuntos y propiedades bdsicas del infimo,

a(Ja,UBj)= inf dab=_if ( inf dab)= _if dA,B),
icl jeJ aEUiEIAiybEUjE/Bj iely jej aEAiybij iely jej

como afirmamos.
6. Por el item 3.
Ejercicio Repondemos cada uno de los items del ejercicio por separado.

1. Si Ac B, entonces {d(a,a’): a,a’ € A} < {d(b,b'): b, b’ € B}y, por lo tanto,

didam A = sup{d(a,a’): a,a’ € A} <sup{d(b,b’): b, b’ € B} = diam B.

2. Paracada a,be Ac ycadad >0, existen a’, b’ € Atalesque d(a,a’) <e+8yd(b,b) <€ +6.
Por lo tanto
d(a,b)<d(a,a)+d(a,b)+db', b)<dd,b)+2e+26.

Como 6 es arbitrario,
d(a,b) =<didam A+2¢  paratodo a,be A,

y, en consecuencia, didm A, < didm A + 2¢, como queremos.

3. Debemos probar que
d(x,y)<diam A+didam B+ d(A,B) +9 paratodo x,y € AUBytodo 6 > 0.

Como esto claro cuando x e y pertenecen a A 0 x e y pertenecen a B, podemos suponer
que x € Ae y € B.Eneste caso, tomando a€ Ay b € Btalesque d(a, b) < d(A, B)+0, obtenemos
que

d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y) <didm A+ didm B + d(A, B) + 6,

Ccomo queremaos.

Ejercicio Para cada punto x de un espacio discreto,

diamB,[x]=0<2r sir<1 y diamB,[x]=1<2r sir=1.

Ejercicio[1.63] Es claro que podemos suponer que ninguno de los A;’s es vacio, lo que tiene
el efecto de que la distancia de Ulf‘:‘f A; a A, es finita. Procedemos por induccién en n. El
caso n =1 es trivial. Supongamos que n > 1y que el resultado vale para n — 1. Entonces por
tercer item del Ejercicio

n-1

U Ai,An
i=1

diam < diam <00,

n
U

i=1

n—1
J Ai|+didm A, +d
i=1

como queremaos.
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Capitulo(1.6

Ejercicio[1.69] Si d estd asociada a una norma || ||, entonces | x|| = d(x,0) para todo x € E. Esto
prueba la unicidad. Para probar la existencia debemos ver que la funcién || ||, definida por la
igualdad anterior, es una norma. Pero esto es cierto porque

x| =0 d(x,00=0< x=0,

A-xl=dA-x,0)=d(A-x,1-0) = Ad(x,0) = A|| x|l

Ix+yl=dx+y,0<d(x+yy)+d(y,0) =d(x,0)+d(y,0) =lxl+yl.

Ejercicio[1.75| Esto es cierto porque la funcién médulo de C extiende a la funcién mdédulo
de R ylanorma || ||, sobre C" estd definida por la misma férmula que la norma || [ » sobre R
pero usando la primera en lugar de la segunda.

Ejercicio Debido a la Proposicion resolver el ejercicio es equivalente a probar que

B,[0]=(1Bs0) y  B.(0)=JBslO0l

S>r s<r

Pero esto es verdad porque

xeB,[0]e|x|l<sre|xll<sparatodos>r < xe ﬂBS(O)
s>r

xeB,0)e|xll<relxl|<sparatodos<r o xe U B,[0].
s<r

Ejercicio Resolvemos cada uno de los items por separado.

1. Porque, como la funcién || || es homogénea,
1
X = n(zx) cn-B;(0)

paratodo x€ Ey ne N tal que n> || x||.

2. B;(0) es convexo porque, como la norma es homogénea y subaditiva, si [|x|| <1y |yl <1,
entonces
A-x+@-A)-yl<Alxl+ A -Dlyll<1

para todo A € [0,1].

3. Porque, por la homogeneidad de la norma,
IA-xl = 1Al xll <Al <1
paratodo x € B; (0) ytodo A con [A] < 1.
4. Porque, debido a la Proposicién[1.78]y al hecho de que ||x|| = 0 siy solo si x =0,

1
X€E ﬂ —Bij(0) e |lxl<1/nparatodonelN < ||x|| =0 x=0.
nelN

5. Porque, nuevamente por la homogeneidad de la norma, si || x|| < 1, entonces [|A - x|| < 1 para
todo A € (1,1/]x])).
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Ejercicio Veamos primero que la condicién requerida en el item 3 se cumple para todo
A€ k con |A| < 1. Para empezar, por el item 1 sabemos que existe x € B. Pero entonces, por el
item 3 también —x € B y, en consecuencia, por el item 2,

1 1
0=--x+--(—x) €B.
2 2

Asi, nuevamente por el item 2,
A-x=A1-x+(1-1)-0€B paratodo x € Bytodo A € [0, 1]. (A.1)

Finalmente, si 0 < || < 1, entonces debido a la condicién (1.11) y al item 3,

A-B=|A|-(%-B)§IAI~B§B,

como queremos. Ademas, si || = 1, entonces
A-B=B A.2)

porqueB:/l-()L_l-B)g/l-B.

Notemos que por el item 1 podemos definir una funcién || ||: E — R3¢ por
x| :=inf{fl € Rsg: x€ A-B}.

Debemos probar que || || es una norma. Como 0 € A - B para cada escalar A, es claro que ||0]| = 0.
Por otra parte, dado que el item 3 vale para todo escalar cuyo médulo es menor o igual que 1,

A A
Pt

AM-B=A—-B=A- X-B)EA-B. (A.3)

para cada par A’, A de escalares con |1'| < |A|. En consecuencia, si || x| = 0, entonces

xe (] A-B,
A,E]Rx)

lo que por el item 4 implica que x = 0. Por lo tanto | x|l = 0 si y solo si x = 0. Afirmamos que la
funcién || || es homogénea. En efecto, por la igualdad (A.2),

xeA -BoAd-xeAA -B=|AA B paratodoxe€ E, A€ k\{0} y A € Rxo.
En consecuencia
IA-x|| =infA]- A € Rsg:xe A -B} = Al x| para cada A € k\ {0} ycada x € E.

Como, ademis,
[0- x| =1[0]l =0=0]x] paratodo x € E,

la funcién || || satisface la condicién de homogeneidad, como queremos.

Para deducir que || || es una norma solo resta verificar que || || es subaditiva. Para ello suponga-
mosque xe A-Byx'e 1B, con A,1’ € R>¢ yescribamos x = 1-xy x' = 1’- X’. Entonces por el
item 2 ,
x+x'=2-x+A-F=A+A)- A X+ A X' e A+1)-B,
A+ A A+ A
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porlo que [x+ yl < IlxIl + [l yll.

Notemos ahora que si x € B (0), entonces por la misma definicién de | x|| existe A € (0,1) tal
que x € A- B, lo que prueba que B (0) < B, porque el item 3 vale para todo escalar A con médulo
menor que 1. Para concluir la resolucién del ejercicio debemos verificar que vale la inclusiéon
reciproca. Supongamos que un punto x pertenece a B. Entonces por el item 5 existe A € (0,1)
tal que x € 1- B, lo que, por la definicién de | ||, dice que x € B, (0).

Ejercicio[1.83] Por la condicion 1 de la definicién de pseudonorma,
x=y=>lx-yl=0=>d(x,y)=0,
por la condicién 2,
A, y)=lx-yl=1-1-(y=xl=1-1ly-xl=lly—xll = d(y,x),
y, por la condicidn 3,
dx,z)=llx—zl<llx-yl+ly—zl=dx,y)+d(y 2.
De modo que d es una pseudométrica, que, como lo prueban las igualdades

dA-x,A-y)=lA-x=A-yl = Allx =yl = |Ald(x, y)

dx+z,y+2)=lx+2)-y+al=lx-yl=dx, ),

es homogénea e invariante por traslaciones.

Supongamos, reciprocamente, que d: E x E — R es una pseudométrica homogénea e inva-
riante por traslaciones. Si d estd asociada a una pseudonorma | ||, entonces | x|| = d(x,0) para
todo x € E. Esto prueba la unicidad. Para probar la existencia debemos ver que la funcién | ||,
definida por la igualdad anterior, es una pseudonorma; pero esto se sigue de que

x=0=>d(x,0=0=|x| =0,
A-xl=d(A-x,0)=d(A-x,1-0) = Ad(x,0) = A x|l

Ix+yl=dx+y,0=<dx+yy)+dy0 =d(x,0+d(y0 =Ilxl+lyl.

Finalmente, d(x,y) = d(x—y,0) = ||x — y| para todo x, y € E, como queremos
Ejercicio Dado que, paratodo A € kytodo x,y € E,

IA-x+yl < [Allxl + 1yl =0,

el conjunto S es un subespacio vectorial de E. Definimos I por |[p(x)|l := [l x||. Para probar
que || || estd bien definida debemos ver que || x + y|| = || x|l para todo y € S. Pero esto es cierto
porque, por la subaditividad,

lx+yl=lxl+lyl=lxl vy lxl=lx+y-yl<slx+yl+Ilyl=Ilx+yl.
Es evidente que | | = || | o p. Por tltimo || | es una norma porque
Ip@)lI=0elxl=0exeSe px) =0,
IA-pGI=lIp@A-x)l =lIA-xll = Al x| = A pG T

IlpX)+pWMI=lIpx+nI=lx+yl<lxll+Iyl=Ip&I+Ip@I.
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Ejercicio[1.85] Porque d(p(x),p(y) =px—nl = lx—yl =d(x,y).

Ejercicio 22 Por el Ejemplo 22, con E:= E; x---x Ep y || ;) := || llg, o p;, donde p;: E— E; esla
proyeccion candnica.

Capitulo(1.9

Ejercicio[1.106| Supongamos que (x,),cIy €S convergente y denotemos con x a su limite. Por
definicion existe ng € IN tal que d(x,, x) < 1 para todo n = ny. Como {x; : n € N} € B, [x], donde
r:=max{l,d(xy, x),...,d(x,_1,x)}, la sucesion (x,) ,ev es acotada.

Ejercicio4.13] Supongamos que X es un producto de una cantidad finita o numerable de
espacios métricos, que (x") ey €s una sucesion de puntos de X y que x es un punto de X.
Denotemos con 7 es la subbase de entornos de X del Ejemplo[1.37|o del Ejercicio[d.11]segtn
corresponda. Por la Observacion|[1.102} la sucesion (x™) ,ely converge a x si'y solo si para cada
V € ¥ existe ng tal que x" € V para todo n = ny. Pero, debido a la forma de los elementos de 7,
esto significa que para cada indice i del producto que define a X y cada r > 0, existe rp € N tal
que xlf’ € B, (x;), donde x? y x; denotan a las i-ésimas coordenadas de x" y x respectivamente.
Por lo tanto (x") ,ey converge a x siy solo si para cada uno de los indices i que definen a X, la
sucesion (xlf’) nelN converge a x;.

Ejercicio[I.117] Tomemos y € R arbitrario y r > 0. Como Q N B, (y) es infinitoy x: N — Q es
sobreyectiva, hay infinitos puntos de la sucesién (x;) ey que estdn en B, (y). En consecuencia,
debido ala Observacion 22, el punto y es un punto de aglomeracion de (x;);cny. Como y € R es
arbitrario, esto prueba el ejercicio.

Ejercicio[I.120] Fijemos m € IN. Si [ # m, entonces
Am ="' -m 2min(m-D" -m | (m+ D -m7Ip>0
En consecuencia
,}ggo X, = m < existe ng € N tal que x,, = m para todo n = ny.

En cambio, lim,,_. X, = 0o siy solo si (x,) 5y tiende a infinito en el sentido usual.
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