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Algebra 11

Practica 5 - Dominios principales, noetherianos y de factorizacion tnica
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. Probar que si K es un cuerpo entonces K[X] es un dominio principal. ;Es Z[X] un dominio

principal?

Sea A un anillo. Probar que A es Noetheriano si y sélo si para todo conjunto Z de ideales
de A, 7 posee un ideal que es maximal (en Z) en el sentido de la inclusién.

. Sea A un anillo Noetheriano y f : A — A un endomorfismo de anillos sobreyectivo. Probar

que f es inyectivo.

. Sea A un anillo Noetheriano y I < A un ideal bildtero. Probar que A/I es Noetheriano.

Sea A un anillo conmutativo y sea M un ideal de A. Probar que M es maximal si y sélo
si A/M es un cuerpo.

Sea K un cuerpo y sea f € K[X]. Probar que K[X]/(f) es un cuerpo si y sélo si f
es irreducible en K[X]. ;Sigue valiendo esto si se reemplaza el cuerpo K por un anillo
conmutativo A?

Sea A un anillo conmutativo y sea P un ideal de A. Probar que P es un ideal primo de A
si y s6lo si A/P es un dominio integro.

Hallar todos los ideales primos de Z.

Sean A y B anillos conmutativos, P un ideal primo de By f: A — B un morfismo de
anillos. Probar que f~!(P) es un ideal primo.

Probar que si P es un ideal primo de Z[X] entonces P N Z es un ideal primo de Z.
Probar que todo ideal primo de Z[X] es alguno de los siguientes:

1) (p) 6 {p, f) con p € Z primo, f € Z[X] tal que f € Z/pZ|X] es irreducible.
11) (f) donde f es primitivo e irreducible en Q[X].

Sea p € Z primo. Probar que Z[X]/(p) ~ (Z/pZ)[X].

Sea p € 7Z primo. Probar que (p) es un ideal primo en Z[i] sii -1 no es un cuadrado médulo
p.

Caracterizar los anillos cocientes

1) Z[X]/(2,X) ) Z[X]/(2X) V) Z[i]/(2)

) Z[X]/(2) ) Z[X]/(X%+1) Vi) Z[i])/{2,1 + i)
A un dominio integro y a € A. Probar:

1) a primo = a irreducible.

11) si A es un DFU, entonces a irreducible = a primo
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u1) En A =7Z[v-5]: 3,7,4++v-5,1+2y/=5,1 — 24/=5 son irreducibles y no primos. ;,
Es Z[v/—5] un DFU ? ; Es un DF?

Sea A un dominio integro Noetheriano. Probar que todo elemento no nulo se puede fac-
torizar en elementos irreducibles. Concluir que si todo irreducible es primo, entonces A es
DFU.

Sean A C B C C dominios integros. Buscar algin ejemplo de A y C DFU, B no.

Sea A un dominio integro, I un ideal propio de A; m: A — A/I la proyeccién canénica.
Sean f = > a; X" € A[X] ménicoy f := S m(a;)X* € A/I[X]. Probar quesi f es reducible
en A[X], entonces f es reducible en (A/I)[X].

Enunciar el contrarreciproco y aplicarlo a Z.

Sea A un DFU y K su cuerpo de cocientes. Probar que si f € A[X] es irreducible, entonces
visto como polinomio con coeficientes en K también es irreducible.; Vale la reciproca?

Lema de Gauss: Sea A un DFU y K su cuerpo de cocientes. Sea f = > 1 ja; X' € A[X]
con ag # 0. Si p y g son elementos de A no nulos, coprimos entre si tales que g € K es
raiz de f, demostrar que p/ag y q/a, en A.

Probar que

1) X*— X2 +1 es irreducible en Q[X].
1) X2 +Y?2—1 esirreducible en Q[X,Y]. ; Lo es en C[X,Y]?
1) XY — ZT es irreducible en Q[X,Y, Z, T].
Factorizar — X3 —Y3 - Z3 + X2(Y+ Z2)+ Y3 (X + 2)+ Z*(X +Y)—-2XY Z en C[X,Y, Z].

Criterio de irreducibilidad de Fisenstein: Sea A un DFU y K su cuerpo de cocientes. Sea
f=>"a,X" € A[X].Supongamos que exista un primo p € A tal que:

1) p no divide a ay,
1) pdivide a a;, 0 <i<n-—1,

11) p? no divide a ag.

Probar que entonces f es irreducible en K[X].

Probar que

1) XP~1 4 pXP=2 4 (D) XP~3 4+ .. + ()X + p es irreducible en Q[X].
) XP~14 XP=2 4 . 4+ X +1 es irreducible en Q[X] (sug: cambio de variables).
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