
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales – Universidad de Buenos Aires 2do Cuatrimestre 2018

Álgebra II
Práctica 0 - Sobre primos, para entrar en calor

Recuerdo de Álgebra I:

(Pequeño Teorema de Fermat) Sea p un primo y a ∈ Z coprimo con p. Entonces

ap−1 ≡ 1 (p).

(Teorema Chino del Resto) Sean a1, . . . , an ∈ Z, y m1, . . . ,mn ∈ N tales que (mi : mj) = 1
para i 6= j. Entonces existe m ∈ Z tal que m ≡ ai (mi),∀i, y que m es único módulo∏n

i=1mi.

1. i) Sea σ(a) = mı́n{` : a` ≡ 1 (p)}. Probar que si ah ≡ 1 (p) entonces σ(a) | h.

ii) Sean p y q primos impares. Si p | 2q− 1, entonces p > q. Deducir que existen infinitos
primos.

2. (Teorema de Wilson) Sea p ∈ Z. Probar que

p es primo ⇔ (p− 1)! ≡ −1 (p).

3. Considerando los números de la forma q = 2 · 3 · 5 · · · p + 1 concluir que existen infinitos
primos.

4. Sea p = 4k + 3, para algún k ∈ Z, un número primo.

i) Probar que no hay una ráız primitiva del unidad de orden 4 módulo p, es decir, no
existe un entero a tal que a4 ≡ 1(p) pero a, a2, a3 no son congruentes a 1 módulo p.
Concluir que X2 ≡ −1 (p) no tiene solución.

ii) Sean a, b ∈ Z. Probar que si p | a2 + b2 entonces p | a y p | b. Deducir que un primo
de la forma 4k + 3 no es suma de dos cuadrados en Z.

5. Probar que hay infinitos primos de la forma 4k + 1. Sugerencia Considerar los enteros de
la forma (2p1 · · · pr)2 + 1).

6. Probar que hay infinitos primos de la forma 4k + 3. Sugerencia Considerar los enteros de
la forma 4p1 . . . ps + 3, pi 6= 3.

7. Sea p ∈ Z primo.

i) Sean ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ n, con (an : p) = 1. Probar que la ecuación

anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0 ≡ 0 (p)

tiene a lo sumo n soluciones no congruentes módulo p.

ii) Probar que X2 −X ≡ 0 (6) tiene 4 soluciones. ¿Contradice esto el ı́tem anterior?

8. Sean p ∈ Z un primo impar y a un entero coprimo con p. Probar las siguientes afirmaciones.

i) El entero a
p−1
2 es congruente a 1 o −1 módulo p.
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ii) Si existe x ∈ Z tal que a ≡ x2 (p) entonces a
p−1
2 ≡ 1 (p).

iii) Los enteros 12, 22, . . . , (p−12 )2 no son congruentes entre si módulo p.

iv) Si a
p−1
2 ≡ 1 (p) entonces existe x ∈ Z tal que a ≡ x2 (p). Sugerencia: considerar las

soluciones de X
p−1
2 − 1 ≡ 0 (p).

v) El entero a no es un cuadrado módulo p si y sólo si a
p−1
2 ≡ −1 (p).

vi) Si p es de la forma 4k + 1 para algún k ∈ Z, entonces −1 es un cuadrado módulo p.
Deducir que −1 es un cuadrado módulo p si y sólo si es de la forma 4k+1. Sugerencia
Observar que p−1

2 = 2k y usar el item anterior.

vii) Si k ∈ N y p = 4k + 1 entonces (2k)! es solución de X2 ≡ −1 (p).

9. Determinar todas las soluciones no congruentes entre śı de las ecuaciones

i) X2 ≡ −1 (5)

ii) X2 ≡ −1 (17)

10. Factorizar módulo 5 el polinomio p = 6X4 − 18X3 + 4X2 + 9X − 6.

11. (Función ϕ de Euler) Sea ϕ : N→ N la función totiente de Euler definida por

ϕ(n) = #{k ∈ N : k ≤ n, (k : n) = 1}.

Probar las siguientes afirmaciones.

i) Para todo n > 2, ϕ(n) es par.

ii) Existe k ≥ 1 tal que n = 2k si y sólo si ϕ(n) = n
2 .

iii) Para todo m tal que n | m vale que ϕ(n) | ϕ(m).

iv) Para todo n ∈ N vale ∑
d|n

ϕ(d) = n.

v) Para todo n ≥ 2 vale ∑
k≤n,(k:n)=1

k =
n

2
ϕ(n).

vi) Para todo k existen finitas soluciones de ϕ(n) = k.

12. (Teorema de Euler, generalización del Pequeño Teorema de Fermat) Sean a, n ∈ N copri-
mos. Definimos la función

rn : Rn := {c ∈ N : c ≤ n, (c : n) = 1} −→ N
c 7−→ a · c (n).

i) Probar que rn es una biyección de Rn en si mismo.

ii) Sean c1, c2, . . . cϕ(n) los elementos de Rn. Probar que

c1 · c2 · · · cϕ(n) ≡ ac1 · ac2 · · · acϕ(n) (n).

Deducir que aϕ(n) ≡ 1 (n). Si n es primo, observar que el Teorema de Euler implica
el Pequeño Teorema de Fermat.

iii) Probar que c1 · c2 · · · cϕ(n) ≡ −1 (n).

iv) Calcular r20(20334754).

13. (Conjetura de Carmichael) Sea k ∈ N. Probar que si ϕ(n) = k tiene solución, entonces
tiene al menos dos soluciones.
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