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1. Induccién completa

Recordamos el Principio de Induccién:

Teorema. Sea P una proposicion sobre todos los naturales. Si
Caso base P(1) es verdadera y

Paso inductivo suponiendo que P(n) es verdadera (la llamamos hipétesis
inductiva), entonces P(n + 1) es verdadera.

Entonces, P(n) es verdadera ¥Yn € N.

1.1. Ejemplos de que son importantes las dos partes de la
prueba

Ejemplo 1. Aqui mostraremos un ejemplo donde si no vale el caso base se
puede arribar a un resultado falso. Fue dejado al final de la clase pasada para
que lo piensen.

Es claro que la proposicion P(n) : n? > n? 4+ 2 Vn € N es falsa. Es més, no
vale para ningin n natural, en particular para el caso base n = 1 es falsa. Sin
embargo, es posible demostrar que vale el paso inductivo. Vedmoslo:

Suponemos que vale que n? > n?+2 (hipdtesis inductiva), queremos ver que
vale (n+1)2 > (n+1)2 +2:

n+12+2=n’+2n+1+2=n>+2+2n+1 < n? +2n+1=(n+1)>2%
(n+1) 5 (n+1)

Luego, vale el paso inductivo ya que llegamos a que (n +1)2 +2 < (n + 1)%



Ejemplo 2. Aqui mostraremos una proposicién falsa donde vale el caso base
pero no el paso inductivo. Consideremos la proposicién P(n) : 3™ < 100 Vn € N,
que claramente es falsa.

Es facil ver que vale el caso base, pues P(1) : 3 < 100 lo cual es ver-
dadero. Es més, uno puede enganarse y ver que vale con varios naturales y
concluir, erréneamente, que la proposicion es verdadera Vn. En este caso, si va-
mos probando con los primeros naturales la proposicién resulta verdadera, mas
precisamente, P(2), P(3), P(4) resultan todas verdaderas.

Lo que pasa es que no anda el paso inductivo, es decir, suponiendo que vale
P(n), {se puede asegurar que valga P(n + 1)7 La respuesta es no, y lo mos-
traremos simplemente con un contraejemplo. Mdas arriba dijimos que P(4) es
verdadera, si valiera el paso inductivo tendriamos que entonces P(5) es verda-
dera, sin embargo la proposicién P(5) : 3% < 100 es falsa.

2. Induccién corrida

Teorema. Sean ng un entero y P una proposicion sobre Z>yp,. Si P satis-
face

Caso base P(ng) es verdadera y

Paso inductivo si P(k) es verdadera para k > ng, entonces P(k+ 1) es
verdadera.

Entonces, P(n) es verdadera para todo n > ng, conn € Z.

2.1. Ejemplos

Ejemplo 1. Pruebe que f—_:l < E?«:'L)); para cadan > 1, n €N,
En nuestro enunciado tenemos ng =2y P(n) : 7;4—:1 < %, luego debemos

probar que (caso base) P(2) es verdadero y (paso inductivo) si P(k) es cierto
para k € Z>, entonces P(k + 1) es verdadero.

Para el caso base es suficiente reemplazar el valor n = 2 en P(n) y verificar
que se tiene la desigualdad:

2 16 . 2-3-4 (2-2)

5+1 3 -0 4 enz

Luego P(2) es verdadera. Ahora, veamos el paso inductivo: supongamos que
P(k) es verdadera para k > 2, lo que significa ]f—f:l < Ei{‘)); para k > 2, veamos

que P(k + 1) es verdadera, para ésto notemos que

e L (0 )
kE+2 k+1 k+2




Qk+1)!  (2k)! 2k+1)(2k+2)  (2k)! 2(2k+1)

(k+1))% (k)2 (k+1)2 TN (k+1)

. k+1 .
Luego, si queremos ver A;Cﬁ < E?,gl_f;)ll))); es suficiente probar que 4(::21) <

QEilfl;)’ que es lo mismo a probar 2(k+1)% — (2k +1)(k +2) < 0. Desarrollando

en lado izquierdo de la desigualdad obtenemos

2k + 4k +2 — (2k? +5k+2) = —k

Pero k > 2, luego —k < 0. Lo que prueba P(k+ 1). Finalmente, por el principio

de induccién corrida obtenemos que f—:l < 87'1))2“ paracadan >1,n € N.

Ejemplo 2. Pruebe que Y ., i! > 5-2""! — 7 para todo n > 4.

En este caso, tenemos P(n) : i i! > 5-2"~1—7. Primero veamos que P(4)

(nuestro caso base) es verdadero. Reemplazamos n = 4 en P(n) y obtenemos:

4
D il=142 43+ 4l =1+2+6+24=33=5-2""1 -7
i=1
Luego, P(4) es verdadera. Ahora, veamos el paso inductivo. Supongamos
que P(k) es verdadera para cierto k > 4, es decir, que Zle il >5-281 7y

probemos que P(k + 1) es verdadera. Tenemos:

k+1
Sit=Y i+ (k+ 1) =528 T4 (k4 1),

=1 1=

=

por hipétesis inductiva. Alcanza con ver que
5.2 74 (k+ 1) >5.28 7.
Esta desigualdad es equivalente a
(k+1)!>5- (28 =2k 1) = 5.2k 1,
y desarrollando, nos queda que:

(k+1)-k-(k—1)---3-2.1>5-2.2...2.2

k—1 factores k—1 factores

Como k+1 > 5y cada uno de los k— 1 factores marcados en el lado izquierdo de
la desigualdad es mayor o igual a 2, la desigualdad es verdadera. Por lo tanto,
P(k + 1) es verdadera, y completamos el paso inductivo.

Ejemplo 3. Probar que 3n? 4+ 3n + 1 < n!-n para n > 3.



Veamos que es cierto para n = 4: 3(4)2 +3(4) + 1 = 61 < 96 = (4)!4.
Ahora, supongamos que el resultado se cumple para k, veamos que el resultado
es cierto para n = k+1. Por hipétesis de induccién 3k%2+3k+1 < k!k y sumando
a ambos lados 6k + 6 obtenemos:

3k% + 3k + 14 6k 4 6 < klk 4 6k + 6,
que es lo mismo a
3k 4+ 6k +3+3k+3+1<klk+6k+6,

factorizando
3k+1)2+3(k+1)+1<kk+6(k+1).

Utilizando el hecho de que k < (k + 1) se obtiene
3k+1)2+3k+1)+1<k(k+1)+6(k+1)=(k+1)(k!+6),

ahora, como k > 4 tenemos que 6 < 4-4 < k-k < k- k!l. Sumamos a ambos
lados k! tenemos 6 + k! < k- k! + k! y por tanto

3k+1)2+3k+1)+1< (k+1)(k+6) < (k+1)(k- k! + k).
Distribuyendo al lado derecho obtenemos
3(k+1)2+3(k+1)+1<k(k+1)!+ (k+1)!

Es decir
3k+1)24+3k+1)+1< (k+1)(k+1)!

Que es lo deseado. De esta forma si n > 4 entonces 3n2 +3n+1 < n!-n.

3. Induccién global

Teorema. Sean ng un entero y P una proposicion sobre Z>y,. Si P satis-
face

Caso base P(ng) es verdadera y

Paso inductivo si k es un entero arbitrario mayor o igual que ng tal que
P(ng), P(ng+1), ... y P(k) son verdaderos, entonces P(k+1) también
lo es.

Entonces, P(n) es verdadera para cualquier entero n > ny.




Ejemplo 1. Pruebe que cualquier envio postal cuyo valor es de n (> 2)
centavos puede hacerse con estampillas de dos y tres centavos.

Sea P(n) el enunciado que afirma que cualquier envio postal cuyo valor es
de n centavos puede hacerse con estampillas de dos y tres centavos.

Caso base: (Note que nyg = 2) Dado que un envio de dos centavos se puede
hacer con una estampilla de dos centavos, P(2) es verdadero. Del mismo modo
obtenemos que P(3) es también verdadero.

Paso inductivo: Supongamos que P(2), P(3), P(4),..., y P(k) son verdade-
ros, es decir, cada envio postal de dos centavos hasta de k centavos puede hacerse
con estampillas de dos y tres centavos. Para mostrar que P(k+ 1) es verdadero,
consideremos un envio postal de k + 1 centavos. Puesto que k+1 = (k—1) + 2,
un envio de k + 1 centavos puede formarse con estampillas de dos y tres cen-
tavos si el envio de k — 1 centavos puede realizarse con estampillas de dos y tres
centavos. Como P(k — 1) es verdero por la hipétesis de induccidn, esto implica
que P(k + 1) también es verdadero.

De ahi, por la versién global de induccién, P(n) es cierto para cada n > 2, es
decir, cualquier envio postal de n(> 2) centavos se puede hacer con estampillas
de dos o tres centavos.

Ejemplo 2. Sea f: N — N dada por

f) =3
fln+1) = 7[2"0(7;%11)]2 sin 4+ 1 es par,
3"t 4 3f(n) sin+ 1 esimpar.

Pruebe que f(n) = n3" para todo n € N.

En este caso P(n) : f(n) = n3". Tenemos que f(1) = 3 = 1-3%, asf que el
caso base P(1) es verdadero. Dado que la férmula de f para cierto n involucra
usar los valores que toma f en nimeros menores que n (y no siempre el nimero
inmediatamente anterior), vamos a usar el principio de induccién global. Dado
n € N, supongamos que P(k) es verdadera para todo 1 < k < n, y veamos
entonces que P(n + 1) es verdadera.

Separemos en dos casos:

n + 1 impar: Usando la formula de f y la hipétesis inductiva nos queda que:

fn+1)=3"" £ 3f(n) =3"" +3n3" = 3" L n3"*! = (n 4 1)3"H,
por lo que P(n + 1) es verdadero.

n + 1 par: En este caso, tenemos que

2202

flnt+1) = n+21



Observemos que como n > 1, "7'"1 < n, por lo que por hipédtesis inductiva

n

P(™+1) es verdadera, es decir, f(242) = (23! ). Usando esto nos queda:

[2(242)3("5H))2 _ [(n + 1)3(*5H)]2 (123
n+1 n+1 n+1

fln+1) = = (n+1)3"*,
que es lo que queriamos probar.

Por lo tanto, por el principio de induccién global, f(n) = n3™ para todo
n € N.



