Topologia
Segundo cuatrimestre - 2017
Practica 1
Espacios Topolégicos

Ejemplos

1. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea Y C X . Muestre que

v ={UNY:U et}

es una topologia sobre Y. Llamamos a 7y la topologia inducida por T sobre Y o la topologia
subespacio.

. Sean X un conjunto infinito, zp € X y 7 C P(X) el conjunto de las partes de X que tienen
complemento finito o que no contienen a xy. Muestre que 7 es una topologia y describa sus
cerrados.

. Sea F el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topologia usual, junto con R. Pruebe
que existe una topologia en R para la cual F es el conjunto de todos los cerrados.

. Decimos que un subconjunto U de R? es radialmente abierto si su interseccién con toda recta
que pasa por uno de sus puntos es un abierto de ésta. Muestre que el conjunto de todos los
conjuntos radialmente abiertos de R? es una topologia sobre R? y compiérela con la topologia
usual.

Construccion de topologias

5. Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos F en X es una regla que a cada elemento

x € X asigna una familia 7, € P(X) de manera que
(Al) siz e X, Fp #0;
(A2) siz € X y A € F,, entonces x € A;
(A3) size X, Ac F, y Be€ P(X) son tales que A C B, entonces B € F,;
(Ad) six e Xy A Be€ F,, entonces AN B € F,;
(Ab) siz € X y A € F,, entonces existe B € F, tal que BC Ay B € F, para todo y € B.
Pruebe que:
a) Si (X, 7) es un espacio topoldgico y para cada = € X definimos
Fr={AcP(X):existe U €1 talquex e UC A},
entonces F es un sistema de filtros de entornos en X.
b) Si F es un sistema de filtros de entornos en X y definimos
T={A€P(X):paratodor € Aes Aec F,}U{0},

entonces 7 es una topologia sobre X.
¢) Las construcciones de los items a) y b) son inversas.



6. Sea X un conjunto. Una funcién c: P(X) — P(X) es un operador de clausura en X si

(C1) «(0) =

(C2) side 77( ), entonces A C c(A);

(C3) si A e P(X), entonces c(c(A)) = c(A);

(C4) si A, B € P(X), entonces ¢c(AU B) = ¢(A) Uc(B);

Pruebe que
a) Si (X, ) es un espacio topoldgico, entonces la funcién
c:AeP(X)— AecP(X)

es un operador de clausura en X.

b) Sic:P(X)— P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto
T={UeP(X):c«(X\U)=X\U}

es una topologia sobre X.

¢) Las construcciones de los items a) y b) son inversas.

7. Sea X un conjunto y sea B C X. Pruebe que la funcién

AUBEP(X) siA#(

C:AEP(X)H{@EP(X) S A=0

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspondiente.

Clausura, interior, frontera

8. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B C X. Pruebe las siguientes inclusiones y decida cudles
pueden ser estrictas:

a) ANBC AN
b) AN B C AN B cuando A es abierto;
c) A\ B Q \ B;
d) Us 4 €U, 4
e) UAe.A (UAeA Ay
f) (ﬂAeA ) < ﬂAeA A

9. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Pruebe que:

a) OA=ANX\ A=A\ A%
b) X\ 9A = 4° U (X \ A)°;
c)A AUDA;

d) A° = A\ 04,

e) Aesabiertosii ANOA=0y
)

f) A es cerrado sii 0A C A.



10. Topologia del complemento finito. Sea X un conjuntoysea 7 = {U € P(X) : X \ U es finito}U
{0}. Pruebe que 7 es una topologia sobre X. Describa el interior, la clausura y la frontera de los
subconjuntos de X con respecto a esta topologia.

11. Sean X un conjunto no vacio y zg € X. Pruebe que:
a) {UeP(X):xz9geU}U{D} es una topologia sobre X.
b) {UeP(X):xo ¢ U} U{X} es una topologia sobre X.

Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto a cada una
de estas topologias.

12. El cuadrado ordenado. Considere el conjunto X = [0,1] x [0,1] con la topologia del orden
lexicografico y determine la clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X:

) {(
) A(

c) {(=z, )0<x<1},
) {(x,1/2): 0 <z < 1},
) {(1/2,y): 0 <y <1}

13. Pruebe que todo cerrado de R? es la frontera de un subconjunto de R?.

Bases y sub-bases

14. Sea {Ta}aea una coleccién de topologias en X. Pruebe que (), ., 7o €s una topologia en X.
iEs Uqea Ta una topologia en X7

15. Sean X un conjunto y A C P(X). Pruebe que existe una topologia o(A) sobre X tal que

= todo elemento de A es abierto para o(A), y

= si 7 es una topologia sobre X tal que todo elemento de A es abierto para 7, entonces

o(A) C .

En otras palabras, o(A) es la topologia menos fina que contiene a A (la minima en el orden dado
por la inclusién). La topologia o(.A) es la topologia generada por A.

Describa la topologia generada por A = {{a}, {b, ¢}, {d}} sobre el conjunto X = {a,b,c,d}.

16. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Consideremos S = {S, : x € X} y R = {R, : € X}, donde
R, ={y €Y :z <y} Pruebe que SUTR es una sub-base para la topologia del orden.

17. Considere las siguientes colecciones de subconjuntos de R:
B ={(a,b) : a,b € R, a < b},
By = {[a,b) : a,b € R, a < b},
By = {(a,b] : a,b € R, a < b},
By=B1U{B\ K:B¢€ B}, dondeK:{%:neN}
Bs = {(a,+) : a € R},
Bs = {(—00,a) : a € R},
B; = {B € P(R) : R\ B es finito}.



a) Muestre que cada uno de By, ..., B; es una base para una topologia en R y compare las
topologias correspondientes.

b) Muestre que Bs U Bg es una sub-base para la topologia generada por B;.
c¢) Determine la clausura del conjunto K en cada una de las siete topologfas.

18. Sea B={(a,b) : a < b}U{{n} : n € Z} C P(R). Muestre que B es base de una topologia sobre
R. Describa el interior de los subconjuntos de R con respecto a ella.

19. Topologia Zariski. Considere k[x] = k[x1,...,xy] el anillo de polinomios en n variables sobre un
cuerpo k. Para cada subconjunto S C k[z], se define el conjunto algebraico dado por S como

V(S) = {(21,...,Zn) € k" :p('zla"'azn) :O7vp € S}
Verifique las siguientes propiedades:

a) V(S) =V(Ig), donde Ig es el ideal generado por S.

VH0h) =k"y V({1})=0.Si S CT, entonces V(S) D V(T).

Si I,J C k[z] son ideales, entonces V(INJ) =V (I)UV(J).

d) Si{Io}aca es una familia de ideales, entonces V (U, cp fa) = Naca VLa).

Los items b), c¢) y d) muestran que los conjuntos algebraicos verifican los axiomas de los
cerrados de una topologia. Esta es la topologia Zariski de k™.

o o
~— —

e) Los conjuntos Dy = k™ \ V({f}) forman una base de dicha topologia.
) La topologia Zariski en k es igual a la topologia del complemento finito.

Redes

20. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Pruebe que las redes convergentes verifican las siguientes
propiedades:

a) Si (Za)aca es eventualmente constante, entonces (24 )aeca converge a la constante.

b) Si (z4)aea converge a x, entonces toda sub-red de (z4)aca converge a .

¢) Si (za)aea verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x, entonces
(To)aea converge a x.

d) Sean A un conjunto dirigido, y para cada « € A sea I', un conjunto dirigido. Supongamos
que para cada o € A se tiene una red (z)ker, que converge a z® € X, y que ademds
(x*)aen converge a x € X. Considere ® = A x [] I', ordenado por el orden producto,
esto es,

a€cl
(o, (kg)gen) > (O/, (k%)ﬂeA) = a>dy kg > k% VB € A.
Entonces la red («, (kg)gen) = @, converge a z.
21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Pruebe que
A={z€ X : Ixa)aecr C A tal que x4 — z}.
22. Si (o )aca €s una red, decimos que x € X es un punto de acumulacién de la red si para todo

A € F,, el conjunto {« € A : x, € A} es cofinal en A. Pruebe que z es un punto de acumulacién
de la red si y sélo si existe una subred de (z,)aca que converge a x.

Sugerencia: para probar =), considere como conjunto dirigido el formado por los pares (a,U) con o € A y U un

entorno (abierto) de x que contiene a xq .



Funciones continuas
23. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Pruebe que cada una de las siguientes
condiciones sobre f es equivalente a que f sea continua:
a) Para todo z € X y para todo A € F,, (y = f(x)) existe B € F, tal que f(B) C A.
b) Para toda red (24)aca C X tal que z, — x se tiene que f(z,) — f(x).
c) Para todo A C X se tiene f (A) C f(A).
d) Si B es una base para la topologia de Y, entonces f~!(B) es abierto en X para todo B € B.
e) Si S es una sub-base para la topologia de Y, f~1(S) es abierto en X para todo S € S.

24. Sean X un espacio topolégicoy F C X. Sea xg : X — R la funcién caracteristica de F, esto

es,
(@) 1 sizeFl

xTr) =
XE 0 siz¢E

Pruebe que xg es continua en x si y sélo si  no pertenece a la frontera de F.
25. a) Sean X,Y conjuntos ordenados con la topologia del orden. Pruebe que si f : X — Y es
biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.
b) Sean € N. Sea g: R>g — Rxp, g(z) = {/x. Pruebe que g es un homeomorfismo.
c) Sea X = (—o0,—1)U[0,+00) con la topologia euclidea. Definimos f : X — R por:

f(x){x—i—l siz<—1

T siz >0
Pruebe que f es biyectiva y preserva el orden. jEs f un homeomorfismo?

26. Sea {Aq }ae.a una coleccién de subconjuntos del espacio X tal que X = U Ay Seaf: X =Y
acA
y supongamos que f|4. es continua para cada o € A.
a) Pruebe que si cada A, es abierto, entonces f es continua.
) Pruebe que si A es finito y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es continua.
¢) Encuentre un ejemplo donde la coleccién A = N, cada A, es cerrado, pero f no es continua.

Una familia {A4 }aca se dice localmente finita si para cada x € X existe un abierto U C X,
x € U, tal que UNA,, # 0 sélo para finitos valores de o. Muestre que si la familia { Ay }aca
es localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es continua.

27. Sea Y un conjunto ordenado con la topologia del orden. Sean f,g : X — Y funciones continuas.

a) Pruebe que el conjunto {z € X : f(x) < g(x)} es cerrado en X.
b) Sea h: X — Y la funcién h(z) = min{f(z), g(z)}. Pruebe que h es continua.



