
Apunte de distribuciones condicionales

Definición 1. Sean X,Y v.a. en un mismo espacio. Una familia phyqyPR de funciones se dice un sistema de probabilidades

puntuales condicionales de X dada Y si satisface:

a) Para cada y P R, hy es no negativa y Ry “ tx P R |hypxq ą 0u es contable.

b) Para toda f : R2 Ñ R medible borel tal que Ep|fpX,Y q|q ă `8 vale que EpfpX,Y q|Y q “ gpY q donde g : R Ñ R

esta dada por

gpyq “
ÿ

xPRy

fpx, yqhypxq.

En tal caso notamos hypxq “ pX|Y“ypxq

Teorema 1. Sean X,Y v.a. en un mismo espacio.

a) Si X e Y son discretas entonces phyqyPR es un sistema de probabilidades puntuales condicionales de X dada Y si y

solo si para todo x P RX y y P RY se tiene que

hypxq “
pXY px, yq

pY pyq

b) SiX es discreta e Y es continua con densidad fY entonces para cualquier phyqyPR sistema de probabilidades puntuales

condicionales de X dada Y se tiene

pXpxq “

ż

R
hypxqfY pyqdy.

Definición 2. Sean X,Y v.a. en un mismo espacio. Una familia phyqyPR de funciones se dice un sistema de densidades

condicionales de X dada Y si satisface:

a) Para cada y P R, hy : RÑ R es medible borel no negativa.

b) Para toda f : R2 Ñ R medible borel tal que Ep|fpX,Y q|q ă `8 vale que EpfpX,Y q|Y q “ gpY q donde g : R Ñ R

esta dada por

gpyq “

ż

R
fpx, yqhypxqdx.

En tal caso notamos hypxq “ fX|Y“ypxq

Teorema 2. Sean X,Y v.a. en un mismo espacio.

a) Si pX,Y q es continuo entonces la familia phyqyPR es un sistema de densidades condicionales de X dada Y y P RY

donde

hypxq “
fXY px, yq

fY pyq
Ip0,`8qpfY pyqq

b) Si Y es continua con densidad fY y existe phyqyPR un sistema de densidades condicionales de X dada Y entonces el

vector pX,Y q es continuo y su densidad viene dada por

fXY px, yq “ hypxqfY pyq.
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c) Si Y es discreta y existe un sistema de densidades condicionales de X dada Y entonces X es continua y valen:

• Dado phyqyPR un sistema de densidades condicionales de X dada Y , para cada y P RY se tiene que hy es la

función de densidad de X bajo la probabilidad condicional P p´ |Y “ yq.

• Dado phyqyPR un sistema de densidades condicionales de X dada Y , la densidad de X viene dada por

fXpxq “
ÿ

yPRY

hypxqpY pyq.

Teorema 3. (Leyes de Bayes) Sean X,Y v.a. en un mismo espacio con X continua e Y discreta.

a) Para cada y P RY vale

fX|Y“ypxq “
pY |X“xpyq.fXpxq

pY pyq
“

pY |X“xpyq.fXpxq
ş

R pY |X“tpyq.fXptqdt
.

b) Para cada y P RY vale

pY |X“xpyq “
fX|Y“ypxq.pY pyq

fXpxq
.Ip0,`8qpfXpxqq “

fX|Y“ypxq.pY pyq
ř

zPRY
fX|Y“zpxq.pY pzq

.Ip0,`8qpfXpxqq
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Clase práctica 15 19/10 Proba (M)

Ejercicio 1. Un minero esta atrapado en una mina con tres puertas. La primera puerta lo lleva por un túnel durante 3 horas

hasta la salida. La segunda puerta lo lleva por un túnel que lo devuelve a donde esta luego de 5 horas, y la tercera lo devuelve

al mismo lugar luego de 7 horas. Si asumimos el que minero en la intersección toma cualquiera de las tres puertas con igual

probabilidad siempre, entonces calcular EpT q donde T “’tiempo que tarda en salir de la mina’.

Ejercicio 2. Un banco recibe N „ Ppλq clientes por dı́a. Además se sabe que la cantidad de operaciones que realiza un

cliente cualquiera tiene distribución Pp3q. Sea X “’cantidad de operaciones que se realizan en el banco por dı́a’. Hallar

EpXq.

Ejercicio 3. Sean X,Y variables aleatorias tal que Y „ Up0, 1q, X|Y „ Bipn, Y q.

1. Probar que X es discreta y hallar su distribución.

2. Hallar fY |X“xpyq para x P RX . Calcular P pY ď y|X “ xq.

3. Probar que EpX|Y q “ nY y EpY |Xq “ X`1
n`2 .

Ejercicio 4. Sean X,Y variables aleatorias tal que Y „ Γpα, λq, X|Y „ PpY q.

1. Probar que X es discreta y hallar su distribución. Para α “ r es conocida?

2. Probar que Y |X „ ΓpX ` α, λ` 1q.

3. Probar que EpXY ` 3X|Y q “ Y 2 ` 3Y , y EpY |Xq “ X`α
λ`1 .

4. Calcular EpXq de dos formas distintas cuando α “ r.
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