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Capitulo 1

Espacios de Probabilidad.

1.1. Experimentos aleatorios. Algunas considera-
ciones heuristicas.

Se llamard experimento aleatorio a un experimento tal que (i) no se puede
preveer el resultado de un solo experimento, (ii) si se repite el experimento
varias veces, la frecuencia con la cual el resultado estd en un conjunto A
converge a un nimero.

Ejemplo 1.1 FEl experimento consiste en arrojar una moneda. En este caso
el conjunto de todos los posibles resultados serd

Q2 ={0,1},

0 corresponde a ceca y 1 a cara. Si se repite experimento muchas veces, la
frecuencia con que sale por ejemplo cara, tiende a 0.5

Ejemplo 1.2 FEl experimento consiste en lanzar un dado. En este caso el
conjunto de todos los posibles resultados serd

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Si se tira el dado muchas veces, por ejemplo la fecuencia con que el resultado
estd en el conjunto A C Q serd #A/6, donde #A representa el cardinal de
A.

Ejemplo 1.3 El experimento consiste en lanzar una jabalina y registrar la
marca obtenida. En este caso el conjunto de todos los posibles resultados serd
el conjunto de reales positivos y la frecuencia con que el resultado esté, por
ejemplo en un intervalo [a,b], dependerd del atleta.



Ejemplo 1.4 Se elige al azar un alumno de primer grado de un colegio y
se anota su peso en kilos, x y la altura en metros y En este caso

Q={(z,y) €R? : 2 >0, y > 0}.

Como puede apreciarse los resultados pueden conformar un conjunto
finito o infinito de cualquier cardinalidad.

Supongamos ahora que se hacen n repeticiones del experimento aleatorio.
Si A C , sea Cp(A) el niimero de veces que el resultado estd en A, luego la
frecuencia relativa del conjunto A se define por

Cn(4)

n

In (A) =

En el caso de un experimento aleatorio, cuando n crece, esta frecuencia se
aproxima a un nimero que se llamard probabilidad de A y que denotaremos
por P(A).

Claramente

0<fu(4) <1,

de manera que

P(A) = lim f, (A),

n—oo

y entonces
0<P(A)<1.

Como veremos, en algunos casos, no se puede definir la probabilidad para
todo subconjunto de resultados.

Para precisar este concepto y estudiar sus propiedades formularemos la
teoria axiomédtica de probabilidades.

1.2. Axiomas de probabilidad.

En primer lugar definiremos algunas propiedades que tendrd la familia
de todos los conjuntos para los cuales estd definida su probabilidad. Esto
nos lleva al concepto de o-dlgebra.

1.2.1. o— Algebras.

Sea ) un conjunto. Definiremos el conjunto partes de €, por P(Q2) =
{A: A CQ}. Dado un conjunto A, denotaremos por A° el complemento de
A.

Definicién 1.1 Sea una familia A de subconjuntos de €2, es decir A C
P(2).Se dice que A es una o-algebra sobre Q0 si satisface las siguientes
propiedades.



Al. Qe A
A2. Dado A € A se tiene A° € A.

A8. Sea Aq,...,A,,... una sucesion de elementos de A. Entonces
o0
A=JAeA
i=1

Propiedades de o— dlgebras
Propiedad 1.1 @ € A.

Demostracion. Resulta de Al y A2. O

Propiedad 1.2 Si Aq,..., A, son elementos de A entonces

U A; e A
=1

Demostracion.
Para ver esto supongamos que A; € A; 1 =1,2,...,n. Probaremos que

n

A:UmeA

i=1
Definamos una sucesién numerable (B;),~, agregando el conjunto @ de la
siguiente manera
Bj:Aj, 1§j§n,
B, =9 sik>n.

0. ]
Entonces por ser A una o-algebra se tendra que B; € Ay por lo tanto
i=1

A:LnJAi:GBZ-GA. O
i=1 i=1

Propiedad 1.3 Si A es una o-dlgebra, y Ai, ..., Ap, ... es una sucesion de
o0

elementos de A entonces A = [ A; € A.
i=1

o
Demostracién. Esto resulta de que A = (|J Af)¢. O
i=1



Propiedad 1.4 Si A es una o-dlgebra, y Ai,..., A, son elementos de A
n

entonces A= () A; € A.
=1

1=

Demostracion. Se demuestra igual que la Propiedad 1.2. O

Propiedad 1.5 Si A es una o-dlgebra, y A1 y As son elementos de A,
entonces A — Ay € A.

Demostracién. En efecto A; — As = A1 N A5 € A. O

Propiedad 1.6 La o—dlgebra sobre 2 mdas chica posible es
Ag = {Q, Q},

y la mds grande es

Al =P (Q).

Luego si A es una o-dlgebra sobre 2, se tendrd

AoCc AC A;. O

Observaciéon. En el contexto de la teoria de la medida, un elemento de la
o—algebra A se llama un conjunto medible.

Como veremos en la préxima subseccion, la probabilidad estard definida
para los elementos de una o—4dlgebra.

1.2.2. Espacios de Probabilidad.

Definicién 1.2 Un espacio de probabilidad es una terna (2, A, P) donde
Q es un conjunto, A es una o-dlgebra sobre Q, y P : A — [0;1] es una
funcion que satisface:

1. P(Q) =1

2. (o-aditividad). Si (Ap)n>1 €s una sucesion de elementos de A disjuntos
dos a dos (A; N Aj; = @, sii# j), entonces

P(JA) =) P(A).
=1 =1

Observaciones.
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1. El conjunto ) se denomina espacio muestral y se interpreta como el
conjunto de resultados posibles del experimento, los elementos de A
se denominan eventos, y corresponden a los subconjuntos de €2 para
los cuales la probabilidad estd definida. Finalmente P se denomina
funcion de probabilidad, y dado A € A, P(A) se interpreta como la
probabilidad de que el resultado del experimento esté en A.

2. En el contexto de la teoria de la medida, la terna (€2, A, P) corresponde
a un espacio de medida donde la medida P asigna el valor uno al
espacio total.

3. Si queremos formalizar la idea intuitiva de la probabilidad como limite
de la frecuencia relativa es importante observar que la “frecuencia”
tiene la propiedad de o-aditividad. En principio veamos que deberia
ser aditiva

Sean A1, Ao, ..., Ay eventos disjuntos tomados de a dos, esto es, A; N
Aj = @ si i # j entonces

fn (UA1> = < n - ) = Zz_lgn(AZ) :an(Az)
=1

=1

La o-aditividad ahora se deduce pasando al limite.

Ejemplos de espacios de probabilidad.

Ejemplo 1.5 Sea Q un conjunto, A = P(QQ). Dado z¢ € 2, definimos:
YA CQ
1 sizg € A }

P(A):{ 0 sizg ¢ A

P se denota 6., y se dice que la probabilidad estd concentrada en xo o bien
que el unico punto de probabilidad positiva es xg.

Ejemplo 1.6 Sea Q = {x1,x2,...,%n,...} cualquier conjunto numerable,
A=P(X), yseaa; >0, i=1,2,..., una sucesion tal que

o
Z a; = 1.
i=1

Definimos para todo A C

{i: :C,EA}

En este caso P define una probabilidad y estd completamente determinada
por las probabilidades a; asignadas a cada elemento x;.
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Propiedades de la funcién de probabilidad.

Propiedad 1.7 P (&) = 0.

Demostracion. Es inmediata, pues si tomamos A; = &, para todo ¢ € N
entonces por la g-aditividad

o0 o0 [o.9]
0<P(@)=P (UAZ-) =Y P(A4)=) P(e)<1,
i=1 i=1 i=1
y esto sélo se cumple en el caso de que P (@) =0.0

Propiedad 1.8 Sean Ay, ...., A, eventos disjuntos. Luego P(|J A;) =Y i P (4).
i=1

Demostracién. Tomemos la sucesion B; = Aj sij = 1,...,ny B; = & si
j > n. Aplicando la propiedad de o—aditividad se obtiene el resultado. O
Propiedad 1.9 Si A € A entonces

P(A)=1-P(A).
Demostracion. Esto sale teniendo en cuenta que A y A° son disjuntos y

1=P(Q)=P(AUA)=P(A)+P(A°. O

Propiedad 1.10 Consideremos dos eventos A1 y As. Entonces
P(A; —Ay)=P(A;))—P(A1NAs).
Demostracién. Como
Al = (A1 — Ay) U (A1 N Ag)

se obtiene
P(Al) = P(Al — AQ) + P(Al N Ag),

y de ahf sigue el resultado. O

Proposicién 1.1 Si A1, Ay son eventos y Aa C Ay entonces
P(A; — Ag) = P(A;) — P(As).

y ademds
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P(Ay) < P(Ay).

Demostracion. Por la Propiedad 1.1 y el hecho de que A1 N Ay = As tenemos

P(A1 — Ag) = P(Al) — P(A1 N AQ)
— P(A1)— P(A)

Ademsds de aqui resulta

P(A;1) = P(A2) + P(A1 — Ag)
> P(Ag) O

Propiedad 1.11 Si A;, As son eventos entonces
P(AjUAy) =P (A1) +P(Ay) — P(A1NAy).
Demostracién. Escribimos A; U Ay como la siguiente unién disjunta
Al UAy = (A1 — A2) U (A1 NAy) U (A2 — Ay).

Entonces usando la Propiedad 1.10 resulta

P(A1UAs) = P (A1 — As) + P (A1 N As) + P (As — A}) =
= P (A1) = P(A1NAz) + P (A1 N A)
+ P (A2) = P(A1NAg)
=P(A1)+P(A3) —P(A1NAy).O

Propiedad 1.12 Sean A; € A, i=1,2,.... k. Entonces
k
P (UAz) <> P(4).
i=1 j
Demostraciéon. De la Propiedad 1.11 se obtiene
P<A1UA2) :P<A1)+P(A2)—P(A1QA2),

y el resultado vale para k = 2. El resto de la demostracién se hace por
induccién y se deja como ejercicio.
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Propiedad 1.13 (o-subaditividad) Sea (4y)p>1 C Ay A= Ufle A,,. Entonces

mmgfymw
n=1

Demostracién. Definamos

By =2,
Bl - A17
By = Ay — Ay,

B3y = A3 — (Al U Al),

n—1
Bn:&,-UAﬁ

i=1

Luego es inmediato que los B; son disjuntos dos a dos y

s
n=1

Por la o— aditividad y el hecho de que B,, C A,, resulta P (B,) < P (A,)
y entonces

mmziﬁwwgfym@ﬂ
n=1 n=1

Propiedad 1.14 Sea (A,),~; una sucesion de eventos tales que A, C Apt1

para todo n y
o0
A=A
i=1

Luego
P(A)= lim P(A4,).

n—-+o00

Demostracion. Como la sucesién es creciente entonces podemos transformar
la unién en una unién disjunta definiendo: By = Ag = @, By = A1 —
Ao, BQ = A2 — Al, cesey Bk = Ak — Ak:la Luego

i ne
k=1
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y por lo tanto usando la o—aditividad y la Propiedad 1.1 se tiene

o n n
P(A) = ;wa =7gggo;P<Bk> =7gggo;P<Ak—Ak_1>

i (3P0 =3Pt =t P (4

k=1 k=1

Propiedad 1.15 Sea (An)n21 una sucesion de eventos tal que A, D Ani1

para todo n y
(e.9]
A:ﬂ&.
i=1

Entonces
P(A)= lim P(A,).

n—+o00
Demostracién. Sea B, = Af, . Luego (By),>; es una sucesién creciente de

e}
eventos y A° = |J B;. Luego por la propiedad anterior tenemos
i=1

1 — P(A) = P(A°)
= lim P(B,)

n—-+o0o

= lim (1- P(A4,))

n—-+oo

=1— lim P(A4,),

n—-+o00

de donde se obtiene el resultado deseado. O

Definicién 1.3 Se llama limite superior de una sucesion de conjuntos (Ay),~; C

Q al conjunto
o o0
A= ﬂ U An:
k=1n=k
y limite inferior de la sucesion al conjunto

Ademss



Es decir el complemento del limite inferior de la sucesién (Ay,),,~; es el limite
superior de la sucesion (AS),,~ -

Propiedad 1.16 (Caracterizacion de los limites superiores e infe-
riores)

(i) Sea
A% ={w € Q:w estd en infinitos conjuntos Ay }.
Luego A = A>.
(i1) Sea

Ao = {w € Q: w estd en todos los Ay, salvo en un numero finito}.
Luego A = A.
(i) AC A
Demostracién.

(i) Supongamos que w € A entonces para todo k € N se tiene que w €
o0

J A, de manera que w € A. Reciprocamente si w ¢ A entonces w se
n=k
encuentraen a lo sumo un nimero finito de conjuntos A,. Supongamos

que Ay, sea el ultimo en el que estd, es decir si n > ng entonces w ¢ A,
para todo n > ng de manera que

wgéUAn

n=ng+1
y entonces w ¢ A.

(ii) Consideremos la sucesién de los complementos, es decir (AS),,~ . Por

la observacién hecha anteriormente y el punto (i) se tiene que
A= (A7)
= {w € O : w pertence a infinitos Aj }*
= {w € : w no pertenece a infinitos Aj,}
= {w € 2 : w pertenece a lo sumo a un ndmero finito de conjuntos A;, }

= {w € 2 : w pertenece a todos a todos los 4,, salvo un numero finito}
= Awo.

(iii) Se obtiene del hecho de que claramente Ay, C A, O

16



En lo que sigue lim,,_,a, y lim, , a, denotardn respectivamente el
limite superior e inferior de la sucesién a,.

Propiedad 1.17 Dada una sucesion de eventos (Ap),>q , se tiene

(i) P(A) > lm,—ooP (4y).
(i) P(A) <lim, . P (4,).

—n—00

(iii) Se dice que existe el limite de la sucesion (Ay),~, de conjuntos sii
A=A . En tal caso se tiene

P(A) = P(4) = lim P(A,).

n—oo
Demostracién.

(i) Como lo hicimos anteriormente consideremos

- AU
k=1i>k
y escribamos
By =] A
i>k

Entonces la sucesion (By,),~ es decreciente y

A= ﬂBk.

Luego, como para todo ¢ > k se tiene A; C By, podemos escribir

P(B) = sup{P (A1)}

y entonces

1 > 3 < .
Inf{P (By)} = inf igg{P (A}

Luego, como P(By) es decreciente, se tiene
P (4) = lim P(By) = inf {P (By)}
> inf sup{P (4;)} = lim; oo P (A;).
k21 >

(ii) Se deja como ejercicio.
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(iii) De (i) y (ii) tenemos que

P(A) <lim P (A,) <limy 0P (A,) < P (A).

£ = Z2En—o00

Luego si A = 4, resulta P (A) = P (A) y entonces

P(A) =lim, . P (A,) =Tm, .o P (4,) = P (4).

—n—00

Luego P (A) = P (A) = limp—00 P (Ay). O

1.3. o— Algebra generada por una familia de con-
juntos.

En general no se puede tomar como o—élgebra A a P(2) para definir el
espacio de probabilidad. Esto siempre es posible si {2 es a lo sumo numerable.
El siguiente teorema muestra que dada una familia & de subconjuntos de €2,
existe una menor o—algebra que contiene a .

Teorema 1.1 Dado un conjunto ) y una familia & de subconjuntos de €2
, existe una o—dlgebra A* sobre Q tal que (i) I CA* y (ii) Si A es otra
o—dlgebra sobre 2 tal que S CA, entonces A*C A. Se dice entonces que A*
es la o—dlgebra sobre ) generada por .

Demostracion. Denotaremos a la familia de todas las o —élgebras sobre 2 que
contienen a & por R . Entonces

R ={A: Aes una o — dlgebra sobre Q2 y A D 3}.

Claramente R es no vacia, ya que P(2) € R. Definamos ahora

A = (] A

AeR

Primero mostraremos que A* es una o—algebra sobre 2.

Veamos que 2 € A*.En efecto, 2 € A, para toda A € R, luego Q2 € A*.

Sea ahora A € A*, mostraremos que A¢ € A*. En efecto, como A € A,
para toda A € R, se tiene A° € A, para toda A € R. Luego A° € A*.

Sea una sucesién numerable de eventos A1, As, ...., Apn, ... que estdn en
A*. Mostraremos que U°; A; € A*. Dado A € R, se tiene A; € A para todo
i, y luego U, A; € A también. Luego U®; A; € A, para todo A€ R y

entonces
o0
U A; € ﬂ A= A"
i=1 AER

Esto prueba que A* es una o-dlgebra. Por otro lado si A es una o—4élgebra
y A DS, entonces A € R, y esto implica que A* C A. O
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o—algebra de Borel sobre los reales. Si tenemos un espacio de prob-
abilidad cuyo espacio muestral es el conjunto de nimeros reales R, parece
natural que la o—élgebra contenga los conjuntos de la forma (—oo, z].Esto
permitird calcular la probabilidad de que el resultado del experimento aleato-
rio correspondiente sea menor o igual que x. Esto motiva la siguiente defini-
cion.

Definicién 1.4 La o—4&lgebra de Borel sobre R, que denotaremos por B, es
la o—dlgebra sobre R generada por los conjuntos de la forma A, = (—o0, x],
para todo x € R. Un conjunto B € B se denomina boreliano.

Propiedades de los borelianos.

Propiedad 1.18 Todo intervalo (a,b] es un boreliano.

Demostraciéon. Como
(CL, b] = (-OO, b] - (—OO,CL],

por la Propiedad 1.5 (a,b] es un boreliano O

Propiedad 1.19 Dado z € R, {z} € B.

Demostracion. Para esto se observa que para todo n € N

Puesto que

resulta que
o0
{z} =) 1. €B,
n=1
y el resultado se obtiene por las propiedades 1.18 y 1.12. O

De las propiedades 1.18 y 1.19, se deducen inmediatamente las propiedades
1.20-1.22

Propiedad 1.20 (a,b) = (a,b] — {b} € B.
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Propiedad 1.21 [a,b] = {a} U (a,b] € B.
Propiedad 1.22 [a,b) = {a} U (a,b) € B.
Propiedad 1.23 Todo abierto es un boreliano

Demostracién. Sea G C R un abierto. Para todo x € G existe un intervalo
(az,bs) tal que z € (ag,by) C G con ay y by racionales. Por lo tanto G puede
escribirse como la unién numerable de borelianos

G = (ax,b2),

reG

y por lo tanto G € B. O

Propiedad 1.24 Todo cerrado es un boreliano

Demostracion. Sea F' un cerrado. Entonces F© = G es un abierto y por
Propiedad 1.23 se tiene que F°¢ € . Ahora por ser o—édlgebra se obtiene
que

F=(F)eB. O

o—aélgebra de Borel en R"”.

Definicién 1.5 La o—dlgebra de Borel sobre R™ es la o— dlgebra sobre R™
generada por los conjuntos de la forma

A(-T17-7727-~-7$n) = (=00, 1] X (—00,z2] X ... X (—00, Zy],

donde (z1,...,x,) es una n-upla de nimeros reales. Serd denotada por B".

Observacién. De manera andloga al caso de la 0 — dlgebra de Borel sobre R,
se pueden mostrar las propiedades 1.25-1.26 cuyas demostraciones se dejan
como ejercicio.

Propiedad 1.25 Cualquier recténgulo en R™ de la forma

(—al,bl] X (—az,bg] X oo X (—an,bn]

(—a1,b1) X (—az,b2) X -+ X (—ap, by)
[—al,bl) X [—CLQ,bQ) X o X [—an,bn)

es un boreliano.

Propiedad 1.26 Todo abierto y todo cerrado en R™ es un boreliano.
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1.4. Espacios de probabilidad finitos o numerables.

Definicién 1.6 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad con  a lo sumo
numerable. En este caso podemos tomar como A el conjunto de partes de €2
(P(2)). Definimos la funcién de densidad p, asociada a la probabilidad P
por

p:Q—0,1]

de la siguiente manera

p(w) =P {w}).

Propiedades de la funcién de densidad

Propiedad 1.27 La funcion de densidad determina la funcion de probabil-
idad. Para todo A C § se tiene

P(A)=> pw).

weA
Demostracién. Si A C €2 entonces A se puede escribir como la siguiente unién

disjunta
A= J{w},

wEA

donde cada conjunto {w} € A. Luego

P(A)=) PH{w}) =) pw).O

wEA weA

Propiedad 1.28 Si 2 es finito o numerable se cumple que

Zp(w) =1.

weN

Demostracién. En efecto por la Propiedad 1.27

1=P(Q) =) pw).O

wes

Definicién 1.7 Decimos que un espacio finito Q = {wy, ..,w,} es equiprob-
able sii

p(wi) =p(wj), Vi, j.
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Observacién. Un espacio de probabilidad infinito numerable no puede ser
equiprobable. En efecto, supongamos que Q = {wy, wa, ..., wn, ...}, y p(w) = c.
Luego por la Propiedad 1.27 se tendria

=3 plw) =3
=1 =1

lo que es un absurdo puesto que > 7%, ¢ =006 0 segin ¢ > 06 ¢ = 0.

Propiedad 1.29 57 Q2 es un espacio de probabilidad equiprobable entonces,
la probabilidad de cualquier evento A se calcula por

_#A

Pay=15.

donde #A denota el cardinal de A.

Demostracion. Para ver esto supongamos que para todo w € ) se tenga
p (w) = ¢, entonces

1:Zp(w)2202021:c#9,

we weN weN

y luego,

Ademsis

PA) =Y plw) =S e=e S 1= e(pa) = 24

Q
wEA wEA wEA #

Ejemplo 1.7 Hallar la probabilidad de que dado un conjunto de n personas,
dos personas cumplan anos el mismo dia. Se supondrd que todos los anos
tienen 365 dias y que las probabilidades de nacimiento en cualquier fecha
son iguales.

Supongamos que a cada persona se le asigna un nimero entre 1 y ny

sea x; el dfa del cumpleafios de la persona ¢. Luego 1 < z; < 365, y podemos
considerar el siguiente espacio muestral

Q={(x1,22,...,xpn) :x; EN: 1 <x; <365}.

donde N es el conjunto de nimeros naturales.
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En vez de calcular la probabilidad de que dos personas cumplan el mismo
dfa, calculemos la del complemento, es decir la probabilidad de que todas
cumplan anos en dfas distintos

A ={(z1, 22, ..., xn) 1 1 <a; <365, x; #x; Vi#j}.

Se tiene
#Q = 365"
Adems4s
sAc — <365> nl.
n

La importancia de la combinatoria se ve en este punto; es necesario
contar con principios de enumeracién. En este caso, primero seleccionamos
los n dias distintos entre los 365 dfas posibles y luego por cada muestra se
obtienen n! formas distintas de distribuirlos entre n personas.

Las probabilidades que se obtienen usando estd formula pueden con-
tradecir la intuicién. Por ejemplo, si n = 20, P(A) ~ 041, si n = 30,
P(A)~0,76 y si n =40, P(A) ~ 0,89.

1.5. Probabilidad condicional.

Sea (€,.A, P) un espacio de probabilidad, y consideremos dos eventos
A, B € A, y supongamos que P (B) # 0.

Queremos estudiar como cambia la probabilidad de ocurrencia de A
cuando se conoce que otro evento B ha ocurrido. En este caso habra que re-
definir el espacio muestral considerando solamente los elementos de B como
posibles resultados.

Por ejemplo, consideremos el experimento de “tirar un dado” y pregunté-
mosnos acerca de la probabilidad de que salga un seis, sabiendo que el dado
escogido es un nimero par. En este caso la probabilidad no es 1/6, puesto
que tenemos la certeza de que el resultado estd en el conjunto {2, 4,6} Como
cada uno de estos tres resultados tienen idéntica probabilidad, como se ver4,
la probabilidad de obtener el 6 sabiendo que el resultado es par sera 1/3.

Vamos a tratar de determinar cual debe ser la probabilidad de un evento
A condicional a que se conoce que B ha ocurrido, utilizando interpretacion
heuristica de la probabilidad como limite de la frecuencia con la cual un even-
to ocurre. Para esto supongamos que se han hecho n repeticiones independientes
del experimento y denotemos con

np : el nimero de veces en el que ocurre el resultado B,
nang : el nimero de veces en el que ocurre el resultado AN B.
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Heuristicamente la probabilidad condicional de A dado B,sera el limite
de la frecuencia con la cual A ocurre en los experimentos donde B ocurre,

es decir el limite de
nNANB

np
Luego, la “probabilidad de que ocurra A condicional B” serd

naAn , naAn
1t NANB lim An = B lim;, oo An = . P (A N B)
n—oo Mp n—00 %? thkﬂa)%? ])(Eﬂ

Esto justifica la siguiente definicién.

Definicién 1.8 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad A, B € A tal que
P (B) > 0. Se define la probabilidad condicional de A dado B por

P(ANB)

P(AIB) = =5 5

El siguiente teorema muestra que para cada B fijo, P(.|B) es una funcién
de probabilidad.

Teorema 1.2 Fijado el evento B € , tal que P(B) > 0, definamos P
A — [0, 1] por N
P(A) = P(A|B)

para todo A € A . Luego P es una probabilidad.

Demostracién.

0
P@) = POIB) = Tl = T 1

(ii) Sea (An),>1, una sucesién de eventos disjuntos dos a dos, es decir si
i # j, entonces A; N A; = (). Luego

(30) () L

P(B)
(o)

_ 2am P(AnN B)

P(B) a P (B)
— Z% — Y P(AB) =Y P(4,).0
n=1 n=1 n=1
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1.6. Independencia de eventos.

Definicién 1.9 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y consideremos
A, B e A. Se dice que A y B son independientes si

P(ANB) =P (A)P(B).

Propiedad 1.30 (i) Si P(B) > 0, entonces A y B son independientes si
y sdlo si P(A|B) = P(A).

(i1) Si P(B) =0, dado cualquier A € A se tiene que A y B son indepen-
dientes.

Demostracion. La demostracién es inmediata. O
La propiedad de independencia se generaliza para un nuimero finito de
eventos.

Definicién 1.10 Se dice que los eventos Ay, ..., A, son independientes sii
para cualquier sucesion de subindices (iy,...ip),h < k, con i, # is sirT # s
se tiene que
h h
P4, | =]]P @A)
j=1 1

Observaciones.

1. Para que tres eventos Ay, A y Ag sean independientes se deben cumplir
las siguientes igualdades

P (A1 N Ay) = P (Ay) P (Ay)
P (A1 N As) = P (Ay) P (A43)
P (A2N As) = P (A3) P (A3)
P (A1 N Ay A3) = P (A1) P (Ag) P (As)

2. No alcanza la independencia tomados de a dos. Como ejemplo tomemos
Q = {w1,ws,ws,ws} espacio de probabilidad equiprobable, es decir
P ({w;}) = 1. Entonces los conjuntos

Ay = {wi, w2}
Ay = {wi,ws}
As = {wa, w3}
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son independientes tomados de a dos pero no en forma conjunta. Mds
precisamente, se cumple que

Vj . P (AJ) = =
A;iNAj = {wy} para algin k

y luego
1
P(Az N AJ) = Z =

Pero
AiNAN A3 =@,

y por lo tanto

OzP(AlﬁAgﬂAg)#P(Al)P(Ag)P(Ag):%.

Teorema 1.3 Ay, ..., Ap son eventos independientes si y sélo si para cualquier
sucesion (i1, ...ip), h < k, con i, #is sir # s y tal que

h
P ﬂ Ai]' > 0,
j=2

se tiene que

h
P4y |45 | =P(A). (1.1)
j=2

Demostracion. Supongamos primero que A1, ..., A son independientes y demostraremos
que se cumple (1.1). Sean A;, A,,..., A;, tales que i, # iz sirT # sy

P (ﬂ;-lzz A; j) > 0. Entonces

h b A h y
(e, ) - Aat) _Bari) .,
=2 (f}:g%) [T=2 P (43))

Supongamos ahora que Aj, ..., Ay son eventos que satisfacen la propiedad
del enunciado. Queremos probar que entonces son independientes, es decir
que

p ﬁAij =[P 4). (1.2)



Lo probaremos por induccién sobre h. Comenzaremos con h = 2. Dados 4;,
y A;, con iy # i9, puede suceder que (a) P(A;,) =0 o que (b) P(4;,) > 0.
En el caso (a) se tiene que como A;; N A;, C A,,, resulta P(A4;, N4;,) =0
y luego

P(Ai, 1 Ai) = P(A3) P(A3,) (1.3)
En el caso (b) como vale (1.1) se tiene
P(A;; NA;)

P(Ai1|Ai2) = P(Aiz)

= P(Ai1)

y luego también vale
P(A;, NA;,) = 0= P(A;,)P(Ay,).

Esto muestra que (1.2) vale para h = 2.
Supongamos ahora que (1.2) vale para h y probemos que también vale

para h+1. Elegimos A;;, Aj,, ..., A;),, Aqy,,, eventos. Consideramos dos casos

(a) Supongamos que P (ﬂ;ﬁ% Aij> = 0. En tal caso por la suposicién que
(1.2) vale para h conjuntos se tiene que

h+1 h+1

0=P (4| =]]P4).
j=2 j=2

Luego
h+1

117 4;) =0 (1.4)
j=1
y €Omo ﬂ?iil A;, C ﬂ?i;‘ A, se tendrd que

h+1
Pl (4| =0 (1.5)
j=1

De (1.4) y (1.5) obtenemos que

h+1 h+1

Pl (A, | =]]PA).
j=1 j=1

(b) Supongamos ahora que P <ﬂ?221 Aij) > 0. Entonces como estamos

suponiendo que (1.1) vale se tiene



y luego

Equivalentemente

h+1 h+1
P4, | =PA)P| (4]
j=1 j=2

y como por la hipéteisis inductiva (1.2) vale para h, se deduce

h+1 h+1 h+1

Pl (A, | =PA)][PA) =]]P ). O

Definicién 1.11 Sea I un conjunto finito o numerable, una sucesion { A; }icr
se dice una particién de € sii

1.
Jai=9
i€l
2. Sii#j entonces
<Aiﬁ44j::@

Teorema 1.4 (Teorema de la Probabilidad Total) Sea (2, A, P) un es-
pacio de probabilidad, { Ay }ner C A una particion de Q con P(A;) > 0, para
todoi €I y B € A tal que P(B) > 0. Entonces

P(B) =) P(A)P(B|A))
i€l
Demostracion. Como B se puede escribir como la siguiente unién disjunta
B=|J(BnA),
i€l

entonces como P(B|A;) = P(BNA;)/P(A;), se tiene P(BNA;) = P(A;)P(B|A;)
y por lo tanto
P(B)=)_ P(A)P(B|A). O

el
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Teorema 1.5 (Bayes) Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad y {A; }1<i<k C
A una particion de Q con P(A;) >0,1<1i<k. Sea B€ A con P(B) > 0.
Supongamos conocidas a priori las probabilidades P (B|A;) y P (A;) para
todo 1. Entonces

P (A;) P(B|A)

P (A;|B) = Zg?zlp(Aj)P(B’Aj).

Demostracion. Usando el teorema de la probabilidad total teniendo en cuenta
que {A;}i<j<i es una particién y aplicando la definicién de probabilidad
condicional y el Teorema 1.4 se obtiene

P(B)
P PB4
>i1 P(A)) P(Bl4;)

P (Ai|B) =

Ejemplo de aplicacién del Teorema de Bayes.

Consideremos un test que detecta pacientes enfermos de un tipo especi-
fico de enfermedad. La deteccién corresponde a que el test de positivo. El
resultado de un test negativo se interpreta como no deteccién de enfermedad.

Sea

Aj : el evento “el paciente seleccionado no tiene la enferemedad”

Ay : el evento “el paciente seleccionado tiene la enfermedad ”

Entonces { A1, A2} constituye una particién del espacio de probabilidad

Consideremos ademds

T, : el evento “el test da positivo”

T_ : el evento “el test da negativo”

Supongamos conocidas las probabilidades de ser sano o enfermo antes
de hacer el test (probabilidades apriori).

P (A1) =0,99; P(A2) =0,01.
Ademas supongamos que
P(Ty|A1) =0,01; P(T4|A2)=0,99.
Observemos que para un test perfecto se pediria
P (Ty[A) =0; P(T4]A2) = 1.

Es decir, estamos suponiendo que el test no es perfecto.

Calculemos la probabilidad de que dado que el test detecta enfermedad
el paciente sea efectivamente enfermo (esta probabilidad se denomina prob-
abilidad a posteriori). De acuerdo al Teorema de Bayes se tiene
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P (Ag) P (T4 |A2)
P (A1) P (T4 | A1) + P (A2) P (T4 |A2)

P(A2‘T+) = = 075

P(AITy) = 1 - P (A|T}) = 05

La conclusion es que si el test da positivo, no hay una evidencia fuerte
de que el paciente esté enfermo o sano ya que ambas probabilidades condi-
cionales son iguales a 0.50. Luego un test como el descripto no es titil para
detectar la enfermedad.

Si logramos tener

P (Ty|Ay) = 0,001; P (T4|As) = 0,999

la situacién cambia; en tal caso resulta P (A2|T) = 0,91, que es més acept-
able que la anterior.
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Capitulo 2

Variable Aleatoria.

2.1.

Concepto de variable aleatoria.

En muchos casos interesa conocer solamente alguna caracterfstica numéri-

ca del resultado del experimento aleatorio. Demos dos ejemplos:

1.

El experimento consiste en tirar dos dados y los posibles resultados
son Q@ ={ (z,y) :x € Is,y € Is } donde Iy = {1,2,...,k} y para cada
resultado (z,y) interesa solo la suma de los dados x + y.

El experimento consiste en un tiro al blanco y el conjunto de los
resultados es Q@ = { (z,y) : ® € R, y € R}, x e y son la abcisa y
ordenada del punto donde pego el tiré tomando origen (0,0) el punto
correspondiente al blanco. En este ejemplo solo interesa la distancia
al blanco, es decir (z2 + y?)/2

Definicién 2.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleato-
ria es una funcion X : ® — R tal que para todo x € R

X ((—o0,2)) € A (2.1)

Observaciones.

1.

La condicion (2.1) permite calcular

P({w: X(w) < z}) = P(X " ((—o00,))).
El concepto de variable aleatoria es esencialmente el mismo que el
de funcién medible en teoria de la medida. Si (€2, .4, ) es un espacio

de medida f : A — R se dice medible sii para todo x vale que

FH(=00,2]) € A.
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3. Si A es el conjunto de partes de €2, como es usual cuando € es finito
o numerable, la condicién (2.1) se cumple trivialmente.

Teorema 2.1 Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabili-
dad (2, A, P). Entonces vale que X' (B) € A para todo B € B. (B es el
conjunto de borelianos en R).

Demostracién. Como por definicién X 1 ((—o0, z]) € A, basta con verificar
que
dP={ACR: X 1(A) e A

es una o—algebra. Si esto es cierto se tendrd que B C &, puesto que la
o—élgebra de Borel es la més chica que contiene a las semirectas. Veamos
que esto es cierto.

(a) R € ® pues
X 1TR)y=0Q¢c A

(b) Si A € @, entonces A° € ®. Como X ! (A) € A, se tendrd que
XA =[x (A € A

(c) Sea {A,}nen C ®. Luego X! (A,,) € A para todo n y como A es un
o—algebra se tendrd que

UJx ') eAa
neN
Luego

X! (U An> =Jx ') eA

neN neN

(a), (b) y (c) prueban que ® es una o-édlgebra. O

2.2. Espacio de probabilidad asociado a una vari-
able aleatoria.

Sea un espacio de probabilidad (2,4, P) y sea X : 2 — R una variable
aleatoria. Asociada a esta variable podemos definir un nuevo espacio de
probabilidad (R, B, Px) donde para todo B € B se define

Px (B)=P (X' (B)).
Obsérvese que P (X_l (B)) estd definido ya que X1 (B) estd en A.

Vamos a mostrar que Py es efectivamente una probabilidad. La funcién Px
se denomina probabilidad inducida por X o distribucion de X.
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Si a uno le interesa sélo el resultado de la variable aleatoria, esto permite
trabajar en un espacio de probabilidad donde el espacio muestral es R y la

o—4&lgebra es B, la c—4&lgebra de Borel.

Teorema 2.2 Px es efectivamente una funcion de probabilidad.

Demostracion.

(a)

(b) Si{B;}ien C B es una sucesioén disjunta dos a dos, entonces { X 1 (B;)}

también lo es. Luego

re(Us) e (e (Un)) = (o)

=Y P(x'(B)) =) Px((B)).D

€N €N

Definiremos el concepto de funciéon medible

Definicién 2.2 Una funcion g : R — R, se dice medible Borel sii para todo

rzeR
g1 ((—o0,z]) € B.

Observaciones.

1. Trabajaremos en este curso con funciones medibles Borel, de man-
era que a veces nos referiremos a ellas simplemente con el nombre de

medibles.

2. SiB € Bresultard g~! (B) € B. Este resultado se demuestra como el

andlogo para variables aleatorias.

3. Considerando un espacio de probabilidad con @ = Ry A = B es
inmediato que g es medible Borel es equivalente a que g es una variable

aleatoria.

Ejercicio. Demostrar los siguientes resultados:

Propiedad 2.1 Sig:R — R es continua entonces g es medible.
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Propiedad 2.2 Sig: R — R es mondtona entonces g es medible.
Propiedad 2.3 Si B es boreliano, su funcién caracteristica Ip es medible.

Propiedad 2.4 Sea {fn}n>1 es una sucesion de funciones medibles. En-
tonces

(i) Las siguientes funciones son medibles
(@)= inf (/2 @),
f(z) = sup{fn (z)}.

neN

1. También son medibles

En particular si existe el limite puntual

f(z)= lm f,(z)

n—oo

= lim
= lim

es medible.
El siguiente teorema muestra que la composicién de una variable aleato-
ria con una funcién medible es una variable aleatoria.

Teorema 2.3 Sig: R — R es medible y X : Q@ — R es una variable aleato-
ria, entonces g (X): Q — R es también una variable aleatoria.

Demostracion. Basta con observar que dado B € B
g (X)) (B)=X"" (g7 (B))
Como C = g~ !(B) € B, resulta que también X! (¢~ (B)) e B. O

Como consecuencia de este teorema si g es continua y X es una variable
aleatoria resulta que g(X) tambien una variable aleatoria. Por ejemplo si X
es una variable aleatoria, entonces seno(X), coseno(X), a*X, con a constante
son variables aleatorias.

Teorema 2.4 Si X,Y son variables aleatorias entonces

(i) X +Y , XY son variables aleatorias.
(i1) Si P(Y #0) =1 entonces X/Y es una variable aleatoria.

Demostracién. Las demostraciones de (i) y (ii) se verdan mds adelante.
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2.3. Funcion de distribucién de una variable aleato-
ria.

Definicién 2.3 Sea X una variable aleatoria. Se define la funcién de dis-
tribucién asociada a X como la funcion Fx : R — [0, 1] dada por

Fx (z) = Px ((—00,2]) = P (X ((—00,1])) .

Observacién. Como veremos, la importancia de Fx es que caracteriza la
distribucién de X. Es decir Fx determina el valor de Px(B) para todo
BeB

Propiedades de la funcién de distribucién.
Las cuatro propiedades que probaremos en el Teorema 2.5 van a carac-
terizar a las funciones de distribucién.

Teorema 2.5 Sea X wuna variable aleatoria sobre (2, A, P) y sea Fx su
funcion de distribucion. Entonces se tiene

1. Fx es mondtona no decreciente, es decir x1 < xo implica Fx (z1) <
FX (xg) .

2. limy oo Fx (z) = 1.
3. limy o Fx (z) = 0.
4. Fx es continua a derecha en todo punto de R.

Demostracién.

1. Siz < 2’ entonces
(—00,x] C (—o00,2'],

y por lo tanto

Fx (z) = P((—o00,z]) < P ((—00,2']) = Fx (a') .

2.  En primer lugar veamos que

lim Fx (n)=1.

n—oo

Consideremos la sucesién mondétona creciente de conjuntos

Ay, = (—oo,n], n € N.

UAn:]R.

neN

Entonces
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Luego de acuerdo con la propiedad para sucesiones crecientes de even-
tos

lim Fy (n) = lim Px (A,) = Px (U An> = Px (R) = 1.

n—oo n—oo
neN

Ahora veamos que efectivamente lim,, o, Fx (x) = 1, esto es para todo
e > 0 existe zg > 0 tal que si z > zg entonces se cumple |Fx (z) —1| <
€. O equivalentemente

l—e<Fx(z)<l+e.

Por 0 < Fx(x) < 1, se cumple que para cualquier ¢ > 0, Fx (z) <
€+ 1. Por lo tanto sélo tenemos que mostrar que existe xg > 0 tal que
si x > xg entonces se cumple

1-e< Fyx ($) .
Sabemos que dado ¢ > 0 existe un ng € N tal que si n > ng entonces
1—e< Fx(n).

Tomando zg = ng y teniendo en cuenta la monotonia de F'x, se tendra
que si x > xg entonces

1—€<Fx(n0)§Fx($).

Se demuestra de manera similar a (2). En primer lugar se prueba que

lim Fx (—n) = 0.

n—oo
Luego se considera la sucesién monétona decreciente que converge a ()
Ay = (=00, —n],
y se obtiene
lim Px (4,) =0.
n—oo

Luego se procede como en (2).

Queremos ver que Fx es continua a derecha en cualquier punto zg € R.
Es decir, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si

O0<z—20<$9

entonces
Fx (.x(]) —e < Fx (:1:) < Fx ($0)+8.
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La primer inecuacién es vdlida siempre ya que como xg < x entonces
Fx (xz9) —e < Fx (z9) < Fx (x). Basta entonces probar que Fy (z) <
Fx (x¢) + €. Consideremos la sucesién decreciente de conjuntos

A, = <—oo,x0 + l}
n

que satisface

ﬂ Ay, = (—o0, z9).

neN

Entonces

, 1 . _
Jim Fy (xo + E) = lim Py (An) = Px (ﬂ An)

neN
= Py ((—00,z0]) = Fx (z0)

Luego existe ng € N tal que si n > ng entonces
1
Fx zo+ < Fx (xo) + ¢

Si tomamos § < 1/ng, entonces para todo z tal que 0 < x — xg < § se
tendrd

1
Fx (3:‘) < Fx ($0+5) < Fx (:Eo—Fn—) < Fx ($0)+5-D
0

Dada una funcién g : R — R, denotemos por lim,_,,,— g(z) el limite de

g(z) cuando z tiende a xg por la izquierda. Entonces tenemos la siguiente
propiedad de la funcién de distribucién.

Propiedad 2.5 Para todo xg € R se tiene que

lim Fx () = Fx (z0) — Px ({zo}) .

T—To—

Demostracion. Sea a = Fx (zg) — Px ({zo}) . Tenemos que mostrar que dado
€ > 0 existe § > 0 tal que si 29 — 0 < = < x, entonces

a—ec< Fx(z)<a+e. (2.2)

Tenemos que

a = Px((—00,z0]) — Px ({zo}) = Px((—00,20)).
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Como zg — ¢ < = < ¢ implica que (—oo,z] C (—00,xp), se tendrd que
Fx(z) = Px((—00,2]) < Px((—00,20)) = a.
Luego, para probar (2.2) bastard probar que zg — § < x < xp implica
a—¢e < Fx(z). (2.3)

Como la sucesién de intervalos A, = (—o00,z9 — 1/n] es creciente y

U A, = (=00, x9),

neN

se tendrd

lim FX ($0 — 1/n) = lim PX (An) = PX ((—oo,a:o))

n—oo

= Q.

Luego existe ng tal que Fx(xg — 1/ng) > a —e. Sea § = 1/ng y tomemos
To — 0 < x < xg. Por la monotonia de F'x se tendra

a— €& S Fx(xo — 1/77,0) = Fx($0 — 5) S Fx($),
y por lo tanto (2.3) se cumple. Esto prueba la Propiedad 2.5. O
Propiedad 2.6 Fx es continua a izquierda en xq si y solo si Px ({xo}) = 0.

Demostracion. El resultado es inmediato a partir de la Propiedad 2.5. O
Demostracion.

Teorema 2.6 Sea Fx la funcion de distribucion de una v.a X. Entonces el
conjunto de puntos de discontinuidad de Fx es a lo sumo numerable.

Demostracion. De acuerdo a la Propiedad 2.6, el conjunto de puntos de dis-
continuidad estd dado por

A={z: Px({z}) > 0}.

Para todo k € N sea
1
A = {:L‘ : Px({$}) > %} .
Entonces es fécil mostrar que
U 4= A
k=1
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Luego para demostrar el teorema bastard probar que para k € N se tiene
que #A; < oo. En efecto, supongamos que para algiin kg existen infinitos
puntos {x, },>1 tal que para todo n € N se cumpla

Entonces si

se tendrd

lo que es un absurdo. O

Veremos ahora que toda funcién con las cuatro propiedades del Teorema
2.5 es una funcién de distribucion para cierta variable aleatoria X (no tnica).
Para eso se requiere el siguiente teorema que daremos sin demostracion.

Teorema 2.7 (de Extensién) Sea F' : R — [0,1] una funcion con las
cuatro propiedades del Teorema 2.5 . Luego existe una tinica probabilidad P
sobre (R, B) tal que para todo = € R se tiene

P ((—o0,z]) = F (x).

Este Teorema no se demostrard en este curso ya que requiere teorfa de
la medida. La la probabilidad P se denomina extensién de la funcién F.
Veremos ahora algunas consecuencias del Teorema de Extensién.

Corolario 2.1 Si X y X* son variables aleatorias tales que Fx = Fx=«.
Entonces para todo B € B se tendrd

Px (B) = Px+ (B).

Demostracién. Es consecuencia de la unicidad del teorema de extensién. O

Corolario 2.2 Si F satisface las cuatro propiedades del Teorema 2.5 , en-
tonces existe una variable aleatoria X (no necesariamente tnica) tal que
F =Fx.

Demostracion. De acuerdo al teorema de extension se puede definir un espacio
de probabilidad (R, B, P) de forma tal que para todo =z € R

F(xz)=P((—o0,z]).

Ahora consideramos la funcién identidad X : R — R definida como X (z) =
x para todo x € R. Entonces se cumple que

Fx (z) = Px ((—00,2]) = P(X~}((~00,2])) = P((~00,2]) = F (z). O
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Capitulo 3

Variables aleatorias
discretas y continuas.

Existen varios tipos de variables aleatorias. En este curso sélo estudiare-
mos con detalle las discretas y las (absolutamente) continuas.
3.1. Variables aleatorias discretas.

Definicién 3.1 Se dice que una v.a. X es discreta sii existe A C R finito
o numerable tal que Px (A) = 1.

Observacién. Ese conjunto A no tiene porque ser unico. Si se le agrega
un conjunto finito o numerable de probabilidad cero, seguird teniendo esta
propiedad. A continuacién vamos a encontrar el conjunto mé&s chico que
tiene esta propiedad.

Definicién 3.2 Sea X wuna variable aleatoria discreta. Se define el rango
de X como el conjunto de los puntos de discontinuidad de la funcién de
distribucion, es decir por

Rx ={x € R: Px({z}) > 0}.

Teorema 3.1 Sea X una variable aleatoria discreta. Luego (i) Px(Rx) =
1,(ii) Si Px(A) =1, entonces Rx C A.

Demostracion.

(i) Sea A un conjunto a lo sumo numerable tal que Px(A) = 1. Luego A
se puede escribir como la siguiente unién disjunta

A= (ANRyx)U(A— Ry).
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Entonces

1= Px (A)
~ Py (AN Rx) U (A~ Ry))
=Px(ANRx)+ Px(A—Rx). (3.1)

Luego basta probar que
Px (A—Rx)=0. (3.2)

El conjunto A — Rx es finito o infinito numerable. Adem4&s para todo
x € A — Rx se tiene que Px ({z}) = 0. Luego, como

A-Rx= |J {=},
r€A—Rx
resulta que

Px(A-Rx)= Y Px({z})=0.
z€Px(A—Rx)

Luego hemos demostrado (3.2). Luego por (3.1) se tiene Px (AN Rx) =
1, y luego también P(Rx) = 1.

Sea un conjunto A numerable tal que Pyx(A) = 1. Supongamos que
exista zg € Ry tal que zg ¢ A entonces consideramos A = AU{xg} y
se obtiene que

Px(A) = Px(A) + Px({xo}) > Px(A) =1,

lo cual es un absurdo. O

La importancia de Rx reside en el hecho de que para calcular la proba-
bilidad de un evento B solo interesan los puntos de B que estén en Ryx. En
este sentido se dice que la probabilidad se concentra en Rx.

Teorema 3.2 Para todo B € B se tiene

Px (B) = Px (Rx N B).

Demostracion. Podemos escribir a B como la siguiente unién disjunta

B=(RxNB)U(B - Rx), (3.3)

y tomando probabilidad en ambos miembros se obtiene

Px (B) = Px (Rx N B) + Px (B — Rx).
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Pero
B—Rx C (Rx)c,

de manera que

Px (B — Ry) < Px((Rx)°) = 0.
Luego Px (B — Rx) = 0y el teorema resulta de (3.3). O

Definicién 3.3 Sea X una variable aleatoria discreta. Se define la funcién
de densidad de probabilidad asociada a la variable X como la funcion

pX’ﬂR_%[OaH

tal que

px (z) = Px ({z}).
También px se suele llamar funcién de probabilidad puntual de X o funcién
de frecuencia de X.

Observacion. La funcién de densidad satisface px (x) > 0 sii « € Rx y
determina totalmente la probabilidad Px.
Para ver esto probaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Si B € B entonces

Px(B)= > px(z).

r€EBNRx

Demostracion. BN Ry se puede escribir como la siguiente unién disjunta

BnRx= |J {=}.

r€EBNRx

Como B N Rx es finito o numerable se tiene

Px(B)=Px(RxNB)= Y  px(x) O
r€EBNRx

3.2. Ejemplos de distribuciones discretas.

3.2.1. Distribucién Binomial.

Supongamos que se repite n veces un experimento que puede dar lugar a
dos resultados: éxito o fracaso. Supongamos que todos los experimentos son
independientes y tienen la misma probabilidad de éxito 6. Sea X la variable
aleatoria definida como el nimero total de éxitos. La distribucién de esta
variable se denomina binomial con n repeticiones y probabilidad de éxito 6.
La denotaremos con Bi (6,n).
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Para formalizar este experimento aleatorio tomaremos como espacio mues-
tral
Q= {(w1,wa, ...,wp) : w; € {0,1}},
donde w; = 1 indicard que el i-ésimo experimento resulté éxito y w; = 0 que
fue fracaso. Como 2 es finito podemos tomar como o—4&lgebra A el conjunto
de partes de Q.
La variable X se puede definir por

X (w1,w2y .eoywn)) = Zwi.
i=1

El rango de esta variable es Ry = {0,1,...,n}. Obtendremos seguida-
mente su funcién de densidad. Sea 0 < x < n, el evento {X = z} esta dado
por

Ay = {(w1,way..cywp) € Q: Zwi =z}
=1

En primer lugar determinaremos la cantidad de elementos del conjunto
A,. Claramente un elemento de A, queda determinado por los x lugares
entre los n posibles donde aparecen los unos. De manera que

#(Ay) = <Z>

Obsérvese que el espacio muestral no es equiprobable, por lo que la prob-
abilidad no se determina con el esquema “casos favorables / casos igualmente
posibles”.

Sea w el resultado de un experimento cualquiera. Si w = 0 entonces
P(w) =1—6ysiw =1 entonces P(w) = . Esto puede escribirse de
manera més compacta de la siguiente manera

P(w)=60“(1—-0)"".
En primer lugar calculemos la probabilidad de un elemento arbitrario
del espacio muestral. Teniendo en cuenta la independencia de los resultados

de los distintos experimentos y que la ocurrencia de (w1, ws, ..., wy) involucra
una intersecciéon de eventos se tiene que

P ((w1,wa,...,wp)) =P (ﬂ{en el experimento i el resultado es w,})

i=1
n
=[P )
=1
= ﬁewi (1—-0)
=1
i wi n— i wi



Ahora si w = (w1, ws, ...,wpn) € Ay entonces Y w; = y queda que la
probabilidad de ocurrencia de cualquier elemento w de A, es

px (W) = px (w1, w2, ...ywy)) =07 (1 —0)"°

En definitiva como A, se puede escribir como la siguiente unién disjunta

Az = U {w}

wEA,

entonces

px(w) =P ({w: X(w) =z})
= P(A)

=Y P({uh=

OJEAI

= #(A.) 07 (1 - 0)"""

- (Z) 0T (1—6)"".

3.2.2. Distribucién Binomial Negativa (o Distribucién de Pas-
cal).

Consideremos, como en el caso de la distribucién binomial, un exper-
imento aleatorio cuyo resultado es éxito con probabilidad 6 y fracaso con
probabilidad 1—6. Supongamos que se hacen repeticiones independientes del
experimento hasta que ocurran k éxitos. Los pardmetros de esta distribu-
cién son 0 : “probabilidad de éxito” y k : “el nimero de éxitos buscado”.
Llamaremos X a la variable aleatoria definida como el nimero de experi-
mentos que hay que realizar para obtener los k éxitos. La distribucién de
esta variable se denomina binomial negativa o de Pascal y se la denotard
con BN(0, k). El rango de X es

Rx ={meN: m>k}

el cual es infinito numerable.
Consideremos la sucesién variables aleatorias independientes Z; , i € N
definidas por

7 _ 1 si el i-ésimo experimento es éxito
! 0 si el i-ésimo experimento es fracaso,

y definimos las variables
i
j=1
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Claramente Y; cuenta la cantidad de éxitos que se alcanzaron en los primeros
i experimentos. Luego su distribucién es Bi(0,1).

El evento {X = z}, o sea el evento definido como “la cantidad de expe-
rimentos necesarios para alcanzar k éxitos es x”, puede escribirse como una
interseccién de dos eventos

{X=z}={You1=k—-1}n{Z; =1}.
Los dos eventos del lado derecho de la tltima ecuacién son independien-

tes. Luego, usando el hecho que Y,_; tiene distribucién Bi(#, z — 1) resulta
para x > k.

_ <i - i) 6" (1— 0)" " (3.4)

3.2.3. Distribucion Geomeétrica.

Se llama distribucién geomética a la BN(0, k), con k = 1. Luego es la
distribucién de la variable aleatoria. X definida como “el nimero de expe-
rimentos necesarios para alcanzar el primer éxito”. A esta distribucién la
denotarenos como G(0).

El rango de los valores posibles para la v.a. X es

Rx ={1,2,...,n,...}.
Reemplazando k =1 en (3.4) se obtiene

px (z) = (m g 1)9(1 —0)*"t=01—-0)"".

Podemos verificar que

> opx(e) =3 010" =03 (1)
r=1 r=1 =1
00 ; 1

:9j=0(1_9) _01—(1—9) =1
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3.2.4. Distribucién Hipergeométrica.

Consideremos una urna que contiene N bolillas de las cuales D son
negras y N — D blancas. Se extraen secuencialmente (una a una) n bolillas
y se define la variable X como el nimero total de bolilas negras extraidas.
Si cada bolilla obtenida es repuesta en la urna antes de obtener la siguiente,
el resultado de cada extraccién es independiente de las anteriores, ya que
esos resultados no modifican la composicién de la urna. Luego en este caso
X tendra distribucién Bi(6,n) con § = D/N, ya que este numero es la
probabilidad de sacar cada vez una bolilla negra.

Si después de cada extraccién la bolilla obtenida no se repone, no hay
independencia en los resultados de las extracciones y la distribucién de X
se denomina hipergeométrica. La denotaremos por H(N, D, n).

Estudiemos el rango de esta distribucién. Por un lado podemos obser-
var que X no puede ser un nimero negativo, ni tampoco mayor que n, la
cantidad total de bolillas extraidas. Por lo tanto:

0<X <n. (3.5)
Por otro lado, claramente a lo sumo se pueden extraer D negras, y luego
X <D. (3.6)

Adems4s el nimero de total de bolillas blancas extraidas debe ser menor que
N — D. Por lo tanto también tenemos

n—X<N-D. (3.7)
En definitiva de (3.5), (3.6) y (3.7) obtenemos
Rx ={z € N :max(0,n — N+ D) <z <min(n,D)}.

Podemos pensar que las D bolillas negras estdn numeradas de 1 a D, y
las blancas de D + 1 a N. Luego si denotamos

In={z e N:1<z <N},

el resultado de extraer n bolillas serd un subconjunto de I con cardinal n.
Luego, podemos tomar como espacio muestral

Q={ACIy:#A=n}

Como todos estos subconjuntos tienen la misma probabilidad de ser ex-
traidos, estaremos en un caso de resultados equiprobables. El cardinal de €2

) ()
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El evento {X = x} corresponderd a aquellos subconjuntos A que con-
tienen x bolillas negras y n— x blancas. Para obtener el cardinal de {X = z}
procedamos de la siguiente manera. Primero consideremos el nimero de sub-
conjuntos de x bolas negras elegidas entre las D posibles. Este nimero es

D
. )
Para cada uno de estos subconjuntos de = bolas negras hay
N-D
n—x

formas de elegir las restantes n — x blancas. Luego

sc-a-()22):

x4 (0D
T

n

y por lo tanto

px (@)

Ejercicio.
Sea n € N fijo y consideremos una sucesién de distribuciones hiperge-
ométricas H (N, Dy,n), N € N tales que
Dy

lim — =46.
N—oo

Entonces si p]HV es la densidad de probabilidad de una distribucién H (N, Dy, n)
y pP la de una Bi(6,n), se tiene

Jimpyy (z) =p” (2).

Es decir para N suficientemente grande la distribucion H (N, Dy, n) se
puede aproximar por la distribucién Bi(6,n) . Heuristicamente, este resulta-
do puede interpretarse como que debido a que n es pequeno con respecto a
N, la reposicién o no de las bolillas extraidas no cambia substancialmente
la, composicién de la urna.

3.2.5. Distribucion de Poisson.

La distribucién de Poisson se presenta cuando se considera el nimero
de veces que ocuurre cierto evento en un intervalo determinado de tiempo.
Por ejemplo

(a) El nimero de clientes que entran en un determinado banco durante
un dfa.
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(b) El nimero de accidentes automovilisticos que ocurren en la ciudad de
Buenos Aires por mes.

(c¢) El mimero total de llamadas telefénicas que llegan a una central teféni-
ca entre las 15 hs. y 16 hs. de los dias hédbiles.

Para que las distribuciones de estas variables sean de Poisson, se requiere
un conjunto de supuestos que trataremos con mayor detalle mds adelante
(ver el capitulo 12).

Por ahora sélo indicamos su funcién de densidad. Para cada A > 0, se
define la distribucién de Poisson con pardmetro A que simbolizaremos por
P(A) por la siguiente densidad de probabilidad

AT
px (z) =e Ag para x € N>,

donde N>q es el conjunto de enteros no negativos.
Es claro que

= = —A)‘m - o A A\ 0
ZPX(JU):Ze g:e Zg:e e =e =1
x=0 =0 =0

3.2.6. Grafico de la funcién de distribucién asociada a una
variable aleatoria discreta.

Supongamos que el rango de X sea finito Rx = {1, ...,z yx1 < -+ <
z,. En tal caso la funcién de distribucién Fx es una funcién no decreciente
escalonada, en los puntos de probabilidad positiva, z;, 0 < j < n.

Sea

i
cizz:px(:nj); 1<i<n.
j=1
Luego se tendra
0 si ze€(—o0,z1)

Fy(z){ ¢ st z€z,aip), 1<i<n-—1
1 si z€ [z, 00).

Ejercicio. Graficar la F'x para una Bi(1/4,10).

3.3. Variables aleatorias absolutamente continuas.

Definicién 3.4 Se dice que una variable aleatoria X es continua sii F'x es
continua para todo x € R.
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Observacién. Esto es equivalente a pedir que “la probabilidad en todo
punto es cero.”

Definicién 3.5 Se dice que Fx es absolutamente continua sii existe una
funcion fx : R — Rxq tal que fx es integrable Riemann sobre R y para todo
z € R se tiene

Py (z) = / "t

La funcion fx se denomina funcién de densidad de la probabilidad asociada
aX.

Propiedades de las Distribuciones Continuas.

Propiedad 3.1 (a) Si fx es una funcion de densidad de probabilidad
para una variable aleatoria X entonces

+o0
/ fx(ydt = 1.

—0o0

(b) Reciprocamente si f > 0 es integrable Riemann sobre R y cumple que
+o0o
/ ftydt=1,
—00
entonces definiendo

F(:L"):/_m Ft)dt.

se obtiene una funcion que resulta ser la funcion de distribucion de
alguna variable aleatoria X.

Demostracién.

(a) Resulta de

/ T e dt=1m [ fy @)t

z—oo |
= lim Fx (z)=1.

T—00

(b) Usando propiedades de las integrales de Riemann se puede mostrar
que Fx satisface las cuatro propiedades del Teorema 2.5 . Luego este
resultado se obtiene del Corolario 2.2 del Teorema 2.7. O
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Propiedad 3.2 Supongamos que Fx es absolutamente continua. Entonces

b
(a,]) = / fx () dt

x ((a,0]) = Px((—oo b]) — Px((—00,al)
= Fx (b) — Fx (a)

/fx dt—/ [x (t)dt
—/an(t)dt.D

Propiedad 3.3 5i F'x es absolutamente continua entonces es continua.

Demostracion.

Demostracién. Primero supondremos que fx es acotada en un entorno del
punto x. Luego existe § > 0 y M positivo tal que f(z) < M para todo
x € [x — 0, =] . Luego para todo £ < ¢ tenemos

Px ({z}) < P((z —¢,2])
=/ fx (t)dt

<eM.

Como esto vale para todo € < §, resulta Px ({z}) = 0. Luego Fx es continua
en x.
Supongamos ahora que fx no es acotada en ningin entorno del punto

x. Luego N
z) :/ fx (t)dt

/fx pae=tim [* f o)
:hm Fx(y),
ylz

se define por

v luego F'x es continua en x.0

El nombre densidad nos recuerda “la cantidad de masa por unidad de
longitud, drea o volumen” segin el caso. En este caso se puede decir que
fx (z) indica la probabilidad por unidad de longitud “en las cercanias del
punto z”. Mds precisamente podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 3.4 Sea fx una funcion de densidad continua en xg, entonces

i D0 201Dy [ = e o).

h—0 2h h—0 2h
Demostracién. Sea

My, = méx{fx (:U) LT e [:1:0 — h;xo + h]}

myp, = min{ fx () : x € [xo — h;zo + h]}.
Por continuidad

fx (xo) = hm My, = illu% mp,. (3.8)

Por otro lado valen las desigualdades

zo+h
thh S / fX (t) dt S Qth,
zo—h

y dividiendo por 2h en todos los miembros queda:

Zo+h
t)ydt < M
mh S 5 / -

Luego, teniendo en cuenta (3.8) y pasando al limite cuando h — 0 se obtiene

fx (20) < lim Px ([zo — h; 2o + h])

<
b0 2% _fX (1:0)7

de donde se deduce el Teorema. O

Teorema 3.5 Sea fx una funcion de densidad continua en xo y Fx la
distribucion asociada. Entonces Fx es derivable en xq y

Fx (w0) = fx (20) .
Demostracién. Se deduce de la anterior. O

Comentario vinculado a la teoria de la medida.

En este pérrafo el signo [ corresponde a la integral de Lebesgue. Mds
generalmente se definen distribuciones absolutamente continuas utilizando
funciones Borel medibles. Sea f : R — R>g una funcién Borel medible tal

/oo Ft)dt =1. (3.9)
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Entonces se puede definir una funcién de distribucién absolutamente con-
tinua por

Flz) = /_ ", (3.10)

Se puede demostrar que la funcién F' definida por (3.10) cumple las cuatro
propiedades del Teorema 2.5 y es continua y derivable en casi todo punto
con derivada f(x). Ademads si P es la correspondiente probabilidad sobre R
asociada a F' y garantizada por el Teorema de Extensién, dado cualquier
boreliano B se tendra

P(B) = /B f(t)dt = / T Is)f (1) dt,

donde Ip(t) es la funcién indicadora del conjunto B.

3.4. Ejemplos de distribuciones continuas.

3.4.1. Distribucion uniforme en un intervalo.

Consideremos dos nimeros reales a < b. Luego la distribucién uniforme,
denotada por U(a,b), tiene como densidad

E si x € a,b]

fX(:E):{ 0 si z¢]lab.

> (0. Claramente

00 b k
/_oofx(x)dw:/a k:dx:b_azl.

Ejercicio. Mostrar que la funcién distribucién de U(a, b) es

con k =
—a

0 si xe€(—o00,a)
Fx(z) E:Z si x€[a;b)
1 si x € (b,00).

Ejercicio. Mostrar que no existe ninguna distribuciéon uniforme sobre
toda la recta.

En particular consideremos la distribucién uniforme U (0,1) que tiene

como densidad
1 siz€[ad]

fX(x)_{ 0 six ¢ [a;b)].
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La funcion de distribucién es en este caso

0 size (—o0,0]
Fx(x)=<¢ = size(0,1] (3.11)
1 size(l,00).

Observaciones.

1. Es claro que (3.11) es cierta puesto que si x € (0,1)
€T
Fy (x) = / fx (t)dt
—0o0

:/iofx(t)dt—k/omfx(t)dt

:0+/ 1dt
0

= X.

2. Sea I = (¢,d) C (0,1) ;Cuadl es la probabilidad de que X € (¢, d)?
Px(e< X <d])=Fx(d)—Fx(c)=d—c.

Es decir, la probabilidad que esta distribucién asigna a cada intervalo
contenido en [0, 1] es su longitud.

3. Pueden generarse distribuciones uniformes de muchas maneras difer-
entes. Por ejemplo podemos elegir dos nimeros Aj, Ao de ocho digitos,
y definir As por los ultimos ocho digitos de A;As. En general si ya
hemos definido Aq, As, ..., Ay, como enteros de ocho digitos, podemos
definir recursimamente Ag1 como los tltimos ocho digitos de A1 Ay.
Este proceso lo podemos continuar hasta obtener A,, para un n dado.
Luego generamos n nimeros con distribucién U(0, 1) por

U= A;1078, 1 <i<n.

Estos nimeros no serdn aleatorios. Sin embargo se comportardn como si
fuesen variables aleatorias independientes con ditribucién U(0,1). En par-
ticular, dados a y b tales que 0 < a < b < 1, se tendrd que si n es grande

#{i:1<i<n,a<U; <b}
n

serd aproximadamente b—a. Es decir la frecuencia con la cual los U; estdn en
un intervalo (a,b) es aproximadamente la probabilidad que la distribucién
U(0,1) asigna a ese intervalo.
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3.4.2. Generacion de distribuciones a partir de la distribu-
cién uniforme en [0,1]

Vamos a mostrar cémo a partir de una variable aleatoria con distribucién
U (0,1) se puede generar cualquier otra variable con cualquier funcién de
distribucion.

Para esto en primer lugar necesitamos algunas definiciones. Sabemos que
una funcién de distribucién no tiene por qué ser continua y mucho menos
biyectiva, de manera que en general su inversa no existe. Pero podemos
definir una funcién que tendra propiedades andlogas.

Sea F' : R — [0,1] una funcién que cumple con las cuatro propiedades
del Teorema 2.5 que caracterizan una funcién de distribucién y consideremos
ye (0,1).

Definimos

Ay={zeR:F(x)>y}.

Observaciones.
1. Puede ocurrir que exista una preimagen via F del punto y : F~! (y) #
&. Si F es continua por Bolzano podemos asegurar que asume todos

los valores intermedios entre el 0 y el 1 y en consecuencia en algtin
punto z asumird el valor y.

2. Puede ocurrir también que no exista la preimagen. Por ejemplo si F'
no es continua para algunos valores de y ocurrird que F~! (y) = @.

3. Puede ocurrir que existan infinitas preimagenes. Basta con tomar una
funcién con las propiedades de funcién de distribuciéon que sea con-
stante en un intervalo. Para y igual a ese valor hay infinitas preim&-
genes.

Ejercicio. Dar un ejemplo de cada una de las situaciones y dibujar el
grafico correspondiente.

Teorema 3.6 Existe el infimo del conjunto A,.

Demostracién. Basta probar que A, # & y estd acotado inferiormente.
Comencemos probando que A, # @.Sabemos que F satisface la propiedad
(2) del Teorema 2.5 y por lo tanto

lim F(n) =1.

n—oo

Como 0 < y < 1 existe ng € N tal que

F(”O) > Y,

95



de manera que ng € A,. Ahora probaremos que A, esta acotado inferior-
mente. Por la propiedad (3) del Teorema 2.5 se tiene que,

lim F (—n) =0.

n—oo

Como y > 0 entonces existe ng € N tal que
F(—no) <. (3.12)

Ahora bien si z € A, no puede ser que —ng > = puesto que por monotonfa
(Propiedad (1) del Teorema 2.5) se cumpliria

F(=no) = F () > y,

en contradiccién con (3.12). En definitiva se tiene que si z € A,, entonces
—ng < x, y por lo tanto A, esta acotado inferiormente. O

En virtud de la existencia y unicidad del infimo podemos definir la si-
guiente funcién

Definicién 3.6 Dada
F:R—0,1]

que satisface las propiedades de una funcion de distribucion (Propiedades
(1)-(4) del Teorema 2.5) se define F~1:(0,1) — R por

F~!(y) =inf A,.
Propiedades de la funcién F~!.

Propiedad 3.4 (a) Dada una funcién de distribucion F, se tiene
F(F(y) 2y
(b) El infimo del conjunto A, resulta ser el minimo de Ay, es decir
F~!(y) = min A,.

Demostracién. Bastara probar (a), ya que en ese caso F'~! (y) pertenece al
conjunto A,. Por definicién de fnfimo existe una sucesién (z,),.ny C Ay
decreciente que converge a F~! (y), es decir tal que

lim z, = F~' (y).

n—oo

Por la propiedad de continuidad a derecha de F'

lim F(z,)=F (F~'(y)). (3.13)

n—oo
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Ahora, como para todo n € N se tiene que z,, € A, sabemos que
F(zn) >y,
y luego por (3.13) resulta
F(F(y) 2y, (3.14)

por lo tanto (a) queda demotrado. Esto implica F~! (y) € A,. Luego hemos
mostrado (a) y por lo tanto también hemos demostrado (b). O

Propiedad 3.5 Si F' es continua entonces
F(F ' (y) =y

Demostracion. Sabemos que F (F_1 (y)) > y. Ahora supongamos que no se
cumple la igualdad, esto es que

F(F ' (y) >v.

Veremos que esto contradice el caracter de fnfimo del elemento F~!(y).
Tomemos un punto intermedio entre F' (F_1 (y)) e y que llamaremos y*.
Entonces

y<y*<F(F'(y).
Por ser F' continua, por el teorema de Bolzano se deduce que existe x* €
(0,1) tal que
F(z*) =y".

Luego reemplazando en la inecuacién anterior se obtiene la desigualdad
y < F(z*)<F(F'(y).

Por un lado esto dice que * € A, y por otro teniendo en cuenta la monotonia
de F resulta
ot < F7l(y).

Esto contradice que F~! (y) sea el minimo, absurdo. O

Propiedad 3.6 Dada una funcion de distribucion F, se cumple que
FY(F () <z

Demostraciéon. Es claro que para todo z se tiene que = € AF(I) puesto que
F (x) < F (x). Sabemos que F~! (F (z)) es el minimo de Ap,) y luego

a € Ap(y) implica F7Y(F (2)) <a.

En particular si tomamos a = z € Ap(,) se obtiene el resultado buscado. O
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Teorema 3.7 (Caracterizacién de A, como semirecta) Sea F' una fun-
cion de distribucion y tomemos y € (0,1) fijo. Los conjuntos

Ay ={z: F(z) 2y},
By={z:z>F " (y)}=[F"(y),+o0)
coinciden.

Demostracién. Sabemos por la Propiedad 3.4 (b) que
F~!(y) =min A,.

Por otro lado es fécil ver que si x € Ay y * > x, entonces también z* € A,.
Luego A, = [F}(y),00). O

Ejercicio. Probar que F~! es monétona no decreciente y por lo tanto
medible.

Veremos ahora que dada cualquier funcién de distribucién F| a partir de
cualquier variable aleatoria con distribucién U(0,1), se puede generar otra
variable aleatoria con funcién de distribucién F.

Teorema 3.8 Sea U una variable aleatoria con distribucion U(0,1). Luego
si F' es una funcion de distribucion (propiedades (1)-(4) del Teorema 2.5)
se tiene que X = F~Y(U) tiene funcién de distribucion F

Demostracién. Usando el Teorema 3.7 y el hecho de que Fyy(u) = u,0 < u <
1, se tiene

Fx (z) = Px ((=o0,2]) = P({F' (U) < @}) = P({U < F (2)})
=Fy (F(z))=F(z).O

Ejercicio. Sea X una variable con rango Rx = N>¢ (enteros no nega-
tivos) y sea pj = px (j), j € Nx>q. Verificar que F);l es de la forma

{ 0 si 0<y<po
. . 71 . .
@St Yopi <Y< Dieps, i1

Comprobar que el resultado anterior vale en este caso.
El siguiente teorema de demostracién inmediata es muy importante.

Fy'(y) =

Teorema 3.9 Sean X y X* dos variables aleatorias tales que Fx = Fxx.
Consideremos una funcidn g medible y consideremos las variables aleatorias
obtenidas componiendo

Z=g(X); Z*=g(X").

FEntonces
Py = Py-.
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Demostracion. Sea B € B y probemos que
Py (B) = Pz« (B).
Sabemos que
Py (B) =P (Z27(B))
P (X~ ( (1))
=Px (g " (B ))

Por el Corolario 2.1 del Teorema de Extension se tiene que Px (971 (B)) =
Px+ (971 (B)) y luego
Pz(B)=Px- (¢~ (B))
=P (X (g7 (B))
=pP(z*! (B))
=Pz« (B). O

El siguiente resultado vale para funciones de distribucién continuas.

Teorema 3.10 Si X es una variable aleatoria con distribucion Fx con-
tinua y consideramos la variable aleatoria Y = Fx (X) entonces Y tiene
distribucion U(0,1).

Demostracién. Consideremos una variable aleatoria U con distribucién ¢4(0, 1)
y sea X* = F);l (U). Sabemos que X* tiene distribucién Fx. Luego por el
Teorema 3.9 las variables

Y =Fx(X), Y*=Fx(X")
tienen la misma distribucién. Pero
Y* = Fx (X*) = Fx (Fy' (U)),

y siendo Fx continua por Propiedad 3.5 se tiene Fx (F )}1 (U )) = U. Luego
Y* tiene distribucién U(0,1) y por lo tanto, de acuerdo al Teorema 3.9
también esa es la distribucién de Y. O

3.4.3. Distribucién Normal N(u,o?).

La distribucién normal es tal vez la mas importante y sin lugar a dudas
la que se usa con mayor frecuencia. A veces este uso se hace de manera inade-
cuada sin verificar los supuestos que la identifican. Veremos més adelante la
importancia de esta distribucién. Adelantamos sin embargo, informalmente
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que si {Y;, }nen es una sucesién de variables a independientes tales que ningu-
na de ellas prevalezca sobre las otras, entonces la variable aleatoria

n

Su =Y
j=1

es aproximadamente normal para n suficientemente grande. Esta distribu-
cién tiene mucha aplicacién en la teoria de errores, donde se supone que el e-
rror total de medicién es la suma de errores que obedecen a diferentes causas.
La distribucién normal depende de dos pardametros 1 € Ry 02 € Ryg.

En este capitulo solo veremos la distribucién normal correspondiente a
=0y o?=1.En este caso la funcién de densidad es

o= o ()

donde K es una constante y exp(zx) es la funcién exponencial e®. Calculare-
mos la constante K de forma tal que

+o0 —:BZ
1= KeXp (T) dI,

y por lo tanto
1

fj;o exp (77”2) dz

+o00 2
I = / exp (%) dx.

Para el cdlculo de esta integral podemos usar o bien residuos (teoria
de analisis complejo) o bien calcular I? como integral doble a traves de un
cambio de variable a cordenadas polares. Optamos por la segunda forma

o= (L () ) (Lo () )
_ /_OO /_OO exp <%> exp <%> dxdy
[T e (G

Ahora hacemos el cambio de variable

K:

Sea

z(p,¢) =z = pcos ()
y(p,¢) =y = psin (o)
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Claramente se tiene
22 4 y2 _ p2

La transformacién del cambio de variable T' (p, ) = (x (p, @),y (p, ¢)) =
(pcos (@), psin(¢)) p>0, 0 < ¢ < 27 tiene matriz diferencial

Tioo)=( 50 3 )= (i) st )

Entonces su jacobiano

oo - (22
= peos® (¢) + psin® (¢) = p.

En definitiva |.J (p, ¢) | = p y aplicando la férmula de cambio de variables
en integrales miiltiples resulta

“+o00 “+o0o
/ / exp( ° +y))dmdy—
2

400 p2m —p

= / / exp <—> pdodp =
0 0 2
+o0 _p2 +o00 _p2
= 27r/ exp (—) pdp = 27r/ exp (—) pdp.
0 2 0 2

Haciendo el cambio de variable

_
U=
du = pdp

se obtiene

21 (— exp (—u) [§°)
= 2m,
y por lo tanto
I =27
Luego
1 —z?
x) = ex



3.4.4. Distribucién Exponencial.

Esta distribucién depende de un pardmetro A que puede tomar cualquier
valor real positivo. Su funcién de densidad es

e A% sixz>0
f@){ 0 siz <0,

Haciendo la transformacién y = Az, dy = Adx se obtiene

/ f(a:)dm—)\/ e)‘xda:—/ e Ydy
—o0 0 0

=[-e Y] [F=0+1=1

Se deja como ejercicio verificar que la correspondiente funcién de distribucién

es
1—e siz>0
F(z) = { 0 si z < 0. (3:15)

La distribucién exponencial con pardmetro \ serd denotada por E(N\).

Esta distribucién aparece generalmente cuando se trata de estudiar la
durabilidad de un mecanismo bajo el supuesto de que el sistema no se des-
gasta a lo largo del tiempo. Como ejemplo suele citarse a veces la duracién
de una ldmpara eléctrica. Sin embargo en este caso existe un cierto desgaste
propio de la ldmpara y su distribucién no es exactamente exponencial. Esta
distribucion es mas adecuada para modelar la duracién de los mecanismos
electrénicos, ya que estos no tienen practicamente desgaste.

Para precisar el concepto de desgaste decimos que la distribucién de X
no tiene desgaste cuando dado a > 0y b > 0 se tiene

P(X >a+bX>a)=P(X >b).

Esto significa que la probabilidad de que llegue a durar hasta el tiempo
a + b, dado que ha llegado hasta el tiempo a, es igual a la probabilidad de
que haya durado hasta el tiempo b. Es decir el proceso “no tiene memoria
del tiempo que estuvo funcionando” (no recuerda qué tan viejo es) y por
tanto, mientras funciona lo hace como si fuese nuevo.

Decimos por el contrario que hay desgaste si

P(X >a+bX >a)

es una funcién decreciente de a.

Vamos a mostrar que la propiedad de falta de desgaste caracteriza a la
distribucién exponencial. Esto significa que las tnicas distribuciones conti-
nuas y no negativas que tienen la propiedad de “falta de desgaste” son las
exponenciales.
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Como {X > a+b}N{X >a} ={X > a+ b} resulta que

Por lo tanto la propiedad de “falta de desgaste” se puede escribir como

P(X >a+b)
P(X >a)

—P(X ),
0 equivalentemente
P(X>a+b=P(X>bP(X >a). (3.16)
Si X tiene distribucién continua de P (X < a) = Fx (a) resulta
1-Fx(a)=P(X >a)=P(X >a).
Entonces definimos

Gx(a)zl—Fx(a),

y como la propiededad de “falta de memoria” es equivalente (3.16), esta se
puede escribir también como

Gx (a+b) =Gx (a) Gx (b) (3.17)

para todo a > 0,b > 0.
En el caso en que X tiene distibucién exponencial por (3.15) se tiene

Gx(z)=e

para todo x > 0. El siguiente teorema muestra que la propiedad de falta de
memoria caracteriza a las distribuiones exponenciales.

Teorema 3.11 Sea X una variable aleatoria continua con valores no neg-
ativos. Luego la propiedad de falta de memoria dada por (3.17) se cumple
si y solo si Gx (x) = e ™ es decir si X tiene distribucion exponencial.

Demostracién. Supongamos primero que Gx () = e **. Probaremos que
(3.17) se cumple. En efecto

Gx (CL + b) _ 6—A(a+b) _ e(—)\a)—l-(—)\b) _ e—Aae—Ab — Gy (a) Gx (b) ]

Supongamos ahora que (3.17) se cumple. Probaremos que Gx (z) = e™*

para algin A > 0. En primer lugar veamos que para todo n, dados a; >
0,...,a, > 0 entonces

GX (ia1> = ﬁGX (CLZ)
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Probaremos esta proposicién por induccién. Claramente vale para n = 2 por
hipétesis.
Supongamos que vale para n y probemos que vale para n + 1.

n+1 n
Gx (Z ai) =Gx (Z a; + Cbn+1)
=1

=1

=Gx (Z ai) G (any1)
i=1
= (H Gx (a@)> Gx (an+1)
i=1

n+1

=[] Gx (a).
i=1
Ahora probaremos que para todo a > 0 vale que

Gx (a) = [Gx (1)]".

La estrategia es primero probarlo para cuando a es un entero no negativo,
luego cuando es un racional no negativo y por ultimo cuando es un nimero
real no negativo. Sea n € N entonces

Gx(n)=Gx |1+1+..+1
[
n sumandos

= [Gx (D]".
Ahora sea a = — € Q el conjunto de los nimeros racionales. Entonces
n

Gx (m)=Gx (n@>

n

m m
=Gx | —+..t—
n n
—_——

n sumandos

Entonces



Por 1ltimo consideremos a € R>q. Elijamos una sucesién (7, ( tal
> ) neN
que 1, — a. Siendo Gx continua resulta

GX (a) = h’m GX (T‘n)

= lim (Gx (1))™
= (Gx (1))fmneer
= [Gx (1)]*. (3.18)

Veamos que 0 < Gx (1) < 1. Supongamos que Gx (1) = 0. Luego por (3.18)
Gx(a) = 0 para todo a > 0. En particular Gx(0) = 0 y luego Fx(0) =
1. Esto implica que P(X = 0) = 1 y luego X es discreta. Supongamos
ahora que Gx(1) = 1. Luego por (3.18) tenemos que para todo a > 0 se
tiene Gx(a) = 1. Luego para todo a > 0 resulta Fx(a) = 0 y entonces
lim, o0 Fx () = 0, lo cual es un absurdo, ya que este limite es 1. Luego
podemos definir

A= —log(Gx (1)),

de manera que

Gx (1) = e

Luego, usando (3.18), podemos escribir
Gx (a) = [Gx (1)]" = e,

y el teorema queda probado. O

3.5. Variables aleatorias mixtas.

Ademas de las variables discretas y absolutamente continuas existen
otros tipos de variables. Un estudio exhaustivo de los tipos de variables
aleatorias requiere algunos conocimientos de la teoria de la medida. Aqui
introduciremos las variables mixtas cuya funcién distribucién es una com-
binacién convexa de funciones de una distribucién discreta y otra absoluta-
mente continua.

Definicién 3.7 Decimos que F es una funcién de distribucién mixta si
es una combinacion convera de una distribucion absolutamente continua y
otra discreta. Mdas precisamente, si existen §, 0 < § < 1 , Fy funcion de
distribucion absolutamente continua, Fo funcion de distribucion discreta tal
que

F=(1-6)F+F,. (3.19)

Teorema 3.12 Si F' estd dada por (3.19) se tiene que
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(a) F es una funcion de distribucion.

(b) F no corresponde a la funcion de distribucion de una variable absolu-

tamente continua ni a una discreta.

Demostracidn.

(a)

Por el Corolario 2.2 de la pdgina 39 basta probar que F' satisface las
Propiedades 1-4 del Teorema 2.5. Probemos primero que F' es moné-
tona no decreciente. Sean z < x’. Luego como F} y F, son mondétonas
no decrecientes se tendrd Fy(z) < Fi(2') y como 1 —§ > 0 resulta

(1-8)Fi(z) < (1 - 8) Fi(). (3.20)
Del mismo se tiene que
SFy(z) < 6Fy (). (3.21)

Sumando miembro a miembro (3.20) y (3.21) resulta gie F'(z) < F(a/).

Multiplicando por una constante se conserva la propiedad de que una
funcién es continua a derecha y sumando funciones continuas a derecha
se obtiene otra funcién continua a derecha. Esto prueba que F' es
continua a derecha.

Por otro lado, tenemos que

lim F(z)= lim ((1—90)F +dF) ()

T—-+00 T—+00
= (1=0) i 1 () 0 lim P (@)
—(1-68)+6=1.

Finalmente, también vale que:

lim F(z)= lm ((1-90)F +JdF)(z)

=(1-40) lim F(z)+0 h'r+n F5 (x)
=0.
Por lo tanto (a) queda probado.

Veamos ahora que F' no corresponde a la funcién de de distribucion
de una variable absolutamente continua o discreta. Sean P;, las prob-
abilidades inducidas por las distribuciones F;, ¢ = 1,2 . Luego si P es
la probabilidad asociada a F|, usando el Teorema de Extensién de la
39 se puede probar que

P(B) = (1 - 8)Py(B) + 6P»(B) VB € By.
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Esta comprobaciéon se deja como ejercicio. Sea Ro el rango de una
variable con distribucién F. Por lo tanto Rg es numerable y Py(Rg) =
1. Luego

P (Rg) = (1 — 5) P (Rl) + 0P (RQ) > 5P2(R2) =0>0

Por lo que se deduce que F' no corresponde a una distribucién absolu-
tamente continua, ya que éstas asignan probabilidad 0 a todo conjunto
numerable.

Para ver que no es discreta veamos que sobre un conjunto numerable
arbitrario su probabilidad es menor que 1. Sea A un conjunto nu-
merable, luego, teniendo en cuenta que Fj es absolutamente continua
resulta que que Pj (A) = 0. Luego
P(A)=(1-10)P1(A)+ 0P (A)
= 5P(A2) <d< 1.

Como esto ocurre para todo A arbitrario, F' no puede ser discreta. O

Ejemplo 3.1 Sea U ~U [0,1] y consideremos V = min (U, %) . Entonces

N[

u st u <
Fy (u) =
1siu>

[N

Claramente P(V =1/2) = P(1/2 < U < 1) = 1/2 de manera que V no es
absolutamente continua. Tampoco es discreta. Es facil ver que
1 1
F=ZF +-F
541 + 5172
donde Fy es la distribucion de una U[0,1/2) y Fy la distribucion de una

variable discreta que asigna probabilidad 1 a x %

Veremos cémo se puede generar una variable con la distribucién mixta

(3.19).

Teorema 3.13 Consideremos wvariables aleatorias independientes X1 con
distribucion Fi, Xo con distribucion Fs y U que toma valores 0 y 1 con
probabilidades 1 — 0 y § respectivamente. Definimos la variable

o XlsiU:()
X_{ XostU=1
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Luego Fx (1 —6)F1 + 6 F.
Demostracion. Teniendo en cuenta la independencia de las variables resulta
que

Fy (z) = Px ((—o0, z])

1—5)P(X1 §$)+5P<X2 S(IZ)
1—6)F (z) +6F (z). D
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Capitulo 4

Vectores aleatorios.

4.1. Definicion de vector aleatorio.

En muchos casos interesa estudiar simultaneamente mds de una car-
acteristica del resultado de un experimento aleatorio. Supongamos que el
experimento consiste en elegir al azar alumnos de un determinado grado, y
que estamos interesados en estudiar “el perfil biolégico” de esos alumnos.
Podriamos considerar que el perfil se compone de la talla, el peso, presién
sanguinea, frecuencia cardiaca y capacidad respiratoria. Por lo tanto intere-
sarfan cinco variables aleatorias que deberian estudiarse simultdneamente.
Esto motiva la siguiente definicién de un vector aleatorio.

Definicién 4.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Se dice que

X =(X1,Xo,...,Xk) es un vector aleatorio de dimensién k si para cada
Jj=1,2,...,k se tiene que X; : ) — R es una variable aleatoria.
Obsérvese que si X = (Xi,...,Xk) es un vector aleatorio de dimen-

sién k, entonces también puede ser interpretado como una funcién X :
Q — RF. En efecto dado w € , el correspondiente valor de la funcién
es X(w) = (X1(w), ..., Xp(w)) € RF,

Teorema 4.1 Para todo x = (x1,x9,...,2Tk) € R* se tendrd
X (=00, 1] X (—00,29] X --- X (—00,z1]) € A.
Demostracién. Sea B = (—o0,x1] X (—00,z2] X - -+ X (—00, x%]. Entonces

X1 (B)={weQ:X(w)e B}

k

— ﬂ{w €Q:X; (w) € (—o0, ]} =
zkl

= ﬂX;l (=00, i) -
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Luego como por definicién de variable aleatoria para todo i se tiene que X; * ((—o0, z;]) €
Ay A es una o—slgebra se concluye que X! (B) € A. O

Recordemos que BF denota la o—&lgebra generada por los conjuntos de
R* de la forma

Az zorz, = (—00,21] X (=00, 2] X -+ X (—00, z]
En R? es facil verificar graficamente que los conjuntos de la forma
(a1,b1] X (ag, bs] € B
ya que se pueden escribir de la siguiente forma
(a1,b1] x (ag,ba] = Apy by — Aay by — (Abyan — Aayas) (4.1)

y que diferencias de conjuntos de una o—algebra son conjuntos de la o —&lgebra.
Va a ser 1til observar que

Aar by C Apy b (4.2)
Aal,az C Abl,az (43)

y
(Abl,az - Aa17a2) C Ab17b2 - Aa17b2' (4'4)

Ejercicio. Probar el siguiente teorema.
Teorema 4.2 Sea X un vector aleatorio de dimension k. Entonces si B €
BE se tiene que X! (B) € A.
4.2. Espacio de probabilidad inducido.

Definicién 4.2 Dado el espacio de probabilidad (2, A, P) y un vector aleato-
rio X = (X1,...,Xk) se puede definir un nuevo espacio de probabilidad
(R*, B, Px) donde dado B € B* se define

Px (B)=P (X' (B)).

Ejercicio. Probar el siguiente teorema.
Teorema 4.3 Px es una funcion de probabilidad sobre (RF, BF).
La demostracién es similar a la correspondiente a Px donde X es una

variable aleatoria. La probabilidad Px se denomina probabilidad inducida
por el vector X o distribucién de X.
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4.3. Funcién de distribucién conjunta de un vector
aleatorio.

Definicién 4.3 Dado un vector aleatorio X = (X1,...,Xy), se define la
funcién de distribucién conjunta del vector X como la funcion Fx : RF —
[0;1] dada por

Fx (z1,ma,...,71) = Px ((—00,x1] X (—00, 2] X -+ X (—00,z%]) =

k
:P<ﬂ@mXMM§xﬁ>.

i=1
Propiedades de Fx.

Propiedad 4.1 Fx es mondtona no decreciente en cada componente.
Demostracién. Si x; < a entonces

Azsyan C Aa;17...,a:;7...,a:n7

de manera que

Fx ((x1,...,@iy ..., xn)) < Fx ((a:l,...,xg,...,xn)). O

Propiedad 4.2 Se tiene que

lim Fx (z1,x9,...,21) = 1.

L1500, ..., T —00
Demostracion. Sean sucesiones crecientes

{z1itien T 00, {T2i}ien T 00, ..., {Tpi}ien T 00.
Queremos probar que

lim Fx (15, %2i, - - -, Thi) = 1.
1——+00

Ahora bien la sucesiéon de conjuntos
Cz‘ = (—OO,CEM] X (—Oo,ﬂjgi] X o+ X (—oo,xki] (45)

es mondtona no decreciente. Por otro lado

UQ:W,

1€EN

71



y en consecuencia

lim  Fx (214, 224, ..., xp;) = lim Px ((—00,21] X (—00, 2] X +++ X (—00, xk;]) =
i—+00 1—00
= Px (U Cz) = Px (Rk) =1.0
1€N
Propiedad 4.3 Para todo i, 1 <1 < k, se tiene que
lim  Fx (x1,22,...,%4...,2%) = 0.
Ti— —O00

Demostracién. Sin pérdida de generalidad lo mostraremos para ¢ = 1. Para
este caso consideremos una sucesién monétona no creciente tal que {y;}jen |
—00.

Entonces si definimos {C}}jen por

Cj = (—00,y;] X (=00, x2] X -+ X (=00, xk] (4.6)

se tiene que Cj11 C C; para todo j € N, y ademds

(¢ =0

jEN
Por lo tanto

.h’m FX (yj,xg,..,a:k) = .h'm PX ((—oo,yj] X (—OO,CEQ] X - X (—oo,xk]) =
J——00 J—0

=Px ()G

jEN
= Px ()
=0.0

Propiedad 4.4 Fx es continua a derecha.

Demostracién. Sea (z1,a,...,7;) € R* y consideremos sucesiones mono-
tonas decrecientes tales que

{z1itien | 215 {72i}tien | 25 s {Tpitien | o
Consideremos los conjuntos
C; = (—00,x1;] X (—00, 9] X -+ X (—00, Tk
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Entonces

Cit1 C G
y
m Cz = Axl,...,a:k-
1€EN
Luego
HIH FX (.’L‘li, Ty« ,wki) = Hm P(CZ)
1—00 100
= P(Azy,...2)
= FX (1‘1,.%'2,...,$k). O

Las Propiedades 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 no caracterizan a una funcién de
distribuciéon de un vector aleatorio como ocurria para el caso de la funcién
de distribucién de una variable aleatoria.

Para fijar ideas de por qué sucede esto, pensemos en R?. Sea entonces
un vector aleatorio en R? X = (X1, X3) y Fx su funcién de distribucién
conjunta. Sea Ay, », = (—00,21] X (—00,x2] y C = (a1,b1] x (az, ba].

El rectangulo C' puede ser escrito de la siguiente manera

C= (Ab1b2 - Aa1b2) - (Ab1a2 - Aa1a2) .

Teniendo en cuenta las inclusiones

Aamz C Ab1a27 (4‘7)
Aa1b2 C Ablb2 (4-8)

y
(Abla2 - Aa1a2) C (Ab1bz - Aa152)’ (49)

resulta que

Px (C)
= Px (Ablb2 - Aa1b2) - Px (Ab1a2 - Aa1a2)
= Px (Apby) — Px (Aasny) — Px (Apray) + Px (Aayay) -

Como Px (Azyz,) = Fx(x1,22),resulta

Px (C) = Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2) — Fx (b1, a2) + Fx (a1, a2) .

Observaciones.

1. Para verificar las inclusiones (4.7), (4.8) y (4.9), se sugiere hacer un
dibujo.
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2. Esto muestra que la probabilidad de el rectdngulo C' se determina por
el valor de Fx sobre los vértices: es la suma de los valores sobre los
vértices de la diagonal principal menos la suma de los valores sobre los
vértices de la otra diagonal.

3. Luego dada una funcién de distribucién F'xy para todo a; < by y as < by
se deberfa cumplir

Fx (bl, bg) — Fx (al, bg) — Fx (bl, CLQ) + Fx (al, CL2) >0 (4.10)

4. Veamos que esta propiedad no se deduce de las propiedades P1, P2,
P3 y P4. Para ello damos un ejemplo de una funcién que satisface P1,
P2, P3 y P4 pero no (4.10). Sea F : R?2— [0, 1] definida por

F (21, 2) = 1 si z1+a22>1, 2120, 222>0
L2779 0 si en otra parte.

Es facil verificar que esta funcién es (i) monétona no decreciente en
cada variable, (ii)

lim F (z1,29) =1,
T1—00, T2—00

(i)
lim F (z1,z2) = 0 para cualquier i = 1,2,
T;——00

y (iv) es continua a derecha. Pero si consideramos el rectangulo C' =
(0,1] x (0, 1] entonces si F' es una funcién de distribucién deberfamos
tener

P(C)=F(1,1)+ F(0,0) — (F(0,1) + F(1,0)) =1 —2 = —1.

Esto muestra que F' no puede ser la funcién de distribucién de ningtin
vector aleatorio en R2.

Para estudiar las propiedades faltantes vamos a necesitar la siguiente
definicion.

Definicién 4.4 Sea F' una funcion de k variables. Si a; < b; se define el
operador diferencia en la variable ¢ por

Ai (a, b) F=F (xl,xg, ey Li—1, b, L1y :Ek)—F (xl,l’g, ey Lj—15, Ay Lj1y - - - ,a:k) .
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Estos operadores se pueden aplicar en forma sucesiva. Por ejemplo
Aj(aj,bj) Di(ai, bi) F
= A]‘ (CL]‘, bj) (F (.’L‘l, ey Lj1, bz‘, Lid1y ey xk)

—F(ml,...,xi_l,ai,miﬂ,...,xk))

= Aj (aj,bj)F(a:l,mg,. . .,xi_l,bi,mj+1,...,xk)

— Aj (aj,bj)F($1,J}2,. oy Lj—1y Qjy L1y - - - ,.’I}k)

= (F (wl,...,mi,l,bi,le,...,:rj,l,bj,xj+1,...,:ck)
—F(wl,...,xi,l,bi,le,...,xj,l,aj,xj+1,...,:ck))
— (F(:L‘l,...,I‘ifl,ai,l‘prl,...,$j,1,bj,$j+1,...,.’L‘k)
— F (21, Tim1, 4y Tig 1, - o T, Ay Tt 15 - -, L))

Es fécil ver que estos operadores conmutan, es decir
Aj(aj,by) & (aiyby) = D (ai, bi) Aj (aj,by) F

Mids generalmente, si a; < by, ao < ba, ..., ar < by podemos considerar
la diferencia sucesiva

A (a1,b1) - D1 (ak—1,bk—1) Dy (ak, bg) -

Observacién. Podemos expresar la propiedad (4.10) en términos del oper-
ador diferencia como

Px ((a1,b1] x (az,ba]) = (Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2)) — (Fx (b1, a2) — Fx (a1,a2))

= Aj (b1,a1) Fx (z1,b2) — A1 (b1, a1) Fx (21, a2)
= Ay (b, a2) Aq (b1, a1) Fx (x1,22) > 0

En general se puede probar el siguiente Teorema

Teorema 4.4 Sea Fx la funcidn de distribucion conjunta del vector aleato-
rio X = (X1,...,Xk) y sean a1 < by, ag < ba,...,ar < by. Entonces se
tiene que

PX ((al,bl] X (ag,bg] X oo X (ak,bk])
= Al (bl, al) e Ak—l (bk—17 ak_l) Ak (bk, ak) FX (.’L‘LZL‘Q, e ,.’I}k) Z 0.

Demostracion. Para probar el teorema, consideremos para cada h, 0 < h <
k los conjuntos de la forma

Ch = (al,bl] X (ag,bg] X oo+ X (ah,bh] X (—OO,&?thl]X s X(—OO,{L'k].

Se prueba por induccién que para todo h < k

Px (Cp) = A1 (b1,a1) ... Ap—1 (bp—1,an—1) Op (b, an) F (21,22, . . ., Ty Tt - - -

(4.11)
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Probaremos primero (4.11) para h = 1. Sea
Cy = (a1, b1] x (=00, x9] X -+ x(—00, ]
Luego
Cy = (—00, b1 x (=00, T2| X" -+ X (—00, xk| —(—00, a1] X (—00, T2] X - - - X (—00, T}],
y como el segundo conjunto esta incluido en el primero, se tiene

Px(Ch)

Fx (b1, w2, ..., 2%) — Fx(a1, 22, ..., k)
A1 (bl,al)F(l'l,fL’Q,- .- 7:1"16) .

Supongamos ahora que (4.11) vale para h = ¢ < k. Probaremos que también
vale para h = ¢ + 1. Sea

Cit1 = (a1,b1] X (a2, b2] X +++ X (ai+1, biy1] X (=00, Tija]X - -+ X (—00, zy].
Claramente Cj11 = C’i(2) — CZ-(l), donde
OV = (ar, bi]x(az, ba]x- - (az, b x (=00, @i ] (—00, wisalx - (=00, 24]

y CZ(Q) = (al, bl]X(ag, bQ]X- . -x(ai, bi]X(—OO, bi_:,_l]X(—OO, CEH_g]X v x(—oo,a:k].

Como ademads se tiene CZ-(I) C C’Z@), se tendrd
Px(Ciy1) = Px(C?) - Px(C{Y).
Como (4.11) vale para h = i tendremos

Px(Cit1) = D1 (bi,a1) ... D (biyai) F (1,22, ..., %, big1, Tiva, .., Tk)
— Ap(bryar) ... Aj(bi,a:) F (21, 22,0, @iy Qi 1, Tig2s - - - Tk) -

Luego (4.11) vale para h = i + 1. Esto muestra que (4.11) vale para todo
h < k. Haciendo h = k se obtiene el Teorema. O

Luego podemos enunciar una propiedad adicional que satisface una fun-
cién de distribucién conjunta

Propiedad 4.5 Si Fx es la funcion de distribucion conjunta del vector
aleatorio X = (X1,..., Xy) para todo a; < by, -+ ,ar < by se debe cumplir
que

Aq (br,a1) ... Ap_q (bp—1, ap—1) D (b, ar) Fx (1,22, .., 2%) > 0.

El siguiente Teorema generaliza para vectores aleatorios el Teorema de
Extensién para variables aleatorias.
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Teorema 4.5 Sea F : RF — [0, 1] una funcion que satisface las propiedades
4.1, 4.2, 4.8, 4.4 y 4.5. Luego existe una unica funcion de probabilidad P :
BF —[0,1], tal que para todo (x1,xo,...,x;) € RF se cumple

P((—oo,xl] X (—OO,JIQ] X - X (—OO,CEk]) = F(zl,xg,...,xk).

Demostracion. No se dard la demostracion en este curso. Utiliza argumentos
de la Teorfa de la Medida. O

Corolario 4.1 Sean X = (X1, Xo,...,X;) vy X* = (X}, X3,..., X)) dos
vectores aleatorios. Supongamos que para todo x1,x2,...xk Se tiene que

Fx(z1,...,2) = Fx«(z1,..., k).
Luego también se cumple que para todo B € BF
Px(B) = Px+(B).
Demostracién. Basta con observar que para todo (z1,...,z;) € R¥

FX (xl,xg, e ,:Ek) = Fx* (xl,xg, e ,a:k)

Por lo tanto como Px y Px+ son extensiones de Fx deben coincidir por
unicidad de la extensién. O

Corolario 4.2 Si I satisface propiedades 4.1, 4.2, 4.8, 4.4 y 4.5. entonces
existe un vector aleatorio X = (Xi,..., Xx) tal que

Fx =F.

Demostracion. Sea (Rk , Bk, PF) el espacio de probabilidad tal que Pp es la
extensién de F. Luego para todo (z1,...,z;) € RF

F(x1,x9,...,2k) = Pr ((—00,21] X (—00, 23] X -+ X (—00, xk]) .

Definimos el vector aleatorio X = (X1,..., Xj,..., X)) de forma tal que X;
sea la proyeccién sobre la coordenada i-ésima. Es decir X; : RF— R esta
definida por

Xi (xl,xQ,... ,ZL‘k) = T

Observemos que para todo i, 1 <17 < k se tiene que

X1 ((—oo,zi]) =R x -+« x R x (=00, 2] X R x -+ xR,

7
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¥y que

Fx (z1,m2,...,2k)
= Px((—o00,z1] X (—00, 22| X -+ X (—00, Tk])

= Pr(X (=00, 1] x (—00,@2] X -+ x (—00, 2x]))

k
= Pr (ﬂ Xil((—oo,a:i]))
i=1

= Pp ((—o0, 1] x (—00,22] X - -+ X (—00, zg])

:F(l'l,iL'Q,...,IITk)- U

4.4. Algunas propiedades de vectores aleatorios.

Sea un vector X = (X7, ..., X}) con funcién de distribucién Fx. El sigu-
iente teorema muestra como se obtiene la funcién de distribucién del vector
formado con un subconjunto de componentes X = (Xiy, Xig, - .., X;,) para
cualquier subconjunto de indices 1 <1 <o < --- < i < k.

Teorema 4.6 Sea X = (X1,..., X)) un vector aleatorio de dimension k.
Sea A = {ir,....in} C{1,2,... .k} yB=1{i:1<i<kig¢A}=
{j1, ... jr]- Entonces, si X = (X, Xi,,..., X, ), se tiene

Fg(wiy, ... @,) = lim Fx(x1,x9,...,2).

:L‘jl —090,...,Xj, —0Q

Demostracién. Para facilitar la notacién supongamos que A = {1,2,...,h}

y luego B = {h +1,...,k}. Sean {ynt1,}jen,---,{Uk,j}jen, sucesiones
crecientes tendiendo a co. Luego bastara probar que

Jli}Iglo Fx(x1,. - Thy Ynt1gs - - Ykgl) = Fy (21,00, o). (4.12)
Consideremos la sucesién de eventos

Cj = (=00, z1] X - -+ X (=00, 2p] X (=00, Yny1,5] X - -+ X (=00, Yk,

es creciente y

UC’j:(—oo,:pl]x---x(—oo,a:h]xRx---xR.



Luego

Fx(xl, = Pg

h
P (ﬂ{w Xi(w) < xz})

(A =)o A e xere)

= Px((—o00,z1] X --- x (=00, ] x R x --- x R)
= lim Px(C))
j—o0

—00, x1] - X (—00, xp])

= lim Px((—o0,z1] X - -+ X (=00, xp] X (=00, Yp41,5] X - X (—00, Yk ;])

J—0

= h’m Fx($1, ... Th, thJ, e ,yk,j]).
J—00

y luego (4.12) vale. O
Definicién 4.5 Diremos que g : R*— R es medible Borel si para todo x € R
se tiene que g~ ((—o0, z]) € BE.
Observacién. Una funcién medible Borel puede interpretarse como una
variable aleatoria en el espacio (RF, B¥). Como en este curso solo consider-
amos funciones medibles Borel, se las llamars simplemente funcones medi-
bles

En particular se tendrd

Teorema 4.7 Si g: RF— R es continua entonces g es medible.

Demostracién. Siendo (—oo, z] cerrado se tiene que g~ ((—o0, z]) € B¥ y por
lo tanto es medible. O

Ejercicio. Probar el siguiente teorema.
Teorema 4.8 Sea X = (X3, X2,...,Xx) un vector aleatorio sobre un es-
pacio de probabilidad (2, A, P) y g : RE— R una funcién medible. Entonces
Y =¢(X):Q — R es una variable aleatoria.

Ahora podemos probar lo siguiente.
Teorema 4.9 Si X e Y son varibles aleatorias, entonces

(i) Z =X +Y es una variable aleatoria.
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(ii)) Z = XY es una variable aleatoria.

(11i) Si P(Y =0) =0 entonces Z = X/Y es una variable aleatoria.

Demostracién. Se trata de escribir a Z como imagen de X e Y usando una
funcién g medible.

(i) Definimos g : R?— R, g (x,%) = x+y. Como g es continua es medible.
Luego si tomamos W = (X,Y) se tiene que Z = g (W) = X + Y es
una variable aleatoria.

(ii) y (iii) La demostracién de (ii) y (iii) se deja como ejercicio. O

Definicién 4.6 Sea g : RF— R", es decir g = (g1, 92, ..., 1) tal que para
cada j =1,2,...,h, g;: RF— R.

Diremos que g es medible sii g; es medible para cada j = 1,2,...,h.

Teorema 4.10 Sea X = (X1, Xo,..., X}) un vector aleatorio y g : RF— R7
una funcion medible. Entonces Z = g(X) es un vector aleatorio de dimen-
$101N J.

Demostracion. Se deja como ejercicio.O

4.5. Independencia de variables aleatorias.

4.5.1. Algunas consideraciones heuristicas.

Hemos visto con anterioridad lo que significaba la independencia de even-
tos. Brevemente recordemos que una familia de eventos es independiente si
la ocurrencia de algunos de ellos no incide sobre la probabilidad de ocurren-
cia del otro. Mds precisamente, un conjunto de eventos A, As,..., Aj son
independientes si para toda eleccién 1 < i1 <ig < -+ <ip <k

h
P (A NA, NN Ay =] P(4).
j=1

Ahora queremos definir la independencia de un conjunto de variables
aleatorias. Queremos dar respuesta a la pregunta jen qué medida la infor-
macién referida a una variable aleatoria X incide en el conocimiento de los
valores de la variable aleatoria Y. Por ejemplo ;la “inflacién” y la “emisién
monetaria” son independientes ? ;El peso de un individuo y su presién san-
guinea son independientes? Para definir el concepto de independencia de
variables aleatorias utilizaremos la nocién de independencia de eventos.

80



Definicién 4.7 Sean X1, Xo,---, Xy variables aleatorias, definidas sobre

un mismo espacio de probabilidad (2, A, P). Diremos que dichas variables

son independientes sii cualquiera sean los conjuntos By, Ba, - -+ , By, € B (Borelianos
en R), los eventos Xj_1 (Bj), j=1,2,...k son independientes.

Los dos siguientes teoremas dan caracterizaciones de la propiedad de
independencia de un conjunto de variables aleatorias.

Teorema 4.11 Las variables aleatorias X1, -+ , X} son independientes si y
sdlo si para toda eleccion de conjuntos borelianos B, Bs, - -+ , By vale que

k k
PINX @) =117 (Xj‘l (Bj)) . (4.13)

Demostracién. Primero mostraremos que (4.13) es una condicién necesaria.
En efecto, si Xy, -+, Xy son independientes, (4.13) debe cumplirse por
definicién de independencia de eventos. Ahora probaremos la suficiencia de
(4.13). Debemos probar que (4.13) implica para cualquier subconjunto de
indices i1 < i9 < --- <1ip, h <k que

P OIX;(B@) ZUIP(X;(B”))'

Consideremos los conjuntos C; ,1 < i < k, definidos de la siguiente manera

C = B; si ¢ coincide con algun 4,
R en caso contrario.

Entonces dado que X; ' (R) = Q y P(Q) = 1, se tiene que

h k
Pl X, (By)| =P (ﬂ x;! (ci)>
j=1

i=1

(Xz'_l (C4))
(x;'(By)). ©

Ahora escribiremos la misma proposicién de otra manera

k
H P
j=1

h
H P
j=1
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Teorema 4.12 Las variables aleatorias X1, ..., Xy son independientes si y
solo si para toda coleccion de borelianos By, Ba, ..., Br vale que

k
Px (By x By x -+ x By) = [ [ Px; (B))

donde X = (Xl,XQ, cee ,Xk) .

Demostracién. Como Px; (Bj) = P(Xj_l(Bj)) por el Teorema 4.11 bastara
mostrar que

h
PX (Bl X B2 X X Bk ﬂ
7j=1

Para eso observamos que

Px (By X By x --- x By) = P(X~ 1(B1><Bg><---><Bk))
({w: X (w) € By x By X --+ x Bg})
({w (X1 (w),X2(w),...,X;(w)) € By Xx By x -+ x Bi})

k
P ﬂ{w X; (w) € Bj}

Px
Px

=P ﬂX;l(Bj) .o
j=1

El siguiente teorema, da una condicién necesaria y suficiente para la
independencia de un conjunto de variables que es mds simple de verificar.

Teorema 4.13 Una condicion necesaria y suficiente para que las variables

aleatorias X1, Xa, ..., X sean independientes es que para todo
(x1,22,...,21) € RF se cumpla que
Fx (z1,22,...,2) = Fx, (x1) Fx, (x2) ... Fx, (zk), (4.14)

donde X = (X1, Xo,..., Xg).

Demostracion.
Para ver que (4.14) es una condicién necesaria para la independencia de
Xi,..., X, basta aplicar el Teorema 4.12 a los conjuntos

By = (=00, 1], Bs = (—00,x9],...,Br = (—00, zg].
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Probaremos ahora la suficiencia. Consideremos los conjuntos del tipo
By X By X -+ X By X (=00, Zp41] X (—00, Tpya] X -+ X (—00, T),

donde B X Bs X -+ x B, son borelianos en R. Probaremos por induccién
sobre r que vale la siguiente propiedad que llamamos A, :

Px (By X By X -+ X By X (=00, Zy41] X (—00, Tpy2] X -+ X (—00, zk])
= Px; (B1) - Px, (Br) Px,;y (=00, Zr41]) - Py (00, 2]) . (415)

Para r = 0, la condicién (4.15) vale por hip6tesis, puesto que se reduce a un
producto de semirectas. Supongamos que vale para r y probemos que vale
para 7+ 1. En primer lugar probemos que si (4.15) vale para r, también vale
reemplazando (—oo, z,41] por R, esto es

Px (Bl X By X -+ X B xR x (—OO’:L'TJFQ] X oo X (—oo,xk])
= Px, (B1) - Px, (By) Px,,, (R)--- Px, ((—o0,zx]) =
= Px, (B1) -+ Px, (By) Px,, (=00, Ty42]) - - - Px, ((—00,m]) . (4.16)

Para mostrar esto podemos considerar una sucesién creciente de semirectas
C,, = (—o0,n]. Luego

o0
R=]JCn
n=1
y la sucesién {By X Ba X + -+ X B, X Cp, X (—00, Zyq2] X -+ X (=00, zk]}, n =
1,2,... es monétona no decreciente en R* y vale

UB1ngx---xBTxC’nx(—oo,er]x---x(—oo,xk]
neN
=By X By X -+ X By X R X (=00, Zp42] X -+ X (—00, ]

Luego usando que vale A, tenemos que

Px(Bl X Bg X -+ X BT x R x (—oo,:cr+2] X oo X (—OO,:L‘k])

= JLHQOPX(Bl X By X -+ X By X Cpyx(—00,Tpqa] X -+ X (—00, zk])

= lim Px(B1)Px(Bz) - Px(Br)Px(Cn)Px((—00, zr12]) - - - Px((—00, 24])
= Px(B1)Px(B2) - Px(B;) Px(R) Px ((—00, zr42]) - - - Px((—00, zx]),

que es lo que querfamos probar.
Ahora probaremos A, ;1 . Es decir debemos probar que dados borelianos
By, ....,Bry1 y reales x40, ..., 2 se tiene

Px (Bl X By X -+ X B X Br+1 X (—OO,:L‘TJrQ] X X (—oo,:nk])
= Px, (B1) - Px, (Br) Px,,, (Br+1) -+ Px, ((—00, zg]) . (4.17)
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Consideremos el conjunto
A=DB; X By XX B x R X (—00,&p42] X -+ X (—00, zk],

y distinguimos dos casos: (a) Px (A) =0, (b) Px (4) > 0.
Consideremos primero el caso (a). Por (4.16)

0=Px(A)=Px (B X By x -+ X By Xx Rx (=00, Zp42] X -++ X (—00, x])
= Px, (B1) - Px, (B;) Px,,, (R) -+ Px, ((—00, zx])

se tiene que
Px (B;) =0 para algiin 1 <7 <r

o bien
Px, ((—o0,x;]) = 0 para algin r +2 <14 < k.

En cualquiera de los dos casos el miembro derecho de (4.17) es 0.
Supongamos que Px (B;) = 0 podemos suponer que i = 1, para fijar
ideas. Entonces teniendo en cuenta que

By X By X+ X Bp X Bpy1 X (—00,Tpya] X -+ X (=00, 2] C By XxRx -+ xR,
obtenemos que

Px (B1 X By X -+ X By X Byy1 X (=00, Tpya] X « -+ X (—00, zk])
< Px (By xRx -+- x R) = Px,(B;) = 0,

y luego el miembro izquierdo de (4.17) también es 0 y la igualdad se cumple.
Ahora si Py, ((—o0,z;]) = 0, podemos suponer que ¢ = k y proceder de
manera andloga. Luego (4.17) vale para el caso (a).

Consideremos el caso (b), es decir que Px (A) > 0. Definimos un nuevo
espacio de probabilidades (R, B, P*) de la siguiente manera: Para todo B € B
definimos

Px(Bl X By X -+ X B. X B X (—OO,ZL‘T+2] X oo X (—OO,JJk])

P (B) = Px (A)

Obsérvese que los borelianos By, Ba,... B, y los reales x,49,...,x) per-
manecen fijos cuando se cambia B. Veamos en primer lugar que efectiva-
mente P*: B — [0, 1] es una probabilidad.

(i) Claramente
Px (A)

iy

=1.
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(ii) Supongamos que (Cy),~; C B es una sucesiéon de borelianos disjuntos
dos a dos. Entonces

P (Ue)

Px <B1 X By X -+ X B, X UC’nx (—00, Tyia] X - x(—oo,:rk]>

neN
a Px (A)
Px (U (B1 X By X +++ X By X Cp X (=00, Zpqa] X -++ X (—oo,a:k]))
neN
B Px (A)
> Px (By X By x - X By X Cpy X (=00, Ty 9] X -+ X (—00, x1))
B Px (A)
x (B1 X By X -++ X Bp x Cp X (—00, Zyya] X -+ X (—00, xk])
Px (A)

Px (
P (Ch).

o0
n=1
e.¢]
n=1
Esto prueba que P* es una probabilidad.

Observemos que en la deduccién anterior se usd, ademds de que P es
una probabilidad, una propiedad de la teoria de conjuntos, facil de probar:

Bi X By X -++ X By x UCnx (—00, Tpya], X - - - X (—00, 1]
neN
= | J (Bix By x -+ X By x Cp X (=00, Ty 2], x -+ X (=00, %)) .
neN

Ahora calcularemos el valor de P* sobre una semirecta. Dado que A, es
valida (hipétesis inductiva), si « € R se tiene

P*((—00,1])

_ Px (B1 X Ba x -+ X By x (=00, 2] X (=00, &y 42], X - -+ X (=00, x1])
a Px (A)

_ Px, (Bl) - Px, (BT) PXr+1 ((_OO>$]) - Px, ((_Oovxk])

a Px, (Bl) - Px, (Br) PXr+1 (R) - Px, ((—OO, xk])

= PXr+1 ((_Oo7x]) .

Entonces por la unicidad de la extensiéon como Py, ., y P* coinciden en las
semirectas (—oo,x] se tendrd por el Teorema de Extensién que para todo
BeB,

P* (B) = PXr+1 (B)
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En particular
P* (Brt1) = PXT+1 (Brt1) ,

y luego

Px (Bl X By X -+ X B X BT+1 X (—OO,:L‘TJrQ] X X (—OO,I‘k])
Px, (B1) -+ Px, (By) Px, ., (R)--- Px, ((—00,x]) .

PXT+1 (BT+1) =

Despejando de la ecuacién anterior y usando que Px, , (R) = 1 obtenemos

r+1 (

Px (B1 X By X +++ X By X Bpy1 X (=00, Tpy2] X -+ X (—00, 2x])
= Px, ., (Bry1) Px, (B1) -+ Px, (By) Px, 5 (Bry2) - - - Px,, ((—00, w])
= Px, (B1) -+ Px, (By) Px,; (Bry1) - -+ Px, ((—00, 7)),

y luego también vale A,4q. O

4.5.2. Conservacién de la independencia por transformaciones.

El siguiente teorema prueba que la independencia se conserva por trans-
formaciones.

Teorema 4.14 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad sean X1, Xs, ..., Xy,
variables aleatorias independendientes. Si g; : R — R, j = 1,2,...,h son
funciones medibles entonces Y1 = g1 (X1),Y2 = g2 (X2), ..., Yy, = gn (X},) también
son variables aleatorias independientes.

Demostracién. Aplicamos la definicién de independencia. Dados Bi, Bs, ..., By,
borelianos arbitrarios queremos probar que los conjuntos

Vi (By), Y, N (Ba) ..., Y, H(By)

son eventos independientes. Ahora bien para cada j = 1,2,...,h se tiene

Y U(B) = X! (g;l (Bj)> =X;71(C),

donde C; = gj_1 (Bj). Como los Cj, j =1,2,...,h son borelianos, la inde-
pendencia de las variables X; implica que los eventos X ; ! (C;) son indepen-
dientes. Luego las variables Y7, ...Y} son independientes. O

4.5.3. Independencia de vectores aleatorios.

Definicién 4.8 Definicion. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Sean
X1, Xao,..., Xy vectores aleatorios de dimensiones ki, ko, ..., ky respectiva-

mente, esto es
X;:Q—RF =12 ... h
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son vectores aleatorios. Diremos que el sistema de vectores es independiente

si dados By € B*, By € B*2,... B), € B, borelianos arbitrarios en sus
respectivos espacios, los conjuntos X;l (Bj), j=1,2,...,h son eventos
independientes.

Las siguientes dos proposiciénes dan condiciones necesarias y suficientes
para que un conjunto de vectores aleatorios sean independientes. Las dos
condiciones son andlogas a las obtenidas para variables aleatorias.

Propiedad 4.6 Una condicion necesaria y suficiente para que el conjunto
de vectores X1,Xa,..., Xy, donde X; es de dimension k; sean independi-
entes es que para todo By € B¥, By € B*2, ... B, € B se cumpla

Pj“( (Bl X Bg X e X Bh) = P)X1 (Bl) sz (BQ) Ce th (Bh) s
donde i = (Xl,Xg, ceey Xh) .
Demostracién. Andloga a la demostracion de la proposicién correspondiente

para variables aleatorias. O

Propiedad 4.7 Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto
de vectores X1,Xa, ..., X}, sean independientes es que para todo (x1 X2, . ..,Xp) €
RF1 xRF2 x - .. x RFr se tenga

Fj“( (Xl’Xg, . ,Xh) = FX1 (Xl) FXz (Xg) ce Fxh (Xh) y
donde i = (Xl,Xg, ceey Xh) .
Demostracién. Andloga a la demostracion de la proposicién correspondiente

para variables aleatorias.O

Propiedad 4.8 Sean X1,Xao,..., Xy un sistema de vectores aleatorios de
dimensiones k1, ka, .., kp respectivamente. Sean g1, ga, - . ., gn funciones med-
ibles, g; : RFi—RJ | § = 1,2,...,h. FEntonces los vectores aleatorios
Yi=91(X1), Yo=92(X2),...,Yr = gn(X}p) son independientes.

Demostracion. Andloga a la demostracion de la proposicién correspondiente
para variables aleatorias. O

87



88



Capitulo 5

Vectores aleatorios discretos
y continuos.

Tal como ocurre con las variables aleatorias, existen distintos tipos de
vectores aleatorios.

5.1. Vectores aleatorios discretos.

Definicién 5.1 Sea X = (X3, Xo,..., X}) un vector aleatorio. Si dice que
X es discreto o bien que tiene distribucion discreta sii para cada i =
1,2,...,h, X; es un variable aleatoria discreta.

Esto implica, de acuerdo a lo estudiado, que para cada ¢ = 1,2,...,h
existe un conjunto finito o infinito numerable Ry, tal que Px, (Rx,) = 1.
La Propiedad 5.2 que enunciaremos en breve muestra que el conjunto

Rx = Rx, x--- x Rx,

es finito o infinito numerable y que Px (R*) = 1.
Necesitamos previamente demostrar la siguiente propiedad

Propiedad 5.1 Sean Ay, ..., Ay una sucesion finita de eventos tal que para
todo i, 1 <i < h, tal que P (A;) = 1. Entonces

P (m) -

Demostracion. Basta probar que la probabilidad del complemento es cero.
Eso se sigue inmediatamente dado que la probabilidad es subaditiva y P (AY)
0. En efecto, se tiene

¢ h h
0§P<<ﬁA,~> ) —P(UAg) <) P4 =0.
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Luego

(7))

Observacién. La Propiedad 5.1 también vale para una sucesién numerable
de eventos y su demostracién es andloga.

Propiedad 5.2 Sea X = (X1, Xo,..., X}) un vector aleatorio. Entonces el
conjunto
R%ZRXl XKoee XRX;,,

es finito o infinito numerable y
Px (R*) =1.
Demostracién. Ry es a lo sumo numerable, porque un producto cartesiano

finito de conjuntos a lo sumo numerables es a lo sumo numerable. Ademds

h
{w: X (w) € Rx, x -+ x Rx, } = [ {{w: Xi (w) € Ry, }.

i=1

Luego por la Propiedad 5.1
Px(Ri) :PX(RX1 X -+ X Rxh) :P({w: X(OJ) € RX1 X - X RXh})

h
=P (m{w c X (w) € RXJ) =1,

1=1

yaque P ({w: X; (w) € Rx,}) = Px, (Rx,) =1. O

De manera andloga a como lo hicimos para una sola variable se puede
buscar el minimo conjunto que tiene probabilidad 1. Este conjunto puede
ser distinto de Rx.

Ejemplo 5.1 Consideremos un vector aleatorio X = (X1, X2) que asume
los wvalores {(0,0),(1,1)} con la misma probabilidad 0,5. De esto se deduce
que las variables aleatorias X1, Xo a su vez asumen los valores 0 y 1 con
probabilidad 0,5 para ambos. Ahora bien

R%x = Rx, x Rx, ={(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)}.
Se ve que el conjunto Ry puede ser reducido a Rx = {(0,0),(1,1)}.

Ms4s generalmente si X es un vector discreto de dimensién k, podemos
considerar el conjunto de los dtomos de la probabbilidad,

Rx = {x:Px ({x}) >0} C Rx, x--- x Rx,.

El siguiente Teorema, cuya demostracion es andloga al Teorema 3.1 mues-
tra que Rx es el minimo conjunto de probabilidad 1.
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Teorema 5.1 Se tiene que Px (Rx) = 1. Ademds si B € B* es tal que
Px (B) =1, entonces Rx C B.

5.1.1. Funcién de densidad de probabilidad conjunta.

Una vez obtenido el conjunto Rx donde se concentra la probabilidad de
un vector aleatorio discreto, vamos a mostrar que de igual manera que en
el caso de una variable aleatoria, podemos determinar una funcién definida
ahora sobre R¥ que determina totalmente a Px.

Definicién 5.2 Sea X = (X1, Xo,..., Xk) un vector aleatorio discreto. Se
define la funcién densidad de probabilidad conjunta px : RF — [0,1], aso-
ctada al vector X por

px (x) = Px ({x}).
Observacién. De acuerdo a la definicién de Rx se tendrd

(x) = >0 six € Rx
PXX) =19 0 si x ¢ Rx.

Como consecuencia de las anteriores observaciones y de manera andloga
a como lo hemos hecho para una sola variable se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.2 Para todo B € BF se tiene

Px(B)= > px(x)

x€EBNRx

= Z px (%) .

x€BNRY

Muchas veces es conveniente considerar el conjunto Ry = Ry, x Rx, X
-+ X Rx, en vez de Rx.

Teorema 5.3 Sea B = B; X By X ---X By, donde By, ..., By, son borelianos
en R. Entonces

(a)
Px (B) = Z Z Z px (z1,%2,...,Tk) .

xkEBkﬁka xk;,leBk,lI'\IRinl xleBlmRXl

(b)
Z Z Z px (x) = 1.

$k€RXk :CkfleRinl IIERXl
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Demostracién.

Px(B)= Y px(x)

x€BNRx

= Y mx(®

x€BNRY

= > px (%)

XGBﬂ(Rxl XRX2 ><-~~><RXk)

= > px (%)

XGBlﬂRxl XBQORXZ X"'XBkaXk

= Z Z Z px (T1,Z2,...,Tk) .

wkEBkﬂka xk,leBk,lﬂka71 $1€BlﬂRX1

Luego (a) vale. En particular si tomamos B; = R, luego B = R¥ y
1= Px (Rk>

= > px (x)

XGRxl XRXQ ><~~~><ka

YD S St

xkEka xk_leRX,%l xleRxl

y luego (b) vale. O
5.1.2. Caracterizacién de la funcién de densidad marginal
asociada a un subconjunto de variables.

Se trata de determinar a partir de la funcién de densidad conjunta, la
marginal asociada a un subconjunto arbitrario de variables. Para fijar ideas,
consideremos un vector aleatorio X = (X1, Xo, ..., Xpn, Xpt1,..., Xg) y un
subvector X* = (X7, Xo,..., X}p).

Propiedad 5.3 La funcion de densidad marginal asociada al vector X*
viene dada por la formula

px+ (x) = Z Z Z DX (T1y oy TRy Tty - ooy Th) -

Thy1€Rx, ) Thi2€Rx, zpE€ERX,
Demostracion. Aplicando la definicién de px

px+ ((v1,22,...,75)) = Px ({(z1,22,...,74)})
— Px ({{z} x {@2} x -~ x {2} xR x --- x R).
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Entonces de acuerdo al resultado anterior

DX (($1,1‘2,...,:L‘h)):PX({:L‘I}x{xQ}x...x{xh}xRx XR)

= Z Z PX(T1, .oy Thy Tha1s .-y Tk)

l‘kERﬂRXk I}L+1ERﬂka+1

= Z Z PX(T1y- s Thy Thtds - -5 k). O

xkERXk 1‘k+1ERXk+1

Ahora vamos a dar una condicién necesaria y suficiente de independencia
para el caso de variables aleatorias con distribucién discreta, en términos de
la funcién de densidad conjunta y sus marginales.

Para esto recordemos que una condicién necesaria y suficiente para que
el sistema de variables aleatorias X1, Xo,..., X} sea independiente es que
dados borelianos arbitrarios By, Ba, ..., By

PX (Bl X Bg X oo X Bh) = PX1 (Bl) PX2 (Bg) A PXh (Bh) (51)

Teorema 5.4 Sea X = (Xy, Xo,...,X}p) un vector aleatorio con distribu-
cion discreta. Una condicidn necesaria y suficiente para que el conjunto de
variables aleatorias X1, Xa, ..., X}y con distribucion discreta sea independi-
ente es que para todo x = (x1,...,15) € RP

px () = px; (1) Px;, (22) - - - Px, (%) - (5.2)

Demostracion.

Es fécil ver que (5.2) es necesaria. Tomando en particular los borelianos
B; ={z;}, j=1,2,...,h y aplicando (5.1) se obtiene

px (x) = Px ({(%1, %2, ..., 2p)}) = Px ({71} X {72} X - -+ X {z1})
= Px, ({z1}) Px, ({22}) ... Px,, ({zn})
= px, (21) px, (%2) - .. px,, (Tn) -

Ahora veamos la suficiencia. Tenemos que probar que si ocurre (5.2) en-
tonces las variables X1, ..., X} son independientes. Como (5.1) implica la
suficiencia, bastard probar que (5.2) implica (5.1).

Como la demostracién para k = 2 es similar a la demostraciéon general
pero la notacién es mas simple, lo probaremos en este caso. Consideremos un
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vector de dos componentes X = (X1, Xo) y sean By, By borelianos, entonces

Px (By x Ba) = Z Z px (T1,22)

x1 EBlﬂRXI IQEBQQRX2

= > > pxi(21)  px, (z2)

xr1 EBlﬂRxl Z‘zEBQﬁRXz

= Y. pxila) Y. pxan) .0

$1€BlﬁRxl mgGBzﬂsz

Observacién. En la iltima igualdad hemos usado la férmula

> -3 w- (Ya) (0]

(a,b)eAXB acAbeB acA beB

5.2. Ejemplos de vectores aleatorios con distribu-
cién discreta.

5.2.1. Distribucién Multinomial.

Supongamos que un experimento que tiene k posibles resultados se repite
n veces en forma independiente. Sean A;,i = 1,2,...,k, los posibles resul-
tados del experimento y p; la probabilidad que el resultado sea A;. Luego

k

Existen una gran cantidad de ejemplos de este tipo de experimentos.
Por ejemplo si “se tira un dado” hay seis posibles resultados con la misma
probabilidad . Luego p; = 1/6, i = 1,...,6. Otro experimento puede ser
“se registra el voto de n ciudadanos elegidos al azar en una eleccién donde
hay k candidatos”. En este caso en principio los valores de los p; pueden ser
arbitrarios.

Denotamos con X; a la variable aleatoria “cantidad de veces que ocurre
el resultado A; a lo largo de los n experimentos” ¢ = 1,2,...,k y formemos
el vector aleatorio X = (X1, Xa,...,Xg). Se dice que el vector aleatorio
X = (Xy,...,X}) tiene distribucién multinomial con k resultados distin-
tos con probabilidades pi,...,pr y n repeticiones y serd simbolizada por

Mk (p17 cee 7pkan)‘
Como espacio muestral consideremos

Q:{(il,ig,...,in):ij €N, 1§ij Sk},

donde ; indica el resultado que ocurrié en la j—ésima repeticién del exper-
imento.
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Por ejemplo sin =4y k = 3 la 4-upla (1, 3,2, 3) indica que el resultado
Aj ocurrié6 la primera vez y nunca mads, el resultado Ag la segunda y cuarta
vez y el resultado Ao la tercera.

Con este espacio muestral, las variables aleatorias X; : 2 — N estan
definidas por

Xi ((il,ig,. . ,’Ln)) = #{] : ij = Z}

y se tiene que
k

> Xi((iayiz, .-y in)) = n.

i=1

El espacio €2 no es equiprobable. Vamos a encontar ahora la probabilidad
de cada elemento (i1, .. .,i,) de Q2.Consideremos los eventos

B; = {en el experimento j el resultado fue i}, j=1,...,n

Vamos ahora encontrar la probabilidad P definida sobre €2.Luego el resul-
tado (i1,42,...,1,) es equivalente a la interseccién de Bj, 1 < j < n. Como
suponemos independencia de los experimentos y el evento Bj tiene proba-
bilidad p;,resulta

P({(i17i27 cee 7277/)}) = DPi1Piy - - - Piyp,

X1((izreiin) pXo((inizein) | pXu((inzsenin),

=D p

El rango de X es
n
Rx = {(331,-‘-7561@) 0<a<n, Y w; :n}
i=1
Fijado x = (z1,...x) € Rx, calcularemos la probabilidad del evento

A=X"1(x)
= {(il,ig, ce ,in) eN: X((il,ig, . ,Zn)) = (:L‘l,.’L'g, ce ,$k)}

El evento A ocurre cuando para cada ¢, 0 < z; < k, el resultado A; ocure x;
veces en las n repeticiones del experimento. En particular si (i1, 9, ...,iy,) €
A, de acuerdo a (5.3) se tendrd

P ({(ir,ig, . yin)}) = p1'P5" -+ PR

Luego todo los elementos de A tienen la misma probabilidad y por lo
tanto la probabilidad de A estard dada por la probabilidad de un elemento
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por su cardinal . Un argumento simple de combinatoria muestra que

B
_ nl (n— z1)! (n—m -z
(a;l)un—g:!)! (@) (n — 21 — 22)! (23)! (0 — 21 — 22 — 23)!

Esto resulta del hecho de que para elegir un elemento de A hay que elegir
los x1 lugares donde ocurrié A; entre los n, hay que elegir los x5 lugares en
los que ocurrién A, entre los n — x1 restantes, etc.

Luego tendremos

n' L1, T2 Lk
(l’l)' (xg)' ($3)' e (xk)!'pl p2 . .pk '

px (z1,22,...,25) = Px (A) =

5.2.2. Distribucién Hipergeométrica Multivariada.

Consideremos N objetos que pueden clasificarse en k clases distintas
Aq, As, ..., Ag.

Supongamos conocida la cantidad de objetos de cada clase, digamos D1
de la clase A1, Do de la clase As, ..., Dy de la clase Ay, y por lo tanto
Zle D; = N. Supongamos que se realizan extracciones de n objetos y
sea X; la “cantidad de objetos de la clase i que se obtuvieron en las n
extracciones”. Consideremos el vector aleatorio X = (X1, Xs,..., Xk) .

Existen dos posibilidades

(a) Las extracciones se hacen con reposicion. En este caso, el experimento
tiene distribucién multinomial con pardmetros p1, p2, ..., pr v 1, donde
pi = D;/N.

(b) Las extracciones se hacen sin reposicion. En este caso la distribu-

cién se denomina hipergeométrica multivariada y serd denotada por
HGMk(Dl, ey Dk, n)

El rango del vector X estard dado por
RX:{(xl,xg,...,xk): 0<zx; <D, $1+$2+~"+$k:n}.

Como cada n-upla tiene una probabilidad distinta, no serd conveniente
tomar como espacio muestral el conjunto de estas k—uplas. Para construir
un espacio de probabilidad equiprobable procedemos de la siguiente manera.
Comenzamos enumerando todos los objetos de la siguiente manera. Los de
clase 1 por

M, =A1, 2,...,D1}.



Los de la clase 2 por
My ={Di1+1, D1 +2,...,D1+ Dy}.
Los de la clase 3 por
Ms={D1+Ds+1, D1 +Dy+2,...,D1 + Dy + D3}.

y finalmente los de la clase k por

k—1 k—1 k
My, = {ZDi+1, ZDi—i—Q,...,ZDi}.
i=1 i=1 i=1
Definamos entonce el espacio muestral por
Q={A:AcC{1,...,N}, #A =n},

Si el conjunto A se interpreta como el conjunto de los nimeros de las bolillas
obtenidas, resultard que todos los elementos de €2 son equiprobables. Por
ejemplo si N = 20 y n = 3 la probabilidad de extraer los elementos {1,2,17}
0 {2,6,8} es la misma.

El niimero de elementos de ) es la cantidad de subconjuntos de n ele-
mentos que se pueden formar con los N dados. Luego

#@=(7)

Dado A € Q, se define X;(A) = #(ANM;),1 < i <k, y X(4) =
(X1(A),..., Xk(A)). Consideremos ahora el evento

C={A:X(4) = (z1,22,...,7k)}.
El evento C representa todas las extracciones en las que resulta que hay

exactamente x1 elementos de la clase Ai, x5 de la clase Ao, ..., x; de la clase
A. Un argumento combinatorio simple muestra que el cardinal de C' es

ro=() ) ()

BB (B)

de manera que

px(:El,:EQ,...,:L’k) :P(O) =



5.3. Vectores Aleatorios de tipo absolutamente con-
tinuo.

Definicién 5.3 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y X = (X1, Xa, ..., Xk)
un vector aleatorio. Se dice que el vector es absolutamente continuo si exis-

te una funcion integrable sobre R*, fx : R¥ — Rsq llamada funcion de
densidad de la probabilidad Px tal que

Tk Tk—1 1
Fx(xl,xg,...,.’l?k)_/ / / fx(tl,tg,...,tk)dtldtg...dtk
—00 J —00 —00

:// fx(t)dt,
(—00,z1] X (—00,z2] XX (—00,k]
donde t = (tl, tz, N ,tk) Yy dt = dtldtg e dtk

Tomando lfmite cuando 1 — oo, ...,z — 00, se tendrd

/+C>o /+oo /+OO t)dt = Px(R*) = 1.

El siguiente teorema da la probabilidad que un vector aleatorio tome valores
en un rectdngulo k-dimensional.

Teorema 5.5 Supongamos que X = (Xi,...,Xx) sea un vector aleatorio
absolutamente continuo con densidad fx. Sean a1 < by, as < bg, az <
b3, ...,ar < bg. Luego se tiene

Px ((a1,b1] x (a2,b2] x -+ x (ak, by])
by bk 1 b1
/ / . fX (tl,tg,...,tk) dtidts . . . dtg.

:// fx (t)dt,
(al,bl]><(a2,b2]><---><(ak,bk]

Demostracion. Tenemos que mostrar que

Ay (ag, br) - - A1 (a1, b1) Fx (z1, 72, ..., 7)
br  rbr—1 b1
/ / : fx (t1,ta, ... tg) dtrdts ... dty

Para esto bastard probar que para todo 1 < h < k se tiene

Ay (ap,by) - Aq (a1, b1) Fx (x1, 22, - .o, Th Thgt, - - - Th)

Thil [fba b1
/ / / fX tl,tg,...,thjh_,_l,...tk) dtpdts . . . dtp,
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y esto se prueba por induccién en h. O
Observacién. Usando la integral de Lebesgue, se puede probar, mediante
teorfa de la medida e integracién que para todo boreliano B € BF

Px (B):/---/fo (t) dt. (5.4)

Si se usa la integral de Riemman, la integral del segundo miembro de (5.4)
puede no existir. Unicamente existe si el borde de B tiene medida de Riem-
man 0. En cambio la correspondiente integral de Lebesgue siempre existe.
Desde el punto de vista practico en este curso solo se va a trabajar con
conjuntos B para los cuales la integral de Riemman existe.

La funcién de densidad de probabilidad tiene una interpretacién anédloga
a la que hemos visto para el caso univariado. La siguiente propiedad dice
que en un punto de continuidad, el limite de la probabilidad de un entorno
de un punto sobre su volumen, cuando el entorno se aproxima al punto es
el valor de la densidad en el punto. Mds precisamente

Teorema 5.6 Sea fx la funcion densidad asociada al vector aleatorio

X =(X1,Xo,...,X) continua en el punto xg = (z10,220,--.,Tko). En-
tonces
P _ _
. X ([wlo h,x19 + h] X i X [:L‘ko h, Ty + h]) ~ ix (Xo).
h—0 (2h)

Demostracion. Es andloga al caso univariado y se deja como ejercicio. O

Observacién. Los entornos ctibicos se pueden reemplazar por otro tipo de
entornos, por ejemplo entornos esféricos. En el denominador habra que poner
el volumen correspondiente.

Bajo el supuesto de que la densidad sea continua, se puede escribir la
densidad como la derivada parcial cruzada de orden k de la funcién de
distribucion.

Teorema 5.7 Supongamos que fx sea continua en xqg. Entonces

al<;f;1)( (1'1,1]2, K $k)

Ix (x0) =

8$ka$k_1 cee 8:1)1

X=X(

Demostracién. Por Fubini se tiene

T Th—1 T1
FX(l’l,iU%---,fEk):/ / / Ix (t1,t, ... tg) dtidts . . . dty
—o00 J—o0 —00

1 Tk Tk—1 1
:/ [/ / / Sx (t1,tas - b)) diba - diy | diy
oo L)oo oo .
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y aplicando el teorema fundamental del cdlculo resulta

OF o pmes e
X(xlém’ 2 Zk) —/ / / Fx (@1, b2 . ) dbs . . dt.
T —00 J —00 —00

*2 Tk Tp—1 x3
_/ |:/ / / fX<$17t27“’7tk)dt3...dtk dt2

y aplicando nuevamente el teorema fundamental del cdlculo obtenemos

8-F1)( T1,X2,...,Tk Tk Tp_1 T
(axa )_/ / / fx (@1, 22,5, . t) dts . .. dty.
2071 oo ) oo o

Repitiendo lo mismo & veces se demuestra el teorema. O

Definicién 5.4 Dado un boreliano B € B¥ se define su volumen de la sigu-
tente manera

Vol(B):/---/Bd:cld:pg...dxk:/---/de.

Observacién. Un caso tipico de conjuntos con volumen 0 resulta ser un
punto en R, una recta en R?, un plano en R? y en general un hiperplano en
R*. Las uniones a lo sumo numerables de conjuntos de volumen cero tienen
volumen cero. En general cualquier subconjunto de R*¥ de dimensién j con
j < k tendrd volumen 0. Por ejemplo las curvas en R? o las superficies en
R3.

Veremos que si el vector aleatorio es absolutamente continuo la funcién
de probabilidad asociada asigna probabilidad 0 a conjuntos cuyo volumen
es 0.

Teorema 5.8 Sea X un vector aleatorio de dimension k. Si B € B tal que
Vol(B) = 0 entonces Px (B) = 0.

Demostracién. Sea
Co = {x €R*: fx(x) > n}.

Es claro que si x € C),41 entonces fx (x) > n+1 > n de manera que x € C,,
es decir la sucesién de conjuntos {Cy,}n>1 es decreciente y ademds, puesto
que la funcién fx es finita en todo punto, se tiene ()2, C,, = @. Luego
también se tendrd

lim Px (C,) =0.

n—~o0

Podemos descomponer a B = (BN C,) U (BNCS). Como esta unién es
disjunta, se tiene

Px (B) = Px (BN Cy) + Px (BNCC).
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Ahora calculamos Px (B N C¢). Para ello observemos que para todo n € N

P(BﬂCﬁ)—/---/BmCCfX x) dx
e

nVol (BN CY)
< nVol (B)
0.

| /\

Entonces para todo n € N resulta
Px (B) = Px (B N Cn) < Px (Cn) R

de manera que pasando al limite se concluye que Px (B) =0. O

Observacién. Existe una diferencia importante entre los vectores discretos
y los absolutamente continuos. Recordemos que un vector es discreto si y
sélo si sus componentes son variables discretas. Esto no ocurre en el caso de
los vectores aleatorios absolutamente continuos. Para demostrarlo daremos
un contraejemplo.

Consideremos una variable aleatoria X1, con distribucién absolutamente
continua y sea X2 = X; de manera que el vector X = (X7, X3) tiene como
componentes variables aleatorias con distribuciones absolutamente conti-
nuas. Ahora veamos que el vector X no puede tener distribucién absoluta-
mente continua.

Para ello observemos que

2. —
B = {(.’L‘l,.’EQ) ER:x1 = $2}
2 . .
es una recta en R* de manera que tiene volumen cero. Pero sin embargo

Px(B)=P({weQ: X; (w) =Xz (w)) =P(Q) = 1.

Teorema 5.9 Sea X = (X1, Xo, ..., Xn, Xpt1,...,Xi) un vector aleatorio
de dimension k. Consideremos un subconjunto de coordenadas y formemos
el vector aleatorio asociado X* = (X1, Xa, ..., Xp). Entonces X* también es
absolutamente continuo y

fx* $1,ﬂ:’2, . (55)

+oo +oo +oo
/ / / 1‘1,1‘2, Thy thtd, - .,tk) dtpr1dtpys .. . dtg.
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Demostracién. Tenemos que

FX* ($1,$2,...,$h)
= PX* ((—OO,I’l] X (—OO,JTQ] Xoeee X (—OO,%}L])

= Px | (—o0,x1] X (=00, 2] X +++ X (—oo,zp] X RXxR x -+ xR

k—h factores

/ / fx (t1,t2, ... ty) dtrdty . . . dty,
(—o0,z1] X (—00,x2] X... X (—00,zp | XRXRX... xR

+oo +o0 +oo
/ / / / / fx tl, tQ, .. ,tk) dtl e dthdth+1dth+2 ce dtk

Por lo tanto, usando Fubini, se tendrd

FX*($ sy L2y ..y, L

+oo  ptoo +oo 1
/ / / / . / fx (tl, to, ... ,tk) dty...dtpdtp1dtpys ... dtg
oo —00

Th +oo +o0o “+o0o
:/ / |:/ / fx(tl,tg,...,tk)dth+1dth+2...dtk dty ..
—00 —00 /-0 J—00 —00

Luego tenemos que

Tp T
FX*(£1,£2,-"7$h):/ / fX*(tlatQa-"vth)dtl---dtha
—o0 —o0

donde fx+ estd dada por (5.5). Esto prueba el Teorema. O

Observacién. Por comodidad hemos escogido las primeras h componentes
pero lo mismo puede hacerse para una coleccién arbitraria de ellas. En el
caso de una distribucién bivariada X = (X1, X3), X* = X

+o0
fxy (1) =/ fx (x1,22) dxa.

—00

El siguiente Teorema da una condicién necesaria y suficiente para que
un conjunto de variables absolutamente continuas sean independientes.

Teorema 5.10 Sean X1,..., X variables aleatorias absolutamente contin-
uas con densidades fx,,..., fx,. Luego estas variables son independientes
st y solo si el vector X = (X1,...X}) tiene como densidad conjunta a la
funcion
k
flay, .o ae) =] [ fx (@)

=1
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Demostracion. Como sabemos, por el Teorema 4.13, que X1,..., X son in-
dependientes si y sélo si

k

Px(x) =] [Fx. (=), (5.6)

=1

por el Teorema 4.5 (Teorema de Extensién para vectores aleatorios) bastard
probar que la funcién de distribucién F' correspondiente a f estd dada por
(5.6). Vamos a mostrar que esto es cierto. En efecto, tenemos

Tk 1 k
F(wl,,:rk):/ / Hsz(xz)dzL‘ld:rk
—00 —0 ;-1

k z;
= H/ fxi(w)dz;
=17 ">

k
= HFXi (a:,),
=1

y luego el Teorema queda probado. O

El siguiente Teorema que se deja como ejercicio prueba una propiedad
similar para vectores.

Teorema 5.11 Sean X4,..., X} vectores aleatorios absolutamente contin-
uos con densidades fx,, ..., fx,- Luego estos vectores son independientes si
y sdlo si el vector X*= (X,,...Xy) tiene como densidad a la funcion

F(x1,. . xp) :foi (xi).
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Capitulo 6

Transformaciones de
variables y vectores
aleatorios.

En esta seccién estudiaremos cémo se obtienen las distribuciones de vari-
ables o vectores aleatorios obtenidos a partir de otros a través de cierto tipo
de transformaciones.

6.1. Transformaciones monotonas de variables aleato-

rias.

Sea (€, A, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria.

Consideremos una funcién g : R — R continua y estrictamente mono-
tona, es decir, estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente. Sabe-
mos que Y = g (X) es otra variable aleatoria. Queremos estudiar la relacién
que existe entre Fx v Fy.

Caso de g estrictamente creciente.

La imagen de g (R) es un intervalo abierto (a,b) de longitud finita o bien
infinita, es decir también puede ser —oco y b = 00.El siguiente teorema da la
relacion entre Fxy y Fy.

Teorema 6.1 Sea g : R — R una funcidn estrictamente creciente y sea
(a,b) = g(R). Entonces si X es una variable aleatoria con funcion de dis-
tribucion Fx, la funcion de distribucion de Y = g(X) serd

0 sty <a
Fy(y)=1 Fx(97' () siye(a,b) (6.1)
1 sty > b.
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Demostracion. Sea a < y < b. Como ¢ es estrictamente creciente se tendrd
Fy(y) =P(Y <y)=PgX)<y)=P(X <9 (v) =Fx (97 )
Siy < a se tendré que {w : g(X(w)) <y} = @ y luego
Fy(y) = P({w: g(X(w)) <y}) = 0.
Del mismo modo, si y > b se tendrd {w : ¢(X(w)) <y} =Q, y luego

Fy(y) = P({w: g(X(@)) < y}) = 1. O

Caso de g estrictamente decreciente.
Nuevamente la imagen de g es un abierto (a,b) de longitud finita o
infinita. En este caso tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2 Sea g : R — R una funcion estrictamente decreciente (a,b) =
g(R). Entonces se tiene

(a) Si X es una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx, la fun-
cion de distribucion de Y = g(X) serd

0 siy<a
Fy(y)=q 1-P(X<g'(y) siye(ab) (6.2)
1 siy > b.

(b) Si ademds Fx es continua se tendra

0 sty<a
Fy(y)=4 1-Fx(97'(y) siye(ab) (6.3)
1 sty > b.

Demostracion.

(a) Como g es estrictamente decreciente se tiene para a < y < b que

Fy(y) =P <y)=P(g(X) <y)
=P(X>2g97(y)=1-P(X <9 (¥).

Los casos y < ay y > b se demuestran como en el Teorema 6.1.

(b) En este caso se tiene

P(X<g')=P(X<g')=1-Fx (9" (2).0
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Ahora caracterizaremos la funcién de densidad asociada a Y. Suponga-
mos que X tiene distribucién absolutamente continua con densidad fx y
ademsds que g es derivable.

Teorema 6.3 Sea g : R — R una funcidn estrictamente creciente o decre-
ciente y derivable con ¢'(y) # 0. Sea (a,b) = g(R), entonces si X es una
variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densidad fx, la
funcién de densidad de'Y = g(X) serd

0 siy<a
_ ) Ix (971 () " a

fr ) 9" (97 () | y€@h) 64
0 siy > 0.

Demostracién. En el caso de que g es estrictamente creciente, (6.4) se obtiene
derivando (6.1) y observando que g’ > 0. En el caso que g sea estrictamente
decreciente, derivando (6.3) y observando que ¢’ < 0. O

Un caso especial de interés ocurre cuando g es una transformacién afin,
es decir cuando g (x) = cx+dconc# 0. EnestecasoY = g(X) =cX+dy

—d
¢ (z) = c. Comoa = —00 y b = +00, teniendo en cuenta que g~ (y) = 4 .
obtenemos ) J
_ = y—
fx (y) = ‘c,fx < . ) : (6.5)

6.1.1. Distribucion Normal

Hemos visto la distribucién de una variable normal standarizada X ~
N (0,1) cuya funcién densidad es

1 2
x () = exp (—z“) .
Jx (@) = —Z=cxp (=’

Ahora vamos a definir para todo p € R y para todo o € Rsq la distribu-
cién normal con media p y varianza o2 que indicaremos con N(u, 0?). Esta
distribucion es la que corresponde a Y = 0 X + u, donde X es N (0,1).

De acuerdo a (6.5) tendremos

fr (y) = lfx (y — #>

g g




0.6

Figura 6.1: Densidad de la normal estdandar (en lineal llena), de la N(0,4) (en linea
de puntos) y de la N(0,1) (en linea de puntos y rayas).

El significado de los pardmetros p y o se estudiard en la seccién 7.7.1.
Adelantemos que p representa un desplazamiento horizontal de la densidad
e indica el centro de simetria de la misma. La densidad alcanza su méximo
en 4y a medida que nos alejamos de pu, la densidad va decreciendo. El
parametro o, indica la dispersion de la variable respecto del centro. Un factor
o grande “achata” la curva hacia el eje de abcisas, y en este caso la dispersién
es grande . Cuando o es chico, la probablidad esta m&s concentrada cerca
de p.

En la Figura 6.1 se muestran densidades normales con diferentes valores
de o ilustrando el significado de este pardametro.

Ejercicio. Se deja como ejercicio mostrar que si Y tiene distribucién
N(u,02), entonces Z = (Y — u)/o tiene distribucién N(0, 1). Esta transfor-
macién se llama estandarizacion de la variable Y y permite calcular las prob-
abilidades de cualquier distribucion N(u, 0?) usando la distribucién N(0, 1).
Por ejemplo, sea Y con distribucién N(3,4) y supongamos que queremos
encontrar P(3 <Y < 5). Luego Z = (Y — 3)/2 es N(0, 1) y tendremos

3-3 Y-3 5-3
P@<Y<@:P( >

2 < 2 < 2
=P0<Z<1)
= ®(1) — ©(0)

donde @ es la funcién de distribucién de una N(0,1). Usando una tabla de
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la N(0,1) encontramos que ®(0) = 0,50 y (1) = 0,8413 Luego

P(3<Y <5)=0,8413 — 0,50 = 0,3413.

6.2. Transformaciones inyectivas de vectores aleato-
rios.

Recordemos algunos resultados de cédlculo integral en varias variables.

Sea U C R¥ un abiertoy g : U — R* una funcién inyectiva de manera que
g:U — V = g(U) resulta biyectiva. Podemos representar g = (g1, ..., 9x),
donde g; : U — R. Luego existe g~' : V — U. Supongamos que g es
diferenciable en cada punto x € U. El jacobiano de g se define por

Igi(x) Igqi(x)  Ogi(x)
0x1 0xo ox
9g2(x) 9ga(x)  Oga(x)
Jy (x) = det Oy Oz Oy, # 0.
Ogr(x) Ogr(x)  Ogr(x)
0x1 Oxo oxy,

1

Entoncessiy € Vy J, (gfl(y)) # 0, resulta que g~ es diferenciable en

y Vv se tiene
1
Ty (¥) = ———.
! Jg (971 (y))
El siguiente teorema permite realizar un cambio de variables para inte-
grales miiltiples.

Teorema 6.4 Sea A C U C R¥ un conjunto tal que el borde tiene medida
de Riemann 0, f : U — R una funcién continua, g : R¥ — R¥ una funcion
inyectiva y diferenciable tal que J4(x) # 0 para todo x € A . Entonces

/"'/Af<x)dx_/”'/g(A)f(91(Y))|ng(y)|dy.

donde dx = dxidxs . ..dxy ydy = dy1dys . . . dyy.

Sea ahora X = (X7, Xs,..., X)) un vector aleatorio con distribucién
absolutamente continua y sea fx su densidad. El siguiente teorema permitird
encontrar la distribucién del vector Y = g (X).

Teorema 6.5 Sea X = (X1, Xo,..., X) un vector aleatorio absolutamente
continuo con densidad fx tal que Px (U) = 1, donde U es un abierto en R¥.
Sea g : U — RF una funcioén inyectiva diferenciable tal que para todo x € U
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se tiene Jg (x) # 0. Luego el vector Y = g(X) también es absolutamente
continuo y su densidad estd dada por

) =rx (g ) - (y) v (¥).,

donde V= g(U), e Iy es la funciéon indicadora del conjunto V.

Demostracién. Para esto bastard demostrar que para todo B € BF

Py / [ @) I ey (69

Por definicién de funcién de densidad de X se tiene que

Py (B)=P(YeBNV)
=P(g(X)e BNV)
=P (Xeg ' (BNYV))

J [

1(BAV)

Usando la férmula de cambio de variables en integrales multiples resulta

&@)/ [ ) ax

1(BV)
/ / ) [y ()] dy.

Sea g : U — W y H C W. Es facil ver que una condicién necesaria y
suficiente para que g (gf1 (H)) =Hesque HC g(U). Como BNV CV =
g(U) resulta g(¢g71 (BNV)) = BNV y por lo tanto

fwmzfm/mvﬂ)mwww
g(g=1(BNV))

— [ [ axla o) s )] dy

BNV
/ [ (7 @) [y ) ey
Esto muestra que vale (6.6). O

El resultado anterior vale cuando g es diferenciable y biunivoca de un
abierto de RF en RF. Veamos ahora que ocurre cuando ¢ es una funcién
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diferenciable de un abierto de R¥ en R7 con j # k. Si j > k nada podemos
hacer puesto que en tal caso el conjunto g(U) es un conjunto de dimensién
k y por lo tanto tiene volumen 0. Luego como Py (g(U)) = 1,Y no puede
ser un vector absolutamente continuo.

Consideremos ahora j < k y sea U un abierto en R¥. Supongamos que
g=(g1,-..,9;) : R¥ — R/ donde cada g; : U — R, 1 <1 < j, es una funcién
diferenciable. Trataremos de derivar la densidad fy de Y = g(X). Esto es
posible si se pueden encontrar funciones diferenciables ¢; : R¥ — R, i =
Jj+1,...,h tales que si llamamos g = (g1,...,9j,9j+1,----,gr) la funcién
g : R¥ — RF resulte inyectiva y J5(y) #0 para todo y €U. En, efecto en este
caso por el teorema anterior podremos encontrar la densidad de Y = 9(X)
que denominaremos fg . Luego la densidad de Y serd

o0 o0
fy (i, y5) :/ / feWis e Y vje -5 Ye)dYv - - - Ay
—00 —0o0

Veamos un ejemplo del uso de este procedimiento. Sea X = (X1, X2) y
consideremos Y = X1+ X». Si definimos g : R? — R por g (21, 72) = o1 +2,
vemos que Y = ¢g(X). En este caso 1 = j < k = 2. Ahora consideremos
G : R?— R2, definida por g(x1,m2) = (x1 + z2,22) e Y =(Y7,Y2) con Y7 =
g (X) e Y5 = Xo. Luego estamos en las condiciones del teorema puesto que
g : R? — R? es biyectiva, diferenciable y su Jacobiano es

11
Jg(xl,a?g) :det< 0 1 ) =1.

Luego tenemos g~ ' (y1,v2) = (y1 — Y2, ¥2)-
En este caso U = V = R2, y entonces acuerdo al Teorema 6.5, se tendra

N =rxG®) 5]
= fx(y1 — y2,92)

fr(y) = /00 x(y — y2,92) dyo.

En el caso que X; y X2 son independientes con densidades fx, y fx,,
se tendra

Ix (21, 22) = fx; (71) fx (22),

y entonces fy estd dado por

friy) = / - o) o () due. (6.7)

La funcién f, dada por (6.7) se denomina convolucién de fx,(z1) y

fxa(22).
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6.3. Algunas aplicaciones a la distribucién normal.

Sea X = (X1, X2,...,Xk) un vector aleatorio tal que sus componentes
son variables aleatorias independientes con idéntica distribucién N(0, 1). Sea
A € RF*F una matriz ortogonal, es decir tal que A~' = A’ donde A’ denota
la traspuesta de la matriz A. Definimos la funcién ¢ : R¥ — RF dada por
g (x) = xA y consideramos el vector aleatorio Y = X A. El siguiente teorema
muestra que la distribucién de Y es la misma que la del vector X.

Teorema 6.6 La distribucion de vector Y es la misma que la del vector X.

Demostracién. La funcién de densidad del vector X es

)=~ o (1)

S S <_ix2>
(2m)* =

= 1 €ex —1 X 2 .

- = b (3 I7)

Sea g : R¥ — R¥ definida por g(x) = x4, luego g~ (y) = yA™! = yA'.
Calculando el Jacobiano de g vemos que Jy (x) = det A = £1, de manera
que por el Teorema 6.5 y el hecho de que por ser A’ ortogonal ||g~! (y) || =
llyA’|| = ||lyl|, la densidad de Y estd dada por

fx ) =rx (g7 ) [Jg-1 (y) Hgx (y)
=fx (g7*

Esto prueba el teorema. O

El siguiente teorema prueba que combinaciones lineales de variables
aleatorias normales independientes son normales.

Teorema 6.7 (i) Sean X1, Xo,..., Xy variables aleatorias independien-
tes con distribucion N(0,1). Sean by, ..., by nimeros reales, tales que
Zle b? = 1, es decir el vector b = (b1,...,b;) € R¥ tiene norma
unitaria. Luego la variable Z = by X1+ - -+ b Xy también distribucion

N(0, 1).
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(ii) Sean Y1,Ya, ..., Y} variables aleatorias independientes tales que Y; tiene
distribucion N(,ui,aig), luego dados nimeros reales oy ...,ar y B3, la
distribucion de Z = Zle a;Y; + B es

k k
N (o3 ot )
=1 =1

Demostracion.

(i) Sea a;=(b1,ba,...,b;)", donde ’ indica traspuesto . Entonces ||a;|| =
1. Podemos extender {a;} a una base ortonormal de R¥. Es decir exis-
ten vectores columnas as, as, . . . , a; ortogonales y de norma 1 tales que
{a1,a2,...,a;} es una base de R*. Luego la matriz B cuyas columnas
son los vectores a;j, j = 1,2,...,k es una matriz ortogonal. Definamos
el vector aleatorio Y = XB, y sea Y; la componente i—ésima de Y.
Por lo visto anteriormente las variables aleatorias Y;, (i = 1,2,...,k)
también son independientes con distribucién N (0,1). En particular
Y1 = Zle b; X; = Z tiene distribucién N (0, 1) . Luego (i) queda proba-
do.

(ii) Podemos escribir

k k k
Y — -
Z = ZO% Zaimai +58+ Zaim = ZaiUiXi + 6,
=1 =1 i=1
donde X; = (Y; — i) /o y
1) :B+Zami. (68)
Sabemos que para i = 1,2,...,k las variables X; son independientes
con distribucién N (0,1). Luego podemos escribir a Z de la siguiente
manera
Q0
Z7=A X; + 5,
i=1 A

donde A estd dada por



Definamos W = Zle b; X;. Luego de acuerdo a la parte (i) de este
teorema se tendrd que

k
W=> bX,
i=1
tiene distribucién N (0,1). Por lo tanto como

Q04

Z=A
A

i=1

X, +0=AW +§

en virtud de la definicién de distribucién normal se tendra que Z tiene
distribucién N (8, A?) . Luego el teorema se deduce de (6.8) y (6.9). O

6.4. Transformaciones no inyectivas
Vamos a tratar el caso donde g no es inyectiva. En ese caso tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 6.8 Sea X = (X1, Xo,...,Xy) un vector aleatorio absolutamente
continuo con densidad fx. Sean Uy, Us, ..., Uy abiertos disjuntos en R* tales
que Px (" ,U;) =1 . Sea g : " ,U; — R¥ una funcion tal que es inyectiva
y diferenciable en U; con Jg(x) # 0 para todo x € U;. Luego el vector
Y = g(X) también es absolutamente continuo y su densidad estd dada por

h

)= fx (gt () 1,0 (30 1y (v),

i=1
donde V; = g (U;), 9i = 9glu,, gi_1 : Vi = U; es la inversa de g;.

Demostracién. Bastard probar probar que para todo B € BF se tiene
h
PeB)= [ [ telo 0) 10 @R wdy. (6.10)
B i=1

Usando que los U; son disjuntos, que

P (UU) -

(YeBIN{XeU}={YeBNV}n{XelU}={Xecg ' (BNV)}

Yy que
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obtenenemos

B)

€
h
U YeB}m{XeUﬁ)

P{Y e B}n{X e U;})

I
.Mb/\

<
Il
—

|
.Mg_

<
Il
—

P(Xeg ' (BNW))

P (g7 (BNW))

/h

BﬁV

HM: i M:
\

Como las funciones g; son blunlvocas en cada U;, usando la férmula de
cambio de variables en integrales miiltiples se tiene

Z/ /1 (BNV;) x) dx

—Z/ [ (o @)1, )y

- BNV;

h
=3 [ [ 6 ) 1 0 )
=1 B
h
[ [ ) 1, ) 1 )y,
B =1

y por lo tanto se cumple (6.10). O

6.4.1. Distribucién Chi-cuadrado con un grado de libertad.

Sea X ~ N(0,1) y consideremos g : R =R g(z) = 2. Definimos
Y =g(X) = X2 Sean Uy = {z : 2 < 0} y Uz = {z : * > 0}. Luego
gl W) =—Viye W)=

En este caso V1 = Vo =Ryg y

1 1
ng_l (y) = _§y 27



Luego teniendo en cuenta que

(o) = e (-5,

y que V3 = Vo = Ry, por el teorema anterior se tiene

v )= —=exp (<5) gr @)+ = (<5) gy

1 Y\ _1
= \/—2_7[_ exp (—§> Yy 2I{y: y>0} (y) :

A la distribucion de la variable Y la denominaremos distribucién Chi-cuadrado
con un grado de libertad, y lo notaremos por x3.

6.5. Algunas distribuciones complementarias.

6.5.1. Distribucién Gamma.

En primer lugar introducimos la funcién Gamma (que denotaremos con
I'), que resulta ser una extension a los reales positivos de la funcién factorial
definida sobre los nimeros naturales. La funcién I'" : Ryg— R>¢ se define
por

+oo
I'a)= /0 exp (—z) % Ldz.

Para probar la existencia de este integral la descomponemos como

1 +o00
I'(a) = /0 exp (—z)2® 'dx + /1 exp (—z) 2% tdx
=1+ Is.

Es fécil ver que I; es finita, teniendo en cuenta que exp (—z) < 1 sobre
(0,1)
S|

0 (67

1 1 &
I :/ exp (—z) z® ldz < / ey = —
0 0

(07

Estudiaremos ahora la convergencia de I3. Observemos que el desarrollo de
Taylor de exp(z/2) estd dado por

o (5) =27 (3)"

k=0

Luego como todos los términos son positivos, tenemos

o (3) 25 (5)
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para todo k € N.
Entonces

¢ < C) exp (g) ,
donde Cj, = k!2¥. Tomamos ahora ko > a — 1, luego se obtiene
—+00
I, = / exp (—z) % Ldx
1
+oo
g/ exp (—x) 20 dz
1

“+o0o T
< — =z
< /1 exp (—x) Ck, exp (2> dx

+o0 —
< Cko/ exp <7> dx < oo.
1

Propiedad 6.1 Si o > 0 entonces I'(a+ 1) = al'(«a).

Demostracion. Para probarlo integraremos por partes tomando u = z%; dv =
exp (—z) dz. Luego se tiene v = —exp (—x) y du = az®~!, de donde resulta

+o00
I'a+1)= / exp (—x) z%dz
0

+oo
= / udv
0

+oo
= —z%xp(—2) |y — a/ (—exp (—z)) 2% Ldz
0
400
= —z%exp(—x) " + a/ exp (—z) z° Ldz.
0

Como lim,_,o 2% exp(—2x) = 0, resulta que I' (e + 1) = ol (o). O

Propiedad 6.2 ' es una extension del factorial. Mds precisamente para
todo n € N se tiene I' (n) = (n — 1)!

Demostracién. La prueba se hace por induccién. Si n = 1 entonces I' (1) =
1 = 0!. Supongamos ahora que la propiedad que vale para n y veamos que
entonces vale para n + 1. Usando la Propiedad 6.1 y la hipétesis inductiva
tenemos

F'(n+1)=nl'(n) =n((n—1)!) =nl,

con lo cual la propiedad queda demostrada. O
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Definicién 6.1 Dado o > 0, se define la distribucién Gamma con pardme-
tros a y 1 (serd denotada por I'(c,1)) como la distribucion absolutamente
continua cuya funcion densidad es

1
I'(«)

flx) = exp (—) 2% g o) () -
De acuerdo con la definicién de la funcién Gamma es claro que f es una

densidad ya que
—+00

f(z)dz = 1.
—00
Definicién 6.2 Dado o« > 0 y A > 0 definiremos la distribucién Gam-
ma con pardmetros oy A (que denotaremos por I'(a, N)), a la distribucion
de Y = X/X donde X tiene distribucion I' (a,1). Como g (x) = z/\, De
acuerdo a (6.5) y teniendo en cuenta que A > 0 tendremos

fr (y) =Ax(\y) =

T (Aa) exp (—Ay) (Ay)* ™" Tjo,o0) (Ay) =

«

= m exp (—Ay) ya_ll[ﬂ,oo) (y)-

Obsérvese que como I'(1) = 0! = 1, la distribucién I'(1, \) tiene como
densidad

f(y) = Aexp (=Ay) Ijp,00) ()
que es la distribucién exponencial con pardmetro A. En la Figura 6.2 mues-
tran varias densidades gamma
Recordemos que si X ~ N (0,1) entonces Y = X? tiene, de acuerdo a
lo probado en la subseccién anterior, una distribucién chi-cuadrado con un
grado de libertad. Mds precisamente probamos que

1
fy (y) = Ey‘i exp (—%) Tj0,00) (9)- (6.11)

Ahora bien si consideramos Z ~ I"(1/2,1/2) entonces su densidad es

N|=

o) = ()2) exp (=3 ) v lpoo(2)

= ﬁf‘;(l) exp <—§) y*%I[O’OO)(z). (6.12)
2

Las densidades (6.11) y (6.12) difieren sélo en una constante, luego deben
ser iguales Esto se muestra integrando las densidades sobre R, ya que ambas
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0.6

0.4

Figura 6.2: Densidad de la I' (2, %) (en lineal de puntos y rayas), de la I' (5,1)(en
linea llena) y de la I" (3, 3) (en linea de puntos).

integrales deben ser iguales a 1. Por lo tanto la distribucién yx? con un
grado de libertad coincide con la distribucién I’ (%, %) . Ademss igualando

las constantes de ambas densidades se tiene la identidad
1 1

Var ~ VRD(3)

o equivalentemente I ( %) = /7.
Necesitaremos el siguiente teorema

Teorema 6.9 Sea W = (W7, W) un vector aleatorio y supongamos que
fw (W) = g1 (w1) g2 (w2)
donde g1 es una funcion de densidad. Entonces

(i) fw, = g2, y por lo tanto g2 es una funcion de densidad.
(i) fw, = g1.

(i4i) Las variables W1 y Wa son independientes.

Demostracién. Como
—+o00
/ g1 (w1) dwy =1,
— o0
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se tiene que

fwn (w2) = /+OO g1 (w1) g2 (w2) dwy =

—00

= g2 (w2) /+°° g1 (w1) dwy = g (w2) .

—00

Esto prueba (i). Para ver (ii) se usa el mismo argumento. Como (i) y (ii)
implican que
fw(wi,wa) = fw, (w1) fw, (w2),

resulta que por el Teorema 5.10 W7 y Ws son independientes. O

Teorema 6.10 Sean Y1, Ys variables aleatorias independientes con distribu-
ciones I' (a1, A) y I' (aa, \) respectivamente. Definamos Wy = Y1 +Ya, Wy =
Y1/(Y1 + Ys). Entonces se tiene

(i) La distribucion de Wy es W ~ T (a1 4+ ag, A) .
(i) Wy tiene densidad

P (041 + a2) alfl _ Oéz—l
I‘(al)P(ag)w2 (1 w2) I[O,l](w2)'

(i1i) W1 y Wa son independientes.

Demostracion. La demostracién se basa en el Teorema 6.5. Sea el abierto
U C R? definido por U = {(y1,¥2) : y1 > 0, y2 > 0}. Luego Py(U) = 1 con
Y = (Y1, Y2). Consideremos la transformacién g : U — R? definida por

Y1
1 Y2) = + Y2, :
9 (y1,92) <y1 v y1>
Es fécil ver que V = g(U) = (0,00)x (0,1) y

g_l (w1, w2) = (W we, w1 — wWyws)

= (wlwg,wl (1 — wg)) .
Luego

Jg-1 (w1, wa) = det ( w2 1wy >

w1 —w1
= —wjwe — wi (1 —ws)

= —wq,

y por lo tanto |Jy,-1 (w1, w2) | = ws.
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Consideramos ahora la densidad del vector Y = (Y1, Y2) . Como se supu-
so independencia entre Y] e Y3, esta densidad es el producto de las densidades
marginales y luego

)\a1+a2 o1 o
Fy (y1,42) = T (a) T (ag) P (=X (Y1 + 92)) ¥2 952 0,00 (Y1) L(0,00) (42)-

Luego de acuerdo al Teorema 6.5 y por el hecho de que

Ty (w1, w2) = I(g00)x(0,1) (W1, w2) = I (g 00)(w1)I(0,1)(w2)

se tiene
fw (w1, w2)
— Lm exp (—Awy) (wiwe) ™ (wy (1 — w2))*2 ™ wy Ty (wr, w)
I'(a1) T (a2)
2 s ) i)
D +ag) ! p 1/ 2(0,00)11

= g1(w1)g2 (w2)

donde \aras 1

g1(wr) = T (o1 7 03) 112 exp (—Awn) J(o,00) (w1)
y

92 (w2) = o +02) wyt (1= wg) ™ ™ g 1) (w2).

['(a1) T (a2)

El primer factor g; corresponde a una densidad I" (a1 + g, A) . Por el Teo-
rema 6.9 resulta que Wi tiene distribucién I' (g + e, A) y Wy tiene como
funcién de densidad a

I'(ar+a2) 41

T (an)T (og) 2 (1= w2)™* ™" I(g1) (wa).

g2 (w2) =
Este teorema también implica que Wy y Ws son independientes. O

6.5.2. Distribucion beta.

Definicién 6.3 Se define la distribucién beta con pardmetros a; y o, que
denotaremos por [ (a1,a2), como la distribucion absolutamente continua
cuya funcion de densidad es:

f (w) = %wm—l (1 — )™ L) (w).
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Figura 6.3: Densidad de la 3 (10, 3) (en lineal de puntos y rayas), de la /3 (2,2)(en
linea llena) y de la 3 (3,6) (en linea de puntos).

Observacién. Esta funcién es una densidad por el Teorema 6.10. Por lo
tanto podemos deducir que

1
o I'(an)T (a2)

y entonces se tiene

I (1) T (o)

1
w1 — w)2 ! dw = .
/0 ( ) [ (a1 + a2)

En la Figura 6.3 se muestran varias densidades Beta, para distintos val-
ores de los pardmetros oy y ao.

Teorema 6.11 Sean Y1, Ys,...,Y, variables aleatorias independientes tales
que Y; tiene distribucion I (a;, X) . Entonces Y |'Y; tiene distribucion

I (3 im @i A) .

Demostracion. Se deduce de de la proposicién anterior usando induccién. O

A continuacién definimos las distribuciones chi-cuadrado con n grados
de libertad y la t de Student. Ambas distribuciones son de gran importancia
en Estadistica. Volveremos més adelante sobre ellas.
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0.4
!

0.1

0.0
!

Figura 6.4: Densidad de la ¢; (en lineal llena), de la ¢5(en linea de puntos) y de la
tos (en linea de puntos y rayas).

6.5.3. Distribuciéon Chi-cuadrado.

Supongamos que se tienen n variables independientes X;, i =1,2,...,n
con distribucién N (0,1). Sabemos que cada Y; = X? tiene distribucién x?
con 1 grado de libertad, la cual que coincide con la distribucién I' (1/2,1/2) .

Se define la distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad, que
simbolizaremos por x2, como la distribucién de la variable aleatoria Y =
Yoy X2

De acuerdo al Teorema 6.11, como cada Xi2 tiene distribucién x? y estas
variables son independientes, se obtiene que Y tiene distribucién I' (n/2,1/2).
Por lo tanto la distribucién x2 coincide con la distribucién I' (n/2,1/2).

6.5.4. Distribucion t de Student

Supongamos que U tiene distribucién N (0,1) y V distribucién X% con
U y V independientes. Luego se define la distribucién de t de Student con
n grados de libertad, que simbolizaremos con t,, como la distribucién de

U

VV/n

En la Figura 6.4 se muestran varias densidades de Student para diferentes
grados de libertad

T —
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Se deja como ejercicio de la practica mostrar que la densidad de T es

ntl 2\ —
fr(t) = —FIEQ() 2\/717 <1 + %)
2

El gréfico de esta densidad es simétrico respecto al origen (funcién par)
y con forma de campana. Se puede probar que cuando n tiende a oo, fr
converge a la densidad de la normal.

n+1
2
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Capitulo 7

Esperanza Matematica.

7.1. Integral de Riemann-Stieltjes.

7.1.1. Definicién de la integral.

Sea f : [a,b] — R y consideremos una particién del intervalo [a, b] que

llamaremos m = {zo,Z1,...,2,} tal que a = xp < 1 < -+ < x,, = b.
Sea & = {&}i1<i<n una coleccién de puntos tal que & € (wi—1,;] para
i1 =1,2,...,n, que se denominard seleccién en .

Definimos la suma de Riemann
Se (m,&,f) = Zf &) (@i — wi-1).

Se llama norma de la particion

7]l = modx {w; — i1}

Definicién 7.1 Se dice que f es integrable Riemann sobre [a,b] con valor
I = f;f = fff(x) dx sii para todo € > 0 existe § > 0 tal que si ||w|| < o
entonces

1S5 (m, &) = I < e.
Ansglogamente se define la integral de Riemann-Stieltjes. Dadas g, F' fun-

ciones definidas sobre [a, b] se define la suma de Riemann-Stieltjes asociada
a la particién ™ = {z;}<;<,, v la seleccién £ = {§;}, <<, de 7 por

Sy (m, 6,9, F) Zf& zi) = F (zi1)).
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Definicién 7.2 Se dice que existe la integral de Riemann-Stieltjes sobre [a, b]
con valor I = ff gdF = f;g (xz)dF (x) sii para todo € > 0 existe § > 0 tal
que si T es una particion de [a,b] con ||7|| < § y & es cualquier seleccion en
m entonces

’SZ (ﬂ-)g)ng) - I| <e.
Observaciones.

1. Si F(z) = x, entonces la integral de Riemann-Stieltjes es la integral
de Riemann.

2. Una condicién suficiente, aunque no necesaria, para que exista la inte-
gral de Riemann-Stieltjes, es que g sea continua en [a, b] y F' monétona
en [a, b]. Si tomamos como F' una funcién de distribucién el dltimo req-
uisito se cumplira.

3. Otra condicién suficiente (tampoco necesaria) para que exista la inte-
gral de Riemann-Stieltjes es que (i) ¢ sea continua en (a, b], (ii) existe
limg |, g (x), (iii) F' sea mondtona en [a,b] y (iv) F es continua en a.

En tal caso, vale que
b b
/ gdF = lim / gdF.
a cla J.

A continuacién damos algunas propiedades de la integral de Riemann
Stieltjes.

Propiedad 7.1 (Linealidad de la Integral de R-S respecto de g) Si

ff g1dF f: godF existen y a1, as € R entonces f: (191 + aggo) dF eziste
y ademds

b b b
/ (191 +a2g2)dF—041/ gldF+a2/ g2dF.

Propiedad 7.2 (Linealidad de la Integral R-S respecto de F) Si
ff gdFy y f; gdFy existen y aq,as € R entonces ff gd (a1 Fy + aaFy) existe
y ademds

b b b
/gd(a1F1+a2F2)—a1/ ng1+a2/ gdFs.
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Propiedad 7.3 (Aditividad respecto del dominio de integracién) Sean
a < b < cy supongamos que f: gdF, [ gdF y [?gdF existen. Entonces

c b c
/ ng—/ ng+/ gdF.
a a b

Propiedad 7.4 Si F' es no decreciente y g1 < g2 sobre [a,b] entonces

b b
/ g1dF < / g2dF.

En particular teniendo en cuenta que —|g| < g < |g| se obtiene la sigu-
iente

Propiedad 7.5 Si las dos integrales existen, entonces

b b
/ng‘S/ gl dF

Estamos interesados en extender el dominio de integracién a toda la recta
0 a semirectas. Esto lleva a la siguiente definicién.

Definicién 7.3 Supongamos que f; gdF" existe para todo a,b € R. Decimos
que la integral impropia fj;o gdF existe y es igual al nimero real I sii

b
lim / gdF = 1. (7.1)
a

a——00; b——+00

De manera andloga se define f;oo gdF'y f_boo gdF. Tendremos el siguiente
teorema.

Teorema 7.1 Sea g > 0 y F' no decreciente. Entonces pueden ocurrir dos
c08asS

(i)

b
M = sup / gdF < oo
a,beR Ja

En este caso el limite (7.1) existe y es finito.
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(i)
b
M = sup / gdF = o0
a,beR Ja

En este caso el limite (7.1) existe y es co. Luego podemos definir
+o0o
7.2 gdF = oo.

Sea ahora g de signo arbitrario y F' no decreciente. El siguiente teorema
es valido.

Teorema 7.2 Una condicidn necesaria y suficiente para que fj;o gdF ex-
1sta es que

= sup/ lg| dF < 0.
a,beR

7.2. Definicién de Esperanza Matematica.

7.2.1. Algunas consideraciones heuristicas.

Sea X una variable aleatoria discreta. Para fijar ideas supongamos que
toma un nimero finito de valores, x1, z2, ..., £, con probabilidades px (x1), px (x2),
Supongamos que se repite un experimento asociado a la variable aleatoria
X, n veces en forma independiente y que el resultado z; se obtiene n; veces,
1 <1 < k. Entonces el promedio de todos los valores es

_ niT1 +nexa + -+ Nk

n

n n2 ng
= —x1+—x2+ -+ —xk.
n n n

Luego pasando al limite y dado que la frecuencia observada %1 se aprox-
ima a px (z;) obtenemos

, — , ni
lim Z, = lim (—xl + —xz + ...+ —ZL‘k>
n—-+o0o n—-+o0o n n
, ni . ng
=z llm — 4z lim — + .4z lim —
n—+oo N n—-+oo n—-+oo N

k
= wipx (z)).
j=1

Esto motiva la definicién de la esperanza matemadtica de una variable disc-
reta.
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7.2.2. Esperanza de una variable aleatoria discreta.

Definicién 7.4 Sea X una variable aleatoria con rango Rx vy distribucion
de probabilidad px. Supongamos que

> lzlpx (z) < o

rERx

En tal caso definimos la esperanza matemdtica de la variable X de la siguiente
manera

E(X)= Z xpx ().

rERx

Observaciones.

1. Se sabe que la convergencia absoluta de la serie garantiza la conver-
gencia de la serie.

2. Supongamos ) cp  |7|px (z) = co. Denotemos con

Ri ={r € Rx:x >0}
Ry ={x € Rx : 2 <0}.

Entonces pueden ocurrir tres casos distintos.

a) D pert @ (€) = +00Y 3 ep wpx () = —oc.
b) erR; zpx (T) = 400y ZmeR}—( xpx () > —o0.
c) erR;( zpx () < 400y ZmeR; zpx () = —o0.
En el caso (a) no se puede definir la esperanza de X. En el caso (b)

se puede definir F(X) = +o0 en el (¢c) E(X) = —oo. Es decir para
que la esperanza esté definida se requiere que » Ry TPX (z) o bien

erR} xpx (x) sea finita.

7.2.3. Definicién general de esperanza matematica.

Ahora queremos definir la esperanza matemadtica, de manera mas gen-
eral. Supongamos primero que X es una variable aleatoria concentrada en
[a,b]. Es decir, supongamos que

Pla< X <b)=1

La idea. que se utiliza para la definicién de la esperanza de esta variable es
la siguiente. Se define una sucesién de variables aleatorias discretas X,, que
la aproximan y luego como E(X,,) estd definida para cada X, la esperanza
de X se define por un paso al limite.
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Consideremos para cada n, una particién del intervalo [a,b] formada

por n intervalos de longitud (b — a)/n. Para esto consideramos la particién
b—a

" = {xg, 2, .., xpt talquea = af <2} < ... <2l =byal—al | =

Elegimos para cada i, 1 <i <mn, &' € (xj_1, ;] y definimos la variable
aleatoria
Xn(w) = &' sl X(w) € (27 g, 2]
Esta variable toma tinicamente un nimero finito de valores: £, 1 < ¢ <
n. Ademads

px, (&) = Fx (2}') — Fx (zi,) .

Luego la esperanza de la variable X,, viene dada por
n
E(Xa) = &'y, ()
i=1

=> & (Fx (a) = Fx (2})) = S («",&",id, F),
i=1
con id (x) = x y se obtiene

b
lim E(X,)= lim Sg(w”,gn,id,FX)z/ rdFx.

n—-+00 n—-+00

Por lo tanto definimos la esperanza matemética de X por
b
E(X)= / xdFx.
a

Siendo la funcién id (x) = x continua y F' monétona no decreciente, re-
sulta que fab zdF existe siempre y por lo tanto también F (X) existe siempre.
Supongamos ahora que X es una variable aleatoria no acotada. El proble-

, s e “+o00 .
ma que ahora surge es que podria no existir f_oo xdF. Sin embargo sabemos

que M = fj;o |z| dF" siempre esta bien definida, eventualmente con el valor
+00.

Si M < +oo definimos la esperanza de la variable X similarmente al
caso anterior por

Si M = 400 hay tres casos y el anélisis es andlogo al que realizamos
anteriormente para variables discretas. Los tres casos son:

(a) [o°@dF =400y fi)oo xdF = —oo0.
(b) [y¥adF =+o0y ffoo zdF > —oo0.
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(¢) [y adF < +o0y f_ooo zdF = —o0.

En el caso (a) la esperanza matemética de X no estd definida. En el caso
(b) se define E(X) = +ocoyenel (¢c) E(X) = —oco. Nuevamente la esperanza
puede estar no definida y para su definicién se requiere que al menos una de
de las dos integrales fooo xdF 6 ffoo xdF converja.

Con esta definicion general de esperanza matemadtica, para el caso de una
variable discreta se tienen dos definiciones diferentes. Probaremos ahora que
la definicién general de esperanza es una extensién de la primera definicién
dada para el caso discreto, es decir que para variables aleatorias discretas
ambas definiciones coinciden.

Teorema 7.3 Sea Fx la funcidn de distribucion de una variable discreta y
g:R — R continua. Luego

b
/g<w>dFX<x>= S g@px (@) (7.2)

zE€RxN[a,b]

Observacién. Este resultado vale siempre, pero para facilitar la demostracién
vamos a probarlo para el caso en que Rx N [a,b] es finito para todo a y
b. Essto se cumple cuando las variables toman valores enteros como sucede,
por ejemplo, con las distribuciones Poisson, binomial, etc.

Demostracién. Por la hipétesis supuesta Rx N [a,b] es un conjunto finito,
digamos
Rx N [CL, b] = {Zla R eey Zk}'
Llamemos ¢ a
0= min{z; —z_1}. 7.3
2§z‘1§k{zl zi-1} (7.3)

Consideremos una particién 7" = {z] }o<i<n del intervalo [a, b], en n inter-

valos iguales. Luego tenemos a =z < 27 < --- < ap = by x} — 2! | =
(b—a)/n . Teniendo en cuenta que ||7"|| = (b — a)/n es claro que
lim ||7"|| =0.
n—-+0o

Sea ng tal que (b—a)/ng < 0. Tomemos n > ng, luego ||7"|| <, luego por
(7.3) en cada intervalo de 7™ hay a lo sumo un elemento de Rx N [a,b].Va
a ser fundamental para esta demostracién la eleccién de la selecciéon £"=
{&"M<i<n de 7. Procedemos de la siguiente manera.

(i) Si
(Bx Na, b)) N (i, 27] # 0

se elige como &' el tnico punto de esta interseccion.
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(i) Si
(Bx Nla,b]) N (a7, 27] =0

& es cualquier punto de (z;_1, z;].

Sea
A={i:(RxN[a,b]) N (ziy,27] # 0}

y por lo tanto
A®={i: (Rx Nla, b)) N (2}_1,2}] =0}

Entonces podemos realizar la siguiente descomposicién de S°(7", €7, g, F)

So(n", &g, F) = g(&") [Fx (2}) — Fx (¢f1)]
=1

= 9(&) [Fx (2}) = Fx (271)]
€A

+ > g€ [Fx (@) — Fx (2i-1)] -

1€EAC
Observemos que Fx (z') — Fx (z;) = 0 si i € A° ya que el intervalo
(zi—1, ;] no contiene elementos de Ry. Luego
> g€ [Fx (2}) — Fx (¢f)] =0,
1€EAC
y se obtiene
S (", €", 9, Fx) = Y _9(&") [Fx (@) = Fx (af)] . (74)
€A
Ademds, como para i € A, el valor &' es el tnico punto de Ry en el intervalo
(x4, 2], resulta

px (&) = Px((ziy, 27]) = Fx (27') = Fx (2i,) -
Luego de (7.4) obtenemos
S (€%, 0, Fx) = S gl€l) px(€D).
1€A

Pero (£')ica coincide con {zj}1<j<r = Rx N la,b], y entonces para todo

n > ng

k

So (@™, &9, Fx)=> g(z)px (%)= Y g@px ().  (15)

Jj=1 r€RxN[a,b]
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Como el miembro derecho de (7.5) no depende de n, obtenemos

b
S P2 b _
/a xdF = 7115{.105’(1 (7", &%, g, Fx) = E zpx ().
z€RxN|a,b]

Esto prueba (7.2) y por lo tanto el teorema queda demostrado. O

Teorema 7.4 Supongamos que X es una variable aleatoria discreta y que
E (X) eziste y es finita. Entonces

—+00

5 o= [ s

TERX —o°

Demostracion. Teniendo en cuenta que

Z xpx (z) = lim E xpx (z),

a——00; b—+00
rERXx z€RxN[a,b]

y que

+oo b
/ xdFx = lim / xdFy,
a——00; b—+oc0 J,

—00

bastara probar que para todo a < b
b
Z xpx (x) = / xdFx.
z€RxN|a,b] a

Pero esto resulta del teorema 7.3 poniendo g(x) = z. O

7.2.4. Esperanza matematica para una variable absolutamente
continua.

El siguiente Teorema prueba que en el caso de que X sea una variable
aleatoria absolutamente continua la F(X) se puede calcular a través de una
integral de Riemann.

Teorema 7.5 Supongamos que [ |z|fx (x) dx < co. Luego

E(X) :/OO zfx (z)dz.

—00

Demostracion. El teorema vale en general. Sin embargo, para facilitar la
demostracion, lo probaremos sélo para el caso en que fx es continua.
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Bastard ver que para todo intervalo [a,b], a < b vale que

/a ey (@) d = / Py, (7.6)

ya que en tal caso el resultado se obtiene pasando al limite.
Consideremos para cada n una particién de puntos equidistantes del
intervalo [a, b]

n __ n n n
" = {xg,xt, ...,z

e b—a
tales que a = zff < 2] < ... <z = b satisfaciendo z}' — ] | = .

n
Sabemos que F% (x) = fx (x). Por el Teorema del Valor Medio, para
todo i, 1 <i < n, existe &' € (z}',x ;] tal que

Fx Fx (a}_1) = fx (&) (2} —2}4). (7.7)

Elegiremos la seleccién & = (£')1<i<pn para formar las sumas de Riemann-
Stieltjes. Luego

Se (w",&",id, Fx) = Sy (7", €z, Fx) = > &' (Fx (2) — Fx (2}4))
i=1
(7.8)

y se tendrd que

b
lim S? (W”,{",x,Fx):/ rdFy. (7.9)

n—oo

Usando (7.7) y (7.8) obtenemos que S% (7, ", x, F) es también una suma
de Riemann correspondiente a la funcién = fx (x). En efecto

Sb(n", &M x, Fx) =Y & fx (&) (2 — 1)

i=1
= 8o (a", " wfx (), ).
Luego
b
lim S° (ﬂ“,g”,x,Fx):/ zfy (z)dx. (7.10)
n—oo a

e (7.9) y (7.10) se obtiene (7.6). O

7.2.5. Algunas propiedades de la esperanza matemadtica

Propiedad 7.6 Sea X wuna variable aleatoria tal que Px({a}) = 1. En-
tonces
E(X)=a.



Demostracién. Esto es inmediato teniendo en cuenta X es una variable disc-
reta con Rx = {a} y px(a) = 1. Luego

E(X)= Z zpx () = a.0

TERX

Propiedad 7.7 Sea (9, A, P) un espacio de probabilidad y A € A. Entonces
E(I4) = P(A).
Demostracion. Como

lsiwe A
IA(w)_{ Osiwé¢ A

En este caso Ry = {0,1}, px (1) = P(A),y px (0) =1— P(A). Entonces

E(I4)=0(1—P(A)+1P(A) = P(4).0

El siguiente teorema permite la integracién por partes de una integral
de Riemann-Stieltjes.

Teorema 7.6 (Integracién por partes) Sean g y F funciones definidas
b . .
sobre [a,b] tales que fa gdF existe. Supongamos que g sea continua en a ¥y

que F' es acotada en [a,b]. Entonces f; Fdg eziste y

/abng:gm)F(x)r’;—/adeg.

Demostracion. Tenemos que mostrar que

b b
/ Fdg = g(x) F (z) ]! - / gdF. (7.11)
a a
Para eso habrd que probar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda

7 = {x; }o<i<n particién de (a, b] con ||7|| < §y toda § = {& }o<i<n seleccion
de puntos en 7, se tendra que

b
S m&Fg) —g (@) F@) o+ [ ng\ <. (7.12)

Como fab gdF existe, dado § podemos encontrar un d; tal que si ||7|| < d;

para toda seleccién & en w tendremos que

b
Sﬁ(gafm,i)—/ ng‘ <-. (7.13)

| ™
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Como F' es acotada en [a, b] existe un nimero real M > 0 tal que
|F(2)| < M

para todo x € [a,b] . Por la continuidad de g en a, sabemos que existe dz > 0
tal que si |z — a|] < d2 entonces

j9(2) — g(a)| < =

Pongamos § = ml’n(%,ég). Sea m = {z;}o<i<n una particién de (a,b], tal
que ||7|] < J y sea & = {& }o<i<n una seleccién en la particion.

Vamos a mostrar que (7.12) vale. Sabemos que x,—1 < &, < b. Supon-
dremos que &, < b. El caso &, = b se demuestra andlogamente. Tenemos
que

a=20 <& <1< <1 ST <§E << apa1 < <=0

Podemos construir una nueva particiéon 7 = {z} }o<ij<n+1 con

zH = a,

xr:é-h 1§7,<7’L,
* _

$n+1_b7

y definimos la seleccién £* = (§)1<i<n+1 en 7m* por

gi( 2517

& =zi1, 2<i<n+1
Como

r; — x| =& — &1l <& — wia| +|zic1 — &l
<|wi—1 — x| + |wic1 — xig1]
<0+06=20<6;, para2<i<n

|21 — 2g] = [§1 — al = |& — 20| < [z1 — 0] < < 61
[Zhy1 = 2n| = 10— &l = |zn — &nl <o —2na[ <0< 6

tenemos que ||7*|| < 61 y entonces por (7.13) resulta

b
SZ(W*;&*,Q,F)—/ ng‘ < % (7.14)
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Por otro lado tenemos
n+1

Sa(m*, &, 9, )= g(&)) [F(a}) — F(z}_y)]

=1

F(a7) +Zg §OF(@7) + 9(&ny) F(2p41)

n+1

- Zg(ff)F( -

F(&) —i—Zg zi—1)F(&) + g(b)F (b)
—9(&1)F(a)
= g(&)F (&) — 9(&)F(a) + ) _g(wi1)F(&)
i=2

n

+9(O)F (0) = p_g(zi)F(&)

=9(&) [F(&) = Fa)] = ) [9(wi1) — g(@:)] F (&)

—1

+g(b)F(b) — g(z0) F (&1)
_ _ZF &) lg(ziz1) — g(xi)] + g(b)F (b) — g(a)F (a)

+9(€1)[ (&) = F(a)] + g9(a)F (a) — g (a) F (&1)
= —Sp(m &F.9)+ g(@)F(@)],
+9(&1) [F(&) — F(a)] + g(a) [F (a) — F (&1)]
= —Si(m & F, 9)+ 9(@) F (@), + l9(61) — 9(a)] [F(&1) = Fla)]
= —S4(F.g,m.&)+ g(@)F(x)], +r, (7.15)
donde r = [g(&1) — g(a)] [F'(&1) — F(a)] . Luego, como ||[7*|| < 0 y |af—2F| =
la —&1] < § < 09 se tendra

lg(a) — g(&1)| < e/4M.
Ademsds |F'(x)| < M, y entonces obtenemos

7| = [F(&) = F(a)llg(é1) — g(a)l
€ €
Luego de (7.15) resulta.

Sh(n*, €%, 9, F)— g(x)F(z)2 + S(m, &,F, g)| < (7.16)

N ™
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De (7.14) y (7.16) resulta (7.12) y el teorema queda demostrado.O

Propiedad 7.8 Dada una funcion F mondtona se tiene

/bdF:F(b)—F(a).

Demostracién. Aplicando integracién por partes con g = 1y dado que dg = 0,
obtenemos

b b
/szlF(x)|Z—/ Fdg=Fx (z)|> = F (b) — F(a).O

a

Teorema 7.7 Supongamos que fj;o |z|dFx < oco. Entonces vale
(1) limy— 4oz (1 — Fx (z)) = 0.
(i) limg o zFx () = 0.

Demostracion.

(i) A partir del hecho de que f_oooo |z|dFx es finita se deduce que “las
colas” tienden a cero, es decir

+oo
lim xdFx =0, (7.17)
b—+oco Jy,
Y a
lim 2dFy = 0. (7.18)

Usando la Propiedad 7.8 obtenemos

+oo d
/ dFy = lim | dFy = lim Fy(d) — Fx(b) = 1 — Fx(b),
b d—oo Jp d—o0

y entonces si b > 0

“+o0o +oo
/ a:dFXZb/ dFx =b(1 - Fx (b)) >0.
b b

Luego
+oo
0= lim :Udezbh'm b(1—Fx (b)) >0.

b—oo Jp

Luego se deduce (i).

(ii) Se prueba de manera andloga y se deja como ejercicio. O
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Ahora estamos en condiciones de dar una expresién de la esperanza como
sumas de integrales de Riemann.

Teorema 7.8 Supongamos que ffooo |z|dFx < oco. Entonces

+o0 0
E(X):/O (1-Fy (:n))dx—/ Fx (z) da. (7.19)

—0o0
Demostracién. Sabemos que

+o00 0
E(X):/O xdFX+/ zdFx.

—0o0

Estudiaremos cada integral por separado. Integrando por partes tenemos
que

b b
/ zdFx = xFx ()]} — / Fx (z)dax
0 0
b
—bEy (b) — /0 Fy (2) dz
b
:bFX(b)+b—b—/ Fy (z) dz
0

—b(1— Fx (b)) +b—/ Fx (z)da

—b(1— Fy (b /dw—/ Fy (z

——b<1—FX<b>>+/ (1 - Fx (2)) da.

0

Luego pasando al limite y teniendo en cuenta el Teorema 7.7 se obtiene

/0%o 2dFy = /0%o (1- Fx (2)) da.

Andlogamente se prueba

0 0
/ zdFx = —/ Fx (z) dx.

De estas dos iltimas igualdades se obtiene el teorema. O

Propiedad 7.9 Sean X e Y dos variables aleatorias tal que P (X <Y) =
1, y tal que sus esperanzas E (X), E (Y') existen. Entonces

(i) Fx(t) = Fy(t), Vi, y
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(ii)) E(X)<E(Y).
Demostracién.

(i) Consideremos el evento U = {w : X (w) <Y (w)}. Claramente P (U) =
1y P(U) = 0. Podemos escribir

{Y <t} =({Y <t}nU)U({Y <t} nU°). (7.20)
y luego como P ({Y <t} NnU¢) < P(U°) = 0, resulta

PUY <t)=P{Y <tInU)+P{Y <t} nU) (7.21)
—P{Y <t}nU). (7.22)

Siw e {Y <t} NU entonces X (w) <Y (w) <t de manera que
{Y <t}nU c {X <t}
Tomando probabilidades y teniendo en cuenta (7.21) se obtiene que
PRY <i}) =P({Y <t} nU) < P({X <t}),

o bien
Fy (t) < Fx (t) (7.23)

y por lo tanto (i) se cumple.

(ii) También se tiene
|- Fy(t) <1-Fy (1), (7.24)

y usando el Teorema 7.8 resulta

E(X):/O+OO(1—FX(t))dt—/O Py (8) dt,

—00

~+o0 0
E(Y) = / (1— Fy (r))dt — / Fy (1) dt.
0 —o0
Luego la Propiedad 7.9 se deduce de (7.23) y (7.24). O

Supongamos que P (X =0) = 1. Por la Propiedad 7.6 es claro que
E(X)=0.

Ahora bien, del hecho de que E (X) = 0 no se deduce que P (X =0) = 1.
., Qué condicién podemos agregar para que se cumpla? La propiedad 7.10
responde a esta pregunta.

Propiedad 7.10 E(X) =0y P (X > 0) =1 implica que P (X =0) = 1.

140



Demostracion. Supongamos que esta propiedad no fuera cierta, luego ten-
drfamos una variable aleatoria X tal que E(X) = 0, P(X >0) = 1y
P (X =0) < 1. Luego teniendo en cuenta que P (X > 0) = 1 obtenemos
que P(X>0)=P(X>0)—P(X=0=1-P(X >0)=a>0.

Ahora consideremos los eventos 4, = {X > %} La sucesién {4,} es
mondtona creciente ya que A, C A,y1 y ademéds

{x>0}= ] 4,
neN
de manera que

lim P (A,) =P ({X >0})=a>0.

n—oo

Por lo tanto existe un nimero natural ng tal que P (A4,,) > a/2 y entonces

E(X)= /+Oo:ndFX

—00

+oo
:/ ZL‘dFX
0
% oo
:/ :L‘de—i-/l xzdFx
0 -

no
+oo
Z / $dFX
1

n0

lo cual es un absurdo ya que contradice la hipétesis. O

Observacién. La igualdad fj;o rzdFx = f0+°° xdF'x se justifica teniendo
en cuenta que P (X >0) = 1.

Sea X una variable aleatoria discreta, Rx surangoy px su densidad. Sabemos

que

E(X)= Z xpx ().

rERx

El siguiente teorema permite hallar la esperanza de una variable aleatoria
Y que es funcién medible de otra variable aleatoria X sin necesidad de de
hallar antes la funcién de probabilidad puntual de la variable Y.
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Teorema 7.9 Consideremos X un vector aleatorio discreto de dimension k
y sea g : R¥ — R una funcion medible . Definamos Y = g (X). Entonces

E(Y)= Y g(x)px(x).

xERx
Demostracién. Sea y € g (Rx) = Ry y definamos
Ay={xeRx: g(x)=y} =9~ ({y}).

Es fécil ver que la familia de subconjuntos {Ay},cr, es una particién de
Rx, es decir Rx = ,cg, Ay ¥ sl y # ' entonces A4y N A, = 0.
Teniendo en cuenta que

py (y) = Px(Ay) = Y px (%),

xXEAy

y que para todo x €A, se tiene g(x) = y, obtenemos

E(Y)= ) vy

yERy

=> v > px(x)

yERy x€EAy

= Z Z ypx (x)

yERy X€A,

- Y gk ()

yERy XGAy

= 3 9 x)px (),

xERx

y por lo tanto queda demostrado el Teorema. O

Ahora pasamos al caso absolutamente continuo. Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua y fx su funcién de densidad. Sabemos
que

+oo
E(X):/ xfx (x)dx.
—00
El siguiente teorema es el andlogo al teorema anterior cuando X es un vector
absolutamente continuo.

Teorema 7.10 Sea X un vector aleatorio absolutamente continuo de di-

mension k, con densidad fx. Sea g : R¥ — R una funcién medible que toma
un conjunto a lo sumo numerable de valores y definamos Y = g (X). Luego

E(Y)= /_+OO /_+009 (%) fx (x) dx;y...dzg. (7.25)
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Demostracion. Como en el teorema anterior consideramos la particién

Ay={xeRx: g(x)=y}=g " ({y}).

En este caso R* = Uyery, 4y v si y # v’ entonces Ay N Ay = . Ademds
py (y) = Px(97' ({y}) = Px(4,). Entonces usando que para x €4, se
tiene g(x) = y, que ademds

> Ia,(x) =
yERy
Yy que

Px(Ay) —//A fx (x) day ... dy (7.26)

obtenemos

= v (v)

yERy
- Z yPx (Ay)
YyERy
:y;; e / fx (X) dar ... doy
:gy / / yfx (x) da ..
yEZRy/ / x)dzy ... dzy
y;: / / X) I, (x)dxy ... day,
/ / x) fx () | Y 14, (x) | dai...day, =

yERy

/ / x)dxy...dzg. O

Observacién. En la demostracién usamos (7.26). Como se comenta en la
observacién que sigue al Teorema 5.5, para demostrar esta propiedad para
todo boreliano se requiere teorfa de la medida y se debe usar la integral de
Lebesgue.

Propiedad 7.11 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita. En-
tonces E(X +¢) = E(X) +c.
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Demostracion. Sea Y = X + ¢. Supongamos primero que ¢ > 0. Sabemos que
Fy (z) = Fx (z — ¢) . Utilizando el Teorema 7.8 tenemos

0

(1— Fy(y))dy — / Fy (y)dy

—00

E(Y) =

0\8 ‘3\8

0
(1— Fx(y — ¢))dy — / Fx(y — c)dy.

Haciendo el cambio de variable x = y — ¢ dentro de las integrales, resulta

o0 —C

BE(Y) = /(1 ~ Fy(a))dz — /FX(a:)da:
0 fe’e) 0 0
:/C(l—FX(:U))d:U+O/(1—FX(m))dm —4Fx(x)dm +/c Py (2)dz

El caso de ¢ < 0 se demuestra de la misma manera. O

Recordemos el concepto de convergencia uniforme.

Definicién 7.5 Sea (fy),~; una sucesion de funciones definidas sobre A un
conjunto cualquiera. Se dice que la sucesion de funciones (f,),~; converge
uniformemente a la funcion f sobre A sii para cada € > 0 existe ng € N tal
que st n > ng entonces para todo x € A

[fn (@) = f(2)]| <e.

Observacidn. La diferencia con la convergencia puntual es que el ng en este
caso sirve para todo z, es decir sélo depende de ¢.
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La convergencia uniforme implica la puntual pero no al revés. En parti-
cular nos interesa la convergencia uniforme de variables aleatorias. Hacemos
notar que el limite puntual de funciones medibles, y en consecuencia el limite
uniforme, también resulta ser una funcién medible.

Teorema 7.11 Sea (Xy),~; una sucesion de variables aleatorias definidas
en (Q, A, P) que convergen uniformemente a una variable aleatoria X sobre
Q. Supongamos que E (X) existe. Entonces

lim E(X,) =E(X).

n—-+o00

Observacién. La existencia de F (X) implica la existencia de E (X,,)
para todo n a partir de un valor ng. Se deja como ejercicio.

Demostracién. Sea (2 A, P) el espacio de probabilidades donde estén definidas
las variables aleatorias X,, n > 1 y X. Teniendo en cuenta la convergencia
uniforme dado € > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces

sup | X, (w) — X(w)| < e.
weN

Esto significa que si n > ng entonces
| Xn(w) — X(w)| < e, Yw € 0,

o bien
X(w) —e < Xp(w) < X(w) +¢, Ywe Q.

Por las propiedades 7.9 y 7.11 se obtiene que si n > ng entonces
E(X)—-e<E(X,) <E(X)+e.
Por lo tanto lim F(X,,) = F(X). O

El siguiente teorema muestra que cualquier funcién medible puede aprox-
imarse por otra que toma un conjunto a lo sumo numerable de valores.

Teorema 7.12 (i) Sea g : R* — R una funcion tal que g(Rk) es un con-
junto finito o numerable. Luego una condicion necesaria y suficiente
para que g sea medible es que para todo y € g(R¥) = Ry, se tenga que
g (y) pertenezca a BF.

(ii) Dada una funcion g : R¥ — R medible, existe una sucesion g, : R —

R de funciones medibles tales que Ry, es numerable, y |gn(w) — g(w)]
< % para todo w € Q. Luego g, converge a g uniformemente.
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(11i) Sea X un vector aleatorio de dimension k y sea Y = g(X) donde

g : R¥ — R es una funcion medible. Entonces si g, : RF — R es
una sucesion de funciones medibles que converge uniformemente a g,
resulta que Yy, = gn(X) converge uniformemente a Y.

(iv) Dada una variable aleatoria X existe una sucesion de variables aleato-

rias discretas X,, n > 1 que converge uniformemente a X.

Demostracién.

(i)

Sea y € Ry. Como {y} € B, y € Ry, para que g sea medible es
necesario que g~'(y) € BF.Supongamos ahora que esta condicién se
cumpla. Entonces

9 ((=00,a]) = g~ ((—o0,2] N Ry)

= J g'w.

y€(—o0,z]NRy

como (—oo, )N R, es numerable y g1 (y) € B¥, resulta g~ ((—o0, 1)) €
B* y por lo tanto g es medible.

Dado n, todo y € R pertence a un intervalo de la forma (i/n, (i+1)/n)
para algin ¢ entero Luego definimos g, por

t+1) . . )
gn(z) = ( - )51 g(x) € (i/n, (i +1)/n].
Luego |gn(z) — g(x)| < 1/ny Ry, es numerable. Por otro lado
1 (t+1 _ 1 1+ 1
o (57) = (G 5)
n n’ n

pertenece a B* ya que ¢ es medible. Por lo tanto por (i) g, es medible.

Se deja como ejercicio.

Por (ii) podemos encontrar una sucesién de funciones medibles g, :
R — R tales que g, converja uniformemente a la funcién identidad
g(x) = x y tal que ademds tomen un conjunto a lo sumo numerable
de valores. Luego las variables X,, = g,(X) son discretas y por (iii)
X, = gn(X) converge uniformemente a g(X) = X. O

El siguiente teorema generaliza el Teorema 7.10 para una funcién g med-
ible cualquiera. La estrategia de la demostracion es la siguiente y serd usada
a menudo: se aproxima uniformemente a la funcién g por una sucesién de
funciones g, que toman un nimero a lo sumo numerable de valores y que
satisfacen la propiedad pedida. Luego usando que el Teorema 7.12 vale para
las funciones g,, y pasando al limite se demuestra que la propiedad vale para

g.
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Teorema 7.13 Sea X = (X1, Xa,..., Xi) un vector aleatorio absolutamente
continuo con funcion de densidad fx y g : R¥ — R una funcién medible ar-
bitraria. Si definimos la variable aleatoria Y = g (X) entonces

V= [T e

Demostracién. Por el Teorema 7.12 (ii) existe una sucesién de funciones med-
ibles g, tal que Ry, es a lo sumo numerable y que converge uniformemente a
g. Definimos las variables aleatorias Y;, = gy, (X). Por el Teorema 7.12 (iii),
(Y,),, converge uniformemente a Y.

Como ya hemos demostrado en el Teorema 7.10 que esta propiedad vale
para funciones que toman un conjunto a lo sumo numerable de valores, se

tendra - -
:/Oo /oo gn (%) fx (x) dx.

Ademas por el Teorema 7.11 se tiene que lim, . E(Y,) = E(Y). Luego
bastard probar que

+00 +o0 +oo too
hr}rl / x) fx (x)dx —/ / (x) dx.

(7.27)
Para probar esto observemos que

e T
_ ’/_:.--/_:@n(w—g(x»

S/_:O--'/_:ol(gn(x)—g(X))|fx(X)dX

1 [t +oo 1

L[ et

nJ o n
1

y por lo tanto se cumple (7.27). O

~
>

%
IS
>

Ahora vamos a probar la linealidad de la esperanza.

Teorema 7.14 Sean X1 y Xo dos variables aleatorias con esperanza finita.
Entonces para todo escalar o y B vale que

FE (aX1 -+ /BXQ) =akF (Xl) + BFE (XQ) .
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Demostracién.

Primero probaremos el Teorema cuando X7 y X5 son discretas. Sean X3
y Xo variables aleatorias discretas con esperanza finita y sea Z = aX1+5Xo.

Definamos ¢ : R2 — R por

g (x1,x2) = ax1 + fwa.

Entonces si X = (X7, X3) se tiene que Z = g (X). Definamos g; : R? —
R,i = 1,2 por gi(x1,22) = m;. Luego g(x) =ag1(x)+5g2(x). Usando el

Teorema 7.9 podemos escribir

E(Z)= 3 g&®pxx

(z1,22)ERx

= ) ag (%) + Bg(x)] px (%)

(z1,x2)ERx

=a Y alxE)+F Y el ()

(z1,22)ERx (w1,22)ERX
= aE(g1(X)) + BE(92(X))
= aE(Xy1) + BE(X2).

Ahora bien, si X7 y X son variables aleatorias arbitrarias, entonces por
Teorema 7.12 (iii) podemos definir dos sucesiones de variables aleatorias
discretas (X1n)n>1 € (Xan)n>1 tales que convergen uniformemente a X; y
X respectivamente.Es fécil ver que también se tendra que aXi, + 5Xo,

converge uniformemente a aX1 + SXo..

Hemos demostrado que para el caso de variables aleatorias discretas se

cumple la linealidad de la esperanza. Luego tenemos
E (OzXln + ﬁXQn) = akF (Xln) + BE (Xgn) .
Aplicando el Teorema 7.11 se obtiene

lim E (X, + ﬁXgn) = F (aX1 + Xo9),

n—oo

lim E(Xjn ) = B(X;), j =12,
Luego por (7.28), (7.29) y (7.30) se obtiene
E(aX;+ 6X3) = JLIEOE (aXin + BX2n)
:7111120 (aE (aX1p) + BE (Xa,))
=a lim E(Xy,) + 5 lim E(X5,)
=aF (X1)+ BE (X2),

y esto prueba el teorema. O
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7.3. Esperanza del producto de variables aleato-
rias independientes.

Otro problema interesante es estudiar la esperanza de un producto de va-
riables aleatorias. Si las variables aleatorias X e Y tienen esperanzas finitas
y definimos la variable aleatoria Z = XY entonces nos podemos preguntar:
icudndo vale que E (Z) = E(XY) = E(X) E (Y)? Veremos en el siguiente
Teorema que una condicién suficiente es la independencia de las variables X
eY.

Teorema 7.15 Sean X e Y wariables aleatorias independientes con esper-
anza finita. Si Z = XY entonces

E(Z)=E(XY)=E(X)E(Y).

Demostracion. En principio lo probaremos para el caso discreto. Luego aprox-
imaremos a X e Y por variables discretas uniformemente y probaremos el
teorema para el caso general pasando al limite.

Sean X e Y variables aleatorias discretas independientes con esperanza
finita y definamos g : R? — R

g(z,y) = zy.

Entonces como Z = g (X,Y), por el Teorema 7.9 resulta

E(Z)= Y. g@ypxy ()
(z,9)ERx,v)

= > aypiy) (@)

(z,y)€Rx X Ry

= > (apx (@) (ypy (v)

(z,y)ERx X Ry

= Z zpx () Z ypy (y)

TERx YyERy
— BE(X)E(Y).

Observemos que R(xy) C Rx X Ry pero para (x,y) € Rx X Ry — Rx vy
se tiene p(xy) (z,y) = 0, lo que justifica la segunda igualdad. La tercera se
justifica por el hecho de que dado que X e Y son independientes se tiene
pxy) (@) = px (z)py (y)-

Por el Teorema 7.12 (ii) existe una sucesién de funciones medibles gy, :
R — R que toman un conjunto a lo sumo numerable de valores y que
converge uniformemente a la funcién identidad g(x) = z. Consideremos
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las sucesiones de variables aleatorias discretas g, (X) = X, e Y, = g (V).
Dado que X e Y son independientes, se tiene que X,, e Y,, también lo son.

Luego, como ya hemos probado que el teorema vale para el caso discreto,
se tiene

Ahora como por el Teorema 7.12 (iii) X,, converge uniformemente a X e Y,
converge uniformemente a Y se tendrd

lim E(X,Y,)= lim E(X,) lim E(Y,)=E(X)E(Y).

Luego basta probar que lim, . E (X,Y,) = E(XY). Para ver esto ob-
servemos que
|E(X,Yy) — E(XY)| = |E (XY, — XY)]
< B|X,Y, — XY
= E|X,Y, — XY + X,Y — XY|
= E|Xn (Y —Y)+Y (X, — X)|
< E(|Xn (Yn - Y)’ + |Y (Xn - X)D
<E(X,||Y,-Y)+E(Y]||X,—X|). (7.31)

Por la convergencia uniforme de X,, a X y de Y, a Y tenemos

Ifm max | X, (w) — X(w)| =0 (7.32)

n—oo wel)

lim méx |V, (w) — Y(w)| = 0. (7.33)
n—00 wed
Ademsds como | X,,| — | X| uniformemente, resulta por el Teorema 7.11
lim E(|X,|) = E(]X]). (7.34)
n—oo
De (7.31), (7.32), (7.33) y (7.34) se obtiene que

lim |E(X,Y,) - E(XY)|=0,

n—oo

y esto prueba el teorema. O

Damos a continuaciéon un ejemplo que muestra que la reciproca es fal-
sa, es decir es falso que E(XY) = E(X)E(Y) implique que X e Y son
independientes.

Ejemplo 7.1 Consideremos un vector (X,Y') discreto tal que

R(X,Y) = {(_17 0)7 (1’ 0)7 (07 _1) ) (07 1)}
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y tal que p(z,y) = 1/4 para cada (v,y) € Rx,y)-

Como para todo (x,y) € Rx,y), se tiene vy = 0, resulta P(XY =0) = 1.
Luego E (XY) = 0. También se ve que Rx = {—1,0,1} y px(—1) = 1/4,
px(0) =1/2 y px (1) = 1/4, por lo tanto resulta

E(X)=-1(1/4)4+0(1/2) + 1(1/4) = 0.
De manera que se cumple que
EXY)=EX)E(Y)=0.

Pero X €Y no son independientes pues px (1) = % = py (1) y dado que

(1, 1) ¢ R(X,Y) se tiene p(X,Y)(17 1) =0.
Sin embargo si X, Y fueran independientes debiera cumplirse

11 1
pexyy (K1) =px(Upy(1) = 77 = 75

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto X e Y mo son independientes.

7.4. Una féormula general para la esperanza de una
variable transformada

Teorema 7.16 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y g : R —
R tal que g(X) tiene esperanza finita. Supongamos ademds que existen un
numero finito de puntos oo = dy < d1 < -+ < di, = 00, tales que en D; =
(di,dit1] la funcion g es continua y estrictamente creciente o estrictamente
decreciente o constante y que limg| 4, g (x) existe . Supongamos ademds que
end;, 1 <1< k—1 la funcion g es continua o Fx es continua. Luego se

tiene
[o¢]

B(g(X) = [ gdFx.
Demostracién. Podemos escribir
k
9(X) = g(X)Ip,(X).
i=1

Vamos a ver que para probar el teorema bastard mostrar que

dit1
B(o(X)I (X)) = [ gdFx. (7.35)
d;
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Es importante observar que de acuerdo a las observaciones 2 y 3 de la pdgina
126 la integral de Riemann-Stieltjes en el lado derecho de (7.35) existe. En
efecto, si (7.35) se cumple se tendrd por el Teorema 7.14 y el hecho de que
en los puntos d;,1 <i < k — 1 la funcién Fx o g es continua, que

k
E(9(X)) = Y E(9(X)Ip,(X))
=1

k dit1

:Z/ngX

=17

7

o0

= /ngX-

—00

Veamos que (7.35) para el caso que g es constante en D; En este caso sea
c el valor de la funcién en D;. Luego g(X)Ip,(X) toma valores ¢ con pro-
babilidad Fx(d;+1) — Fx(d;) y 0 con probabilidad 1— (Fx(di+1) — Fx(d;)).
Luego

E(g(X)Ip,(X)) = c(Fx(di+1) — Fix(d;))
diy1
~ [ gars.
d;

y por lo tanto (7.35) se cumple.

Veamos ahora que (7.35) vale en los intervalos D; donde g es estricta-
mente creciente. Sean aj = limy g, g(x) y bj = lim,1q,, g(x) donde lim, |,
indica lfmite cuando z tiende a a por la derecha y lim,, indica el limite
cuando z tiende a a por la izquierda. Sea Y; = g(X)Ip,(X). De acuerdo al
Teorema 6.1

0 si y<ajy
Fy(y) =1 Fx(g;'(y) si af <y<b (7.36)
1 sty > b},

donde g; es la restricciéon de g a D;. Luego

by
B = [ yapy.

*
k3

Como limg a2 g; 1(a) = d; y limyp g; 1 (b) = diy1, para probar (7.35) bas-
tard demostrar que para todo a; < a < b < b} se tiene

/abdey— / g(x)dFx. (7.37)



En efecto si (7.37), vale entonces resulta

b;
B = [ iy

b
= lim dFy.
alal b1br Jg y ¢

g9, (b)

= lim / g(x)dFx

alay,bTby

9; ' (a)
dit1
= /g(m)dFX.
d;

y por lo tanto (7.35) vale.
Para mostrar (7.37) consideremos una sucesién de particiones m, del
intervalo [a,b] en n intervalos de igual longitud. Entonces tenemos 7y =

{Wg, 91wyt cona = yf <y < - <yp =beyi—y = 1/n,
1 < j < n. Tomemos una seleccién arbitraria de puntos en esta particién
ygl < 77;-1 < y;?_H, la llamamos 0™ = (U?)lgjgn- Luego por 7.36 tenemos que

52(71'}7}7 77”» Y, FY) = Zny(Fy(y?+l) — Fy(ygl))
j=1
=S 0 (Fx (g7 W) — Px(g (). (7.38)
j=1

Entonces como la funcién id (y) = y es continua en [a,b] y Fy es monétona,
existe la integral de Riemann-Stieltjes f; ydFy y se tiene que

b
lfm S} (7%, "y, Fy) = / ydFy. (7.39)
n—oo a
Llamemos ahora
=g y)), 0<j<n, & =g (), 1<j<n

Luego por la monotonia de g{l obtenemos g;l(a) =z <ol <..<a, =
g 1)y a <& < iy Porlo tanto % = {zf, 27, ...,z } es una particién
de [g; H(a),g; 1(b)] y €™ = (€} )1<j<n una seleccién en esta particién. Ademds

2 = méx (27, — "
1wl = max (25,1 —27)
_ 7 —1 —1
= lgljagn(gi (Yi1) — 95 (v))
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tiende a 0 con n por la continuidad uniforme de g; * en [g; *(a), g; 1 (b)] v el
hecho de que
( ix (Ylhy — ) =
Afm max (yj4 —y5) =0.
Luego, como ¢ es continua en [g;l(a),gfl(b)] y Fx es monétona, existe la

1
integral de Riemann-Stieltjes fggil ((:)) g(x)dFx y resulta que

g9; 1 (b)
tim 5%, ") (% €, g, F) = / o(z)dFx. (7.40)

n—oo 9g; fl(a)
K]

Finalmente observemos de (7.38) que

Sg(ﬂgannayaFy 277] FX ijrl)) FX( (y] )))
= Zg ) (Fx (w41 ) — Fx(x)))

- Zg & (Fx (i1 ) — Fx(x;))

7j=1

-1
= S (5, €7, 9, F). (7.41)
Luego de (7.39) (7.40) y (7.41) obtenemos (7.37), y por lo tanto (7.35) queda
demostrada para el caso que g es estrictamente creciente en D;.

Para el caso que g es estrictamente decreciente, tenemos que —g es es-
trictamente creciente. Por lo tanto (7.35) vale para —g y entonces

dit1
B(~9(01p, (X)) = [ - gdFx.
d;
Pero esto es equivalente a
dit1
B(o(X)Ip, (X)) = [ iy,
d;

y luego (7.35) también vale. Esto prueba el teorema. O

7.5. Esperanza de distribuciones simétricas

El concepto de esperanza matemadtica estd ligado con el valor central
de la distribucion. Ciertas variables llamadas simétricas tienen un centro
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natural. Por ejemplo aquellas que tienen densidad simétrica respecto a un
punto.

Definicién 7.6 Dada una variable aleatoria X cualquiera, se dice que tiene
distribucion simétrica respecto de [ st

P([n — 2. 1)) = Px((, t + ). (7.42)

para todo x > 0.

Teorema 7.17 X tiene distribucion simétrica respecto de 0 si y sdlo si
Fxy=F_x

Demostracion. X tiene distribucién simétrica respecto de 0 si y sélo si
Px([-z,0)) = Px((0,z]), Vo > 0. (7.43)

Se tiene
Px((0,2]) = Fx(z) — Fx(0) (7.44)

Px([-z,0)) = P(—x < X <0)
= Plx>-X>0)
= P00 < -X <)
=F_x(z) — F_x(0). (7.45)

Luego, de (7.43), (7.44) y (7.45) resulta que X tiene distribucién simétrica
respecto de 0 si y sdlo si

Fx(x)—Fx(O) :F,)((x)—fo(O),V$>O. (746)
Tomando limite cuando x tiende a infinito resulta
1 - Fx(0) =1 - F_x(0)

y luego
Fx(0) = F_x(0). (7.47)

De (7.46) y (7.47) resulta que si X tiene distribucién simétrica respecto de
0 entonces
Fx(z) = F_x(z), V. (7.48)

Veamos la reciproca. Supongamos que
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Luego, para todo = € R se tiene

En particular

Luego, si x >0

Es decir, (7.48) implica que
Px([-z,0)) = Px((0,z]), Yz > 0,

de lo que se deduce que X es simétrica. O

Teorema 7.18 X tiene distribucion simétrica respecto de p si y sélo si
Y = X — pu tiene distribucion simétrica respecto de 0.

Demostracién. Sea = > 0. Se tiene

Px(lp—a,p)=Pp-—o< X <p)

(
:P(—x<X—u<O)
=P(-z <Y <0)
= Py([—.x,(])),

(
—PO0<X-—p<a)
= PO<Y <)
= Py ((0,2])

Luego Px ([p—x, 1)) = Px ((p, p+z] es equivalente a Py ([—z,0)) = Py ((0, z])
y por lo tanto el teorema es cierto. O

Teorema 7.19 Si X tiene esperanza finita y tiene distribucion simétrica
respecto de p, entonces E(X) = p.
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Demostracién. Primero probaremos el teorema cuando p = 0. En este caso

por el Teorema 7.14
E(-X)=-E(X). (7.49)

Ademas como Fx = F_x, v la esperanza depende solamente de la funcién
de distribucién se tendrd

E(-X) = E(X). (7.50)

De (7.49) y (7.50) resulta F(X) = E(—X) = 0.

Supongamos ahora que X tenga distribucién simétrica respecto de p.
Entonces X — p tiene distribucién simétrica respecto de 0. Luego usando la
Propiedad 7.11 resulta

0=E(X —p)=EX)—p,

y el teorema queda demostrado. O

Teorema 7.20 (i) Si X es absolutamente continua, entonces X tiene
distribucion simetrica respecto de p si y sélo si

fx(p—2z)=fx (p+x). (7.51)

(i1) Si X es discreta, entonces X tiene distribucion simetrica respecto de
sty sdlo si
px (p—x) =px (p+2).

Demostracién.

(i) Sillamamos Y = X —pu, como fy(z) = fx(x+pup), (7.51) es equivalente
a

fy (=2) = fv (z).
Por otro lado por las férmulas de cambio de variable

f-y(z) = fy(—2).

Luego (7.51) es equivalente a f_y = fy y esto es equivalente a F_y =
Fy.. Aplicando el Teorema 7.17 esto es equivalente a que Y sea simétri-
ca respecto de 0 y por Teorema 7.18 a que X sea simétrica respecto
de p.

(ii) Es similar a (i). Se deja como ejercicio. O
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7.6. Mediana de una variable aleatoria.

Dijimos que la esperanza describe un valor central de una variable aleato-
ria. En particular, si la variable aleatoria X es simétrica y tiene esperanza
finita, entonces esta coincide con su centro de simetria. Una desventaja de
la esperanza es que es muy inestable, es decir es muy sensible a las pequenas
perturbaciones, pequenos cambios en la distribucién de la variable se ven
reflejados en importantes cambios en los valores de la esperanza.

Otra desventaja de la esperanza es que puede ocurrir que no exista.
Incluso esto puede darse en el caso de una distribucién simétrica. Un ejemplo
de distribucién simétrica que no tiene esperanza es la distribucién de Cauchy.
Su densidad estd dada por

1 1
ml+x2

f(x) =

Es facil ver que efectivamente es una densidad. Tenemos que

1/oo 1 _2/% 1
T ) ol+ax2 7y 1422

2
_ 2 t 0o
= aretg(s)[3

2.
=—(5-0)
=1

El grafico de esta densidad es parecido al de la densidad normal aunque
las colas tienden a 0 m&s lentamente. Es una funcién par y por lo tanto
simétrica respecto del eje y. Esta distribucién no tiene esperanza puesto que
un célculo sencillo prueba que

1 [t 1 1 [0 1
— T 2d:1::—— T 2dx:+oo.
T Jo 1+ TS o 1+=z

En efecto haciendo la tranformacién y = 1+ 22 en la primer integral se tiene
dy = 2xdx y entonces

L[t 1 1 [t>1
—/ x—gd:v:—/ —dy
7 Jo 142z 27 )i Y

1 o0
= 57 log(W)[* = .

Por lo tanto la simetria no garantiza la existencia de la esperanza. En
este sentido no es una buena medida de centralidad, puesto que cualquier
medida de centralidad debiera coincidir con el centro de simetria de fx en
el caso de existir éste.
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Otra medida de centralidad es la mediana. Si existe un valor que deja la
misma probabilidad a su derecha que a la izquierda, ese valor es la mediana.
Esto se podra lograr siempre en el caso de una variable aleatoria continua.
Si X es simétrica entonces la mediana coincide con el centro de simetria.
Una definicién general de mediana es la siguiente.

Definicién 7.7 Se dice que m es una mediana de la variable aleatoria X
st se cumple que

Veremos que siempre existe, y que si no es unica, el conjunto de las
medianas es conexo, es decir es un intervalo en R. Para mostrar esto nece-
sitaremos recurrir a la funcién

F)Zl(y) = inf A,,

donde A, = {z : Fx (z) > y}. Hemos visto que el infimo es en verdad un
minimo, de manera que Fx (F)}1 (y)) > y es decir

P(X <F5'(y) >v. (7.52)

Probaremos ahora una propiedad adicional.

Teorema 7.21
P(X>F¢'(y)>1-y. (7.53)

Demostracién. Sea = < Fi' (y), entonces, dado que Fiy' (y) es el minimo de
1

A, se tiene que Fx (z) < y. Luego si ponemos = = Fy' (y) — — < Fy' (y)
n

obtenemos .
Fx <FX1 (y) — g) <Y,

es decir

La sucesién de eventos
1 1

es mondétona no decreciente y ademas

U A= {X <F' ()}

n=1
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Luego pasando al limite se tiene

1
lim P <X < Fyt(y) — —> <y,

n—oo

y ademads

g%P(XSRJ@—l>=PHX<EJ@D-

n

Por lo tanto

0 equivalentemente

PU{X>F'(y)}) >1-y. O

Teorema 7.22 Sea X una variable aleatoria y Fx su distribucion. Entonces
(i) Fx' (3)es una mediana.

(ii) Sim es mediana de X entonces

1

(iii) St my1 y me son medianas de X entonces para todo m € (my,ms), m
es mediana de X.

Demostracién.

(i) Se deduce de (7.52) y (7.53) tomando y = 1.

(ii) Si m es otra mediana, entonces como P (X <m) > 3, resulta que
m € Ai. Como F)Zl (%) = inf A1 resulta F~1 (% <m
2 2

(iii) Se deja como ejercicio. O

También se propone como ejercicio dar ejemplos de distribuciones en las
que el intervalo de las medianas sea cerrado a derecha y ejemplos en los que
sea abierto a derecha.

En el caso de que se trate de un intervalo podemos definir la mediana

central como el punto medio del intervalo. Es decir si el conjunto de medianas

b
es el intervalo [a,b) o el [a, b], la mediana central es m.(X) = a—2i— .

160



7.7. Varianza de una variable aleatoria.

La esperanza y la mediana de una variable aleatoria son caracteristicas
de su distribucién que describen un valor central. Sin embargo, variables
aleatorias con distribuciones muy distintas pueden tener la misma esperanza.
Por ejemplo pueden diferir en cuan dispersos alrededor de la esperanza estdn
los valores que toma la variable. Variables con la misma esperanza pueden
estar mds o menos dispersas. Esto nos lleva a definir otras caracteristicas de
una variable aleatoria, que midan la dispersién alrededor de un valor central.

Tampoco existe una inica manera de medir dicha “dispersién”. Consid-
eremos una variable aleatoria X. Podrfamos considerar la distancia entre los
valores que toma X y su esperanza, es decir |[X — F (X)| y como esto re-
sulta ser una variable aleatoria, calcular su esperanza E (|X — E (X)]). Sin
embargo, dado que la funcién valor absoluto no es derivable en el origen,
serd conveniente reemplazarla por la funcién cuadritica.

Definicién 7.8 Definimos la varianza de la variable aleatoria X por
Var (X) = E ((X — E(X))?).

Se la suele notar por O'g(. La desviacion tipica o desvio estdndar de una
variable aleatoria X es definida como la raiz cuadrada de la varianza

ds(X)=+/Var(X) =ox.

Observacién. Es Inmediato observar que Var (X) > 0 pues se trata de
la esperanza de una variable aleatoria no negativa. También es claro que
siempre existe si admitimos como medida el valor +oo.

La varianza tiene las siguientes propiedades.

Propiedad 7.12 Si X tiene varianza finita, entonces
Var (X) = E (X?) - E* (X).
Luego para el caso discreto resulta

Var (X) = Z *px (x) — Z xpx () |

rERX TERX

y para el continuo

Var (X) = /OO 22 fx (2)da — </°° fo(x)dx>2.

—00 —00
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Demostracién. Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza, se obtiene
que:

Propiedad 7.13 Var (X) = 0 es equivalente a P (X = E (X)) = 1.

Demostracién. Supongamos que Var (X) = E ((X — E(X))?) = 0. Como
(X — E(X))? es no negativa, resulta por la Propiedad 7.10 que

P <(X ~E(X))?= 0) -
Esto equivale a que

P(X-E(X)=0)=1,

P(X=FE(X)) =1
Se deja como ejercicio probar que si
P(X=E (X)) =1,

entonces Var (X) = 0. Para eso obsérvese que la variable aleatoria (X —
E (X))? es cero con probabilidad uno. O

Propiedad 7.14 Sea X una variable aleatoria e Y = aX + 5, con «, 3
escalares. Entonces Var (Y) = o?Var (X) .

Demostracion. Como E(Y) = aE(X) + (3 resulta
Var () = E ((Y = E(YV))?)
= B([aX + 8 — (@B(X) + B)]")
= E ([o (X - BE(X))P)
— 2E ([X E(X)P)
= o*Var (X).O
Se mostrard que en el caso de suma de variables aleatorias independi-

entes, la varianza es aditiva.
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Propiedad 7.15 Sean X e Y wariables aleatorias independientes. Luego si
Z =X +Y resulta Var (Z) = Var (X) + Var (V).

Demostracién. Tenemos

Luego, bastard probar que
B(X - EX)][Y - E(Y)) =0.
Usando la independencia de X e Y y teniendo en cuenta que
E(X-E(X))=0=E(Y - E(Y)),
resulta
E(X - E(X)][Y - E(Y))) = B(X - E(X)) E(Y — E(Y))
=0.0 (7.54)

7.7.1. Esperanzas y varianzas de distribuciones normales
Calcularemos ahora F(Y') y Var(Y') para una variable Y con distribucién

N (p,0?).

Teorema 7.23 SiY ~ N (u,0?) entonces E(Y) = p y Var(Y) = o2.

Demostracién. Tomemos primero una variable X con distribucién N(0,1).
Mostraremos que E(X) =0y Var(X) = 1. La densidad de X es

1
flz) = iz 2.

Como X es simétrica respecto de 0, para mostrar que F(X) = 0, bastara
mostrar que F(|X|) < oo. Tenemos que

B(X) = [ Jolf(a)ds

= Z/OOOxf(a:)dx

2 o —z2/2

163



Definamos u = 22/2 y entonces du = xdx. Luego

2 o —z2/2
27r)1 / R
2 /OO

(-

27r)1 e “du

2
(2m)1/2

2
(2%)1/2

E(X]) = (
{
{

e Mg ) (7.56)
< 00.
Vamos ahora a calcular la integral indefinida

/xze’“g/zdm.

Haciendou =z y dv = ze~/2dy para integrar por partes, se tiene du = dx
y por (7.56) v = —e~**/2. Luego

/znge_xz/de = /udv
= uv — /vdu

— _ge /2 + /e_xQ/Qd:Jc.

Luego

/ x2e*x2/2da::—[a:e*9”2/2]‘oo —i—/ e " 24y,
— 0 —00 o0

o0
y como [xe‘a’2/2]‘ = 0, resulta
—0o0

/ a:Qezz/de—/ e~ 2.

Var(X) :/ 22 f(z)dx
1 9 a2
= o)1 /Ooa: e Py
1 > —x2/2
72%)1/2/ e 24y

/fd:r
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De acuerdo a su definicién, la distribucién N (,u, 02) es la distribucién de
Y = 0X 4 p, con X ~ N(u,0?). Luego E(Y) = cE(X) +p =py
Var (Y) = 0?Var (X) = ¢2. O

Observacion. De acuerdo a este resultado, los pardmetros de una distribu-
cién normal coinciden con la esperanza y la varianza.

7.8. Covarianza

La ecuacién (7.54) motiva la definicién del concepto de covarianza.

Definicién 7.9 Sean X e Y wvariables aleatorias. Se define la covarianza de
X eY como

Cov(X,Y)=FE([X — EX|[Y —E(Y))).
La siguientes Propiedades 7.16 y 7.17 son inmediatas

Propiedad 7.16 Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) + 2Cov(X,Y).

Propiedad 7.17 Si X , Y son independientes, Cov(X,Y) =0

La reciproca es falsa: la covariaza igual a cero no garantiza la indepen-
dencia de las variables. Se puede dar el mismo contraejemplo que se usé
luego del Teorema 7.15 para mostrar que E(XY) = E(X)E(Y) no implica
que X e Y sean independientes.

Diremos que dos variables aleatorias X e Y estdn positivamente correla-
cionadas si Cov (X,Y’) > 0y negativamente correlacionadas si Cov (X,Y) <
0.

SiCov(X,)Y)=E(X—-EX|[Y-E(®X)]) >0, X-EXyY —-E(Y)
tienden a tener el mismo signo, es decir tienden a situarse del mismo lado
de sus respectivas esperanzas. Lo contrario ocurre si Cov (X,Y) < 0.

Propiedad 7.18 Si X e¢Y son variables aleatorias y ponemos X' = a X+
eY' =~Y +§ entonces

Cov (X", Y') = ayCov (X,Y).
Demostracion. Para probarlo obsérvese que

X -E(X)=aX+B-(aE(X)+8)=a(X - E(X)),
Y -E{Y')=Y +6—(EX)+8§) =7 —E(Y)).
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Luego
E(xX'-EX)][Y -E(Y')])=E([X-EX)[Y - EY))
=ayE([X - EX)][Y - E(Y)))
de donde se obtiene el resultado enunciado. O

Ahora enunciaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para variables
aleatorias.

Teorema 7.24 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X e Y wvari-
ables aleatorias. Entonces si las varianzas de ambas variables son finitas se
tiene

E*(XY)< E(X?) E(Y?), (7.57)

y la igualdad ocurre si y sdlo si existe o tal que P(Y = aX) = 1. Ademds
Cov?(X,Y) < Var(X)Var(Y), (7.58)
y la igualdad ocurre si y sdlo si existen escalares o, B tal que

PY=aX+8) =1 (7.59)

Demostracion.
Sea Z =Y — aX. Entonces

Qa) = E (2%) = o®E (X?*) + E (Y?) = 20E (XY) > 0.

es un polinomio de segundo grado en «, no negativo y como tiene a lo sumo
una raiz su discriminante es no positivo.

A=4E*(XY)—4E (X?)E (Y?) = 4(E*(XY) - E (X?) E (Y?)) <0.
Luego
E2(XY)-E?(X)E?(Y) <0,

de donde obtiene el resultado.

La igualdad se cumple si y sélo si A = 0. Esto ocurre si y sélo si existe
un tnico « tal que Q(a) = 0. Esto es equivalente a que E((Y — aX)?) =0,
y esto a que P(Y = aX) = 1.

La desigualdad (7.58) se obtiene aplicando (7.57) a X* = X — E(X) e
Y* =Y — E(Y). Luego resulta que la correspondiente igualdad se cumple
si y sélo si existe « tal que

P(Y —E(Y) = a(X — B(X)) = 1.

Poniendo 8 = E(Y) + aFE(X), esto es equivalente a (7.59). O
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Definicién 7.10 Dadas las variables aleatorias X eY se define el cuadrado
del coeficiente de correlacion entre ellas, y se denota por p*(X,Y) a

_ Cov?(X,Y)
XY = Var (X) Var (Y)'

También definimos el coeficiente de correlacién entre X e Y por

Cov (X,Y)

,O(X, Y) = 1
[Var (X)]? [Var (V)]

NIES

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce la siguiente propiedad.

Propiedad 7.19 Se tiene que
0<p(X,Y)* <1

y por lo tanto
-1 <p(X,Y)<1.

Ademas p(X,Y)? =1 es equivalente a que para algin o y B se tenga P(Y =
aX + B) = 1, es decir a que haya una relacion lineal perfecta entre las
variables X e Y.

7.9. Distribuciéon Normal Bivariada.

En esta seccién vamos a definir la distribucién normal con medias, vari-
anzas y covarianzas arbitrarias.

Queremos definir la distribucién conjunta de un vector aleatorio Y =
(Y1,Y2) a partir de fijar la distribucién marginal de cada una de sus co-
ordenadas y establecer un valor para la covarianza entre sus coordenadas.
Es decir que queremos que la distribuciéon conjunta del vector Y sea tal
que Y1 ~ N (ul,af), Yo ~ N (/LQ,O’%), y tal que Cov (Y1,Y2) = 012, con las
constantes u1, po, 01,09 v 012 prefijadas arbitrariamente. Para que esto sea
posible se tendran que cumplir ciertas restricciones sobre estas constantes.
Los valores p1, t2 no tienen deben cumplir ningtin requisito en particular,
pero 07 > 0,03 > 0 y o012 debe cumplir la desigualdad de Cauchy-Schwarz
que se puede escribir como

2 2 2
019 S 0109.

Ahora bien si queremos una distribucién bivariada absolutamente con-
tinua, no podra cumplirse 0%, = 0203, ya que en este caso (Y7,Ys) estarfa

sobre una recta que es un conjunto de superficie 0. Luego se deberd cumplir

0%2 < 0%03.
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Sea la matriz 3 definida por

S = < o1 712 ) (7.60)

Jg12 02

Luego det () = 0203 — 035 > 0.
Definamos la matriz de covarianza del vector Y por

B Var(Y7) Cov(Y1,Ys)
Xy = ( Cov(Y2, Y1)  Var(Ya) ) '

Luego queremos que
Yy =2

Como det(X) = 0303 — 03y > 0y 0? > 0, ¥ resulta simétrica y definida
positiva. Luego tiene al menos una “raiz cuadrada”. Es decir existe una

A= ( @i d ) (7.61)

az1 (22

matriz (no unica)

tal que
Y = AAY (7.62)

donde A? designa su traspuesta.

Estamos ahora en condiciones de construir el vector aleatorio buscado.
Lo haremos en el siguiente teorema.

Teorema 7.25 Sea ¥ € R?*2 una matriz definida positiva dada por (7.60),
p = (p1,u2) € R% Sea A € R**? dada por (7.61) que cumple (7.62).
Sea X = (X1, X2) un vector aleatorio tal que X1 y Xo variables aleato-
rias independientes con distribucion N (0,1). Se define el vector aleatorio
Y = (Y1,Ys) por

Y = XA + p.

Entonces resulta que
(i) Y1 tiene distribucion N (u1,0%) e Ya tiene distribucion N (pg,03) .
(’ii) COV(}/l,YQ) = 012.

(i1i) La densidad del vector Y estd dada por

—;ex _—1 — Ty-w').
fY(Y)_zndet(z)% p<2 (y—m) X (y u))
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(w) La forma cuadrdtica Q(y) = (y — p) " (y — p)" es igual a

1 (y1—m)*  (y2 — p2)?
-9 — —
= s p(y1 =) (y2 — p2)

Demostracién.
(i) y (ii) Observemos que el vector Y satisface

Y1 = a11X1 + a12X2 + M1, (763)
Yo = a01 X1 + a2 X2 + po. (7.64)

Como E(X) = E(X2) =0, resulta
EW) = m, E(Y2) = po.
Ademas como Cov (X1, X2) =0, Var (X;) = Var (X2) = 1, resulta

Var (Y1) = a3, Var (X1) 4 a2, Var (X5) (7.65)
= a%l + a%Q.
De modo andlogo,
Var (Yz) = a3, + a3, (7.66)
y como E(X1X3) = 0, resulta

Cov (Y1,Y2) = E([a11X1 + a12X2] [a21 X1 + a2 X))
= a11a91 E(X?) + a12a20E(X3) + (a12a1 + a11a22)E(X1X2)

= a11021 + a12a22. (7.67)
Luego
Yy = a1 T a12 allagl aézazg
a11a21 + 12022 a1 + a9
= AA
=X
U% J12

De acuerdo al Teorema 6.7, como Y7 e Y5 son combinaciones lineales
de normales independientes seran normales. Por (7.63), (7.65) y (7.68)
resulta que la distribucién de Y es N (p1,0%). Por (7.64), (7.66) y
(7.68) resulta que la distribucién de Y es N (u2,03). Ademds, de
(7.67) y (7.68) resulta que Cov(Y7,Ys) = 012. Esto prueba (i) y (ii).
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(iii)

(iv)

Vamos a calcular la distribucién conjunta del vector Y. Comencemos
escribiendo la distribucién conjunta del vector X. Como X; y X2 son
independientes, la distribucién conjunta de X es el producto de las

marginales,
1 2 2
= Lo () ()
1 — (21 +23)
= -_— X _—
or P 2
1 1,
= —exp | =xx
2r P\ )
donde xx! = ||x]|?.

Teniendo en cuenta que X = (Y — p) (At)fl se obtiene que el Jaco-
biano de esta transformacién es J = 1/ det (A") . Ademds, como ¥ =
AA? se obtiene que (det (4))? = det (X) o sea det (A) = det (E)% y por
lo tanto J = 1/ det (E)% . Entonces, a partir de la igualdad (A") A=
¥~ ! usando la férmula para transformaciones de vectores aleatorios
dada en el teorema 6.4, resulta

. 1 ox —_1 . =1 -1 - t
M= p(Fo-w ) A -
- e (ZDy-wiy-w).
= ordet (O p( 5 —m)E (v M))

Para hallar la forma cuadratica, calculemos primero el determinante
de X
o2
det () = o303 — 0% = o303 (1 - 02}22> .y
192

Luego la inversa de > viene dada por

w1 _ 1 U% —012
otoy(L—p) \ —on2 o} )

Entonces la forma cuadratica se puede escribir como
SR S Yy iy vy g S—" . B RS
oo (1—p%) \ —o12  of
1 2 o 2 2
= — —_ + — —
0_%0_2 (1 . p2) [(yl :ul) 02 (y2 H’2) 01

2(y1 — 1) (Y2 — p2) o12] -
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Luego se tiene

(y-—mws (y—mp'

1 (- m)® | (p—m)?  on
= _9 _ _
1—p2 ( o? + o2 0203 (1 — p1) (y2 — pr2)
1 (1 — ) (y2 — p2)? p
fd _ 2 _ _ .D
12 ( p + p 5109 (y1 = p1) (y2 — p2)

Observacién. El teorema anterior se demostré para el caso de dos variables.
Sin embargo la densidad normal multivariada de cualquier dimensién que
se define para vectores aleatorios Y € RF tiene una expresién similar a la
escrita en el punto (iii).

Observacién. El méximo valor de fy se logra cuando se hace minimo el
exponente de la exponencial, esto es en y = u. Por otro lado las curvas de
nivel fy (y) = ¢ (con ¢ constante) son elipses cuyas direcciones principales
vienen dadas por los autovectores de X1, Si la Cov (Y7, Y2) = 0 entonces, la
matriz X es diagonal y las direcciones son paralelas a los ejes coordenados,
dando lugar a circunferencias como curvas de nivel en este caso.

Definicién 7.11 Se dice que el vector Y tiene distribucién normal bivaria-
da con media i y matriz de covarianza 3 definida positiva, que se denotard
por Ny (11,2) si su funcion densidad es

—;ex L= Ty -w').
fy(y)—%det@)% p<2 Y- (v u))
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Capitulo 8

Teoria de la Prediccion.

8.1. Error cuadratico medio y predictores 6pti-
mos.

En esta seccién veremos como utilizar ciertas variables conocidas para
predecir otras variables que no se pueden observar en un determinado mo-
mento. Por ejemplo se quiere predecir la cantidad de lluvia que manana
caerd en determinada regién, utilizaremos otras variables que se puedan
medir hoy. Quisiéramos encontrar el predictor que se aproxime mds a la
variable a predecir, entre todos los predictores pertenecientes a un conjunto
dado.

Sea P un conjunto de predictores para la variable aleatoria Y, que forman
un espacio vectorial. Cada elemento de P es una variables aleatoria observ-
able. Supongamos que se quiere predecir a Y a través de Y €P. ., Coémo se
puede medir la bondad de un predictor Y cualquiera? Se pueden considerar
las siguientes alternativas:

Definicién 8.1 El error cuadrédtico medio del predictor Y para predecir a

Y estd dado por
ECM (?Y) —E ((Y _ ?>2>
y el error absoluto medio
EAM(?, Y) _E ((Y _ ?)) .

Si usamos como criterio de bondad de un predictor el error cuadratico
medio, diremos que Yy € P es es un predictor dptimo de Y en P , si dado
otro Y € P se tiene

ECM (ffo Y) < ECM (1?, Y) .

A continuacién damos un criterio suficiente para obtener un predictor
6ptimo usando el criterio del error cuadratico medio.
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Teorema 8.1 Una condicion suficiente para que Yy € P sea un predictor
dptimo usando el criterio del error cuadrdtico medio es que

E((Y—?O) 17) =0 (8.1)

para todo Y € P. Ademds, si }Afo satisface (8.1), es esencialmente el inico
predictor dptimo. Fs decir si Yep satisface ECM (170, Y) = ECM <}A/, Y)

entonces P <17 = }70> =1.

Observacién. La condicién (8.1) se puede interpretar como que el error de
prediccién <Y — )70) es ortogonal a todo elemento de P cuando el producto

escalar estd definido por (Y, X) = E(YX) en el espacio de Hilbert de las
variables aleatorias.
Demostracién. Sea Y € P. Entonces

pom (7.v) = £ (v =7)") = ([(v-7) + (5 -7)])
—E ((Y —170)2> +E ((ffo —17)2

25 ((%-7) (1),
Usando la condicién de ortogonalidad, como Yy — Y € P se tiene

B ((50-7) (7)) =0,

N—— +

y luego

y por lo tanto }Afg es 6ptimo.

~ ~  \2
Ademas si Y fuera también 6ptimo se tendria E ((YO — Y) ) =0y

~  ~\2 ~ o~
siendo (Yo — Y> > 0 resultarfa P (Y = YO) =1, en virtud de la Propiedad
7.10. O.
El siguiente Teorema simplica la verificacién de la condicién (8.1).
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Teorema 8.2 Sea P un espacio vectorial de predictores de la variable aleato-
ria Y de dimensidon finita y sea {Y1,..., Yy} una base de P. La condicién
necesaria y suficiente para que se cumpla (8.1) es que

E((Y—%)E):0,1gigk. (8.2)

Demostracion. Claramente es una condicién necesaria. Veamos que es sufi-

ciente Sea Y cualquier elemento de P, entonces existen escalares aj,..., o
5 k g . .

tal que Y = )"0 ; o;Y;. Luego si para i = 1,2, ...,k se cumple que

£ ((r-)7) =0
resulta también que

(=) 7) = () o)

=1

8.2. Predictores constantes.

Se pueden considerar distintos conjuntos de predictores. Comenzaremos
con los predictores constantes.

Sea (€2,A, P) un espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria a
predecir y consideremos

P, ={Y : Y es una variable aleatoria constante}.
El siguiente Teorema determina el predictor 6ptimo perteneciente a P;.

Teorema 8.3 FEl predictor )?\0 = E(Y) es el de menor error cuadrdtico
medio en Pi. Ademds ECM(Yy,Y) = Var(Y).

Demostracién. Una base de Py es {}71} donde 1?1 = 1. Como

E((Y-%) 1> —E(Y -EQY))=EY)-E(Y)=0,

resulta Yo = E (Y') el predictor de menor error cuadrético medio.
Ademss

Designamos el predictor éptimo para Y en Py por Yp . En la préctica
tnicamente se usa un predictor constante si no se observan otras variables
vinculadas a Y.
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8.3. Predictores lineales.

Sea ahora (€2, A, P) un espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria
a predecir y X otra variable aleatoria observada. Consideremos el siguiente
conjunto de predictores

sz{}?:?:aX+ﬁ, a, B € R}.

Ps es el conjunto de variables aleatorias que se obtiene por una transfor-
macion lineal de la variable X . Claramente P; C Pa, y por lo tanto el error
cuadritico medio del predictor 6ptimo en Py serd menor o igual que el del
predictor 6ptimo en P;. Por esta razén, si denotamos por 1707 1 el predictor
6ptimo en Py, resulta claro que

ECM (Y, Yo, ) < ECM (Y, %)
El siguiente Teorema caracteriza el predictor éptimo en Ps.

Teorema 8.4 (i) El predictor de menor error cuadrdtico medio en Po
estd dado por Yy, = aX + 3 con

B=E(Y)—-aFE(X) (8.3)
! Cov (X,Y)
~ Var ()’() (84)

(ii) El error cuadrdrico medio de 1707L estd dado por

Cov? (X,Y)

Var (X) (85)

ECM (170 L.Y) — Var (Y) —

Demostracién. Una base de P; es {}71, }Afg} donde }A’l =Xe }A’g = 1. Luego el
predictor 6ptimo Yp 1, debe satisfacer

E((Y —aX-8)X)=0 (8.6)

E((Y —aX —B)1) =0. (8.7)

De la condicién (8.6) se obtiene
E(Y)—-aE(X)-p=0,

de donde resulta (8.3).
Ahora multiplicando (8.7) por E (X) resulta

E((Y —aX - B)E(X)) =0,
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y resténdola de (8.6) obtenemos
E((Y - aX - B) (X — E(X))) = 0.
Reemplazando (3 por (8.3) obtenemos
E(Y—aX-E(Y)+aFE(X))(X-E(X))) =0,
y por lo tanto
E((Y -~ E(Y)) - a(X - E(X))(X - E(X)) =0.
Entonces distribuyendo la esperanza se obtiene

Cov(X,Y)=E[(Y -E(Y))(X - E(X))]
— aF [(X _B(X)?
= aVar (X),
y por lo tanto resulta (8.4).

Ahora calcularemos el error cuadrédtico medio de %7L. Usando (8.3)
obtenemos

ECM (%,L, Y) -

—2aE([Y - E(Y)][X - E(X)]).
Luego, usando (8.4) se obtiene

ECM (170 L Y> = Var (V) + a?Var (X) — 2aCov (X,Y)
Cov? (X,Y) 200v2 (X,Y)

= Var (Y) + Var (X) ° Var(X)
ov?
= Var (Y) - %é)}/) O

Para evaluar cudnto mejora el error cuadratico medio cuando se usa Yp 1,
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en vez de Yp ¢, calculemos su decrecimiento relativo

ECM (17070, Y) — ECM (170 . Y)

ECM (1?070, Y)

B Var (Y) — (Var (Y)— %())(()YU

ECM (1?070, Y)

Cov?(X,Y) 9
Var (Y)  Var(X)Var (Y) T

Esto permite interpretar el coeficiente p? (X,Y) como el decrecimiento
relativo del error cuadratico medio cuando se usa un predictor lineal basado
en X en vez de un predictor constante. Por lo tanto p? (X, Y) mide la utilidad
de la variable X para predecir a Y por una funcién lineal. Observemos que
a partir de esta igualdad puede obtenerse nuevamente la desigualdad de

Cauchy-Schwarz. En efecto, como 0 < ECM (17070, Y> — ECM <§707L, Y) <
ECM (Y, 3/;0,C> , se obtiene 0 < p?(X,Y) < 1.

Veremos ahora el significado de los casos extremos p?(X,Y) = 1y
PA(X,Y) = 0. p*(X,Y) = 1 es equivalente a ECM <Y, }A/()Jl) = 0 y esto

~ \2
es equivalente F ((Y - Y, L> ) = 0, que a su vez es equivalente a

P(Y:?O,L) —P(Y =aX +8) =1,

en virtud de la Propiedad 7.10.

Es decir p?(X,Y) = 1 es equivalente a que hay una relacién lineal per-
fecta entre X e Y con probabilidad 1.

Existen dos posibilidades para p?(X,Y) = 1 : o bien p(X,Y) = 1 o
p(X,Y) = —1. El signo de p(X,Y) coincide con el de Cov(X,Y) que es el
mismo que el de la pendiente del predictor linear éptimo. Luego p(X,Y) =1
indica que la relacion entre la X y la Y es creciente y p (X,Y) = —1 que la
relacién es decreciente.

Veremos ahora como se interpreta p? (X,Y) = 0. En este caso

ECM (%,L, Y) — ECM (?O,C, Y)

y Cov(X,Y) = 0. Por lo tanto a = 0, y se puede concluir que la variable X
no tiene utilidad para predecir a Y cuando se utilizan predictores lineales.

Se deja como ejercicio probar que la recta Y = aX + 3 pasa por el punto
(E(X),E(Y)), es decir que cuando la variable X toma el valor E(X) el
valor predicho para la variable Y es E(Y).
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Capitulo 9

Esperanza y distribucién
condicional.

9.1. Caso discreto.

Sean dos variables aleatorias discretas X,Y definidas sobre un mismo
espacio de probabilidad (€2, 4, P). Sea Rx = {z : px(z) >0} y Ry = {y:
py (y) > 0}. Luego, para cada x € Rx definimos la funcién de probabilidad
de Y condicional a X = x como

pxy (,y)

pY|X(y|‘T) = px(af)

A veces se utiliza la notacién py, x—2(y) para la funcién de probabilidad
condicional.

Para cada x € Rx fijo esta funcién es una funcién de densidad de pro-
babilidad ya que

_ pxy(z,y) 1 o) = px(z)
2 i) = 2 T T @ 2 PO (e

yeERy yERy yERy

y representa la distribucién de Y una vez conocido que el valor de X = z.

Si se tienen dos vectores discretos X = (X1,...,X;) , Y = (Y1,...,Y2)
podemos definir una nocién aniloga. Sea Rx = {x € R* : px(x) > 0},
luego para todo x € Rx definimos

pxY (X, y) (9.1)

pY|X(Y|X) = % (%)

y también se tendra

Z pyx(yx) =1.

YERy
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Esto permite calcular probabilidades que involucran a 'Y cuando sabemos
que el evento {X = x} ha ocurrido. En efecto, si B € B" (borelianos de R")
definimos

P(YeB|X=x)= Z pyx (Y]%).
yeERyNB

Sea ahora Y una variable aleatoria y X un vector aleatorio de dimensién
k, ambos discretos. La esperanza condicional de la variable Y condicional
a X = x se define como la esperanza de Y utilizando como distribucién de
esta variable la distribucién determinada por (9.1). Es decir, la esperanza
condicional se define por

BY|IX=x)= Y ypyx ). (9.2)
yERy

Este valor representa la esperanza de la variable Y cuando se sabe que
el vector X ha tomado el valor x.

Llamemos g(x) = E(Y|X = x), luego g : Rx — R. Vamos a definir
ahora una variable aleatoria que llamaremos esperanza de Y condicional a
X, y que notaremos por F(Y|X). Esta variable se define por

E(Y[X) = g(X).

Vamos ahora a mostrar el siguiente teorema, que relaciona las esperanzas
de ambas variables aleatorias.

Teorema 9.1 Si Y tiene esperanza finita, entonces se tiene que

E(E(Y|X)) = B(Y).

Demostracion. Tenemos que

E(E(Y[X)) = E(9(X)) = Y 9(x)px(x).

xERx
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Utilizando que g(x) viene dado por (9.2), se tiene

E(E(Y|X)) = Z Z ypyx (y[x) | px(x

x€Rx \yE€Ry

)
5 () o

|

|

x€ERx \YyERy

= | D wxv(xy)

xXERx yERy

= >yl D pxv(xy)

yERy xERx

=) upr(y)

yERy
— B(Y).

El cambio en el orden de la suma se encuentra justificado pues la suma
converge. Luego el teorema queda demostrado. O

Ejemplo 9.1 Supongamos que se hace una primera serie de n tiradas de
una moneda y sea X el numero de caras obtenido. En base al resultado de
la primera serie de tiradas, se inicia una sequnda serie de X tiradas. Sea Y
el nimero de caras obtenidas en esta sequnda serie. Calcular la E(Y').

St X = xz, la distribucion de Y condicional a X = x es binomial
Bi(0,50, z). Luego g(z) = E(Y|X = x) = 0,50z. Luego E(Y|X) = g(X) =
0,50X, y por lo tanto E(Y) = E(E(Y|X)) = 0,50E(X). Como X es Bi(0,50,n),
entonces E(X) = 0,5bn. Por lo tanto E(Y) = 0,25n.

Teorema 9.2 (i) Si X e Y son dos vectores aleatorios independientes,
entonces se tiene

a) pyx(ylx) =py(y)
b) SiY es una variable aleatoria y E(Y') existe y es finita entonces
EY|X=x)=EY).

(ii) Sean X e Y dos vectores aleatorios tales pyx(y|x) = p(y) para todo
x € Rx. Entonces py(y) = p(y), y X e Y son independientes.

Demostracién.

(i) a) se deduce del hecho de que pyx(ylx) = py(y) implica que
pxy (%,y) = px(X)py (¥).
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b) es inmediata.
(ii) Para probar (ii) observemos que pyx (y[x) = p(y) implica que
pxv(x,y) = px(x)p(y), (9.3)

y por lo tanto

py(y) = > px(®)p(y) =ply) Y _ px(x) = p(y).

xe Rx Xe. Rx

Luego reemplazando en (9.3) se obtiene
pxy(x,y) =px(xX)py (¥), (9.4)
y esto implica que X e Y son independientes. O

Teorema 9.3 Si P(Y = ¢) = 1, entonces, cualquiera sea el vector X, se
tiene

(i) prix(ch) = 1.

(i) BE(Y|X=x)=c
Demostracion. Tenemos que

X =x}=({X=x}N{Y = chU{X =x} N{Y #0}).
Como P({X =x}N{Y #c}) =0, se tiene
px(x)=P(X=x)=PX=x,Y=¢)
::pxy(x,c)

Por lo tanto

pyix(cfx) =

Como en este caso Ry = {c}, se tiene

EYV|X=x)= Y wwyxyx)

yERy
= cpyx(c[x)
=cl
= c7
y el teorema queda demostrado. O
Sean ahora dos vectores aleatorios discretos, X = (Xi,...,X%), Y =

(Y1,....,Y;), ysea Z = h(X,Y), donde h : R*¥*J — R es una funcién medible.
El siguiente Teorema muestra cémo se calcula F(Z]X = x).
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Teorema 9.4 Sean X, Y dos vectores aleatorios discretos de dimensiones
kyij, yseah : RFtYI — R una funcion medible. Definamos la variable
aleatoria discreta Z = h(X,Y), y supongamos que tiene esperanza finita.
Entonces para todo x € Rx se tiene

E(ZIX =x) = Z h(X>Y)pY|X(Y|X)'
YERy

Demostracion. Comenzaremos calculando la funcién de probabilidad conjun-
ta de (X, Z). Sea R} ={z:2=h(x,y) paray € Ry}, y para todo z € R},
definamos A¥ = {y : h(x,y) = z}. Es fécil ver que:

si z # Z' entonces AX N A¥, = &, y que

2
U 4 =Ry (9.5)
2€R%

Es inmediato que

(x,2) = PX=x,Y € AY) =) ycaxpxy(x,y) six€Rx, z€ R}
Pxz\32) =9 ¢ en otro caso,

y luego, para x € Rx se tiene

pzx(2lx) = Pxz(x, %) = { D yeax pxv(xy) g ¢ R7

px (%)
Px(X) 0 en otro caso.

Por lo tanto se tiene

Y yeaxPyx(ylx)  siz € Rj
- ’ 9.6
pZ|X(Z’X) { 0 en otro caso. ( )

Luego utilizando (9.6) se tiene

E(Z|X =x) = Z 2 pzx(2[x)

2€R%

= Z z Z pyx(y|x)

2€R%  yeAx

= Z Z 2pyx (y%),

2ERY y€A¥

y como para y € A%, se tiene h(x,y) = z, utilizando (9.5) obtenemos

E(Z|X =x) = Z Z h(x, y)pyx(¥]x)
2€ER% yeAx
= Z h(x,y)pyx(y|x),

YERy
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probando por lo tanto el teorema. O

El Teorema 9.4 se puede interpretar como que F(Z|X = x) se calcula
como la esperanza de h(Y, x) (variable aleatoria que depende tinicamente del
vector aleatorio Y, ya que x es tratada como si fuera constante) utilizando
py|x (¥|x) como funcién de probabilidad puntual de Y

Veamos qué propiedades de la esperanza condicional se deducen del Teo-
rema 9.4.

Propiedad 9.1 Sean X un wvector aleatorio discreto de dimension k e Y
un vector aleatorio discreto de dimension j, y seanr :RF - R ys:RI - R
funciones medibles tales que las variables aleatorias r(X)s(Y), 7(X) y s(Y)
tienen esperanza finita. Entonces se tiene

ErX)s(Y)|X =x) =r(x)E(s(Y)|X = x).

Demostracién. Utilizando el Teorema 9.4 con h(x,y) = r(x)s(y) que tiene
esperanza finita, se tiene

E(r(X)s(Y) [ X =x)= Y r(x)s(y)pyx(y[x)
YERy

= 7r(x) Z s(y)pyx (y[x)
YERy
=r(x)E(s(Y)|X = x),

y luego la propiedad queda demostrada. O

Propiedad 9.2 Sea X un vector aleatorio discreto de dimension k, y sea
r: R¥ — R una funcion medible tal que la variable r(X) tiene esperanza
finita. Luego

E(r(X)|X =x) = r(x).
Demostracién. La demostracion resulta de la Propiedad 9.1 tomando s(y) =

1, ya que entonces E(r(X)|X = x) = r(x)E(1|X = x). Luego por el Teorema
9.4 resulta la Propiedad 9.2. O

Propiedad 9.3 (Linealidad de la esperanza condicional) SeanY; e Y2
variables aleatorias discretas con esperanza finita, y sea X un vector aleato-
rio discreto, entonces

E(Cly + 62Y2|X = X) = ClE(Y1|X = X) + CQE(Y2|X = X).
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Demostracién.

Sea Y = (Y1,Y2) y definamos h(x,y) = c1y1 + caye2, hi(X,y) = y1 ¥
ha(x,y) = y2. Entonces se tiene h(x,y) = c1hi(x,y) + c2ha(x,y). Luego
tenemos

E(a1Y1 4+ Y2 X =x) = E(h(X,Y)|X = x)
= Z h(X»LY)PY|x(Y|X)

YERy

= Z (c1hi(x,y) +czh2(X,y))pY|X(Y|X)
YERy

=c1 Y i y)pyx(yx) +e Y ha(x,y)pyx(y[x)
yERy YERy

=cBE(M(X,Y)|X =x) 4+ c2E(ha(X,Y)|X = x)
= EMWMIX =x) 4+ E(Y2|X =x),

y la Propiedad 9.3 queda demostrada. O
Propiedad 9.4 (i) SiP(Y >0)=1, E(Y|X =x) > 0.
(i) E (Y?*X =x) > E*(Y|X =x).
(iii) Si E(Y?) < oo, entonces E(E%(Y]X)) < o0.
Demostracién.
(i) Es inmediato de la definicién.
(ii) Para demostrar (ii), observemos que por (i)

0<E(Y —EY|X=x)X=x

([Y?—2YE(Y|[X =x) + B> (Y|X =x)| [X = x)
(

(

Y3X =x)—2E(Y|X =x)E(Y|X = x)+E*Y|X = x)

E
E )
EYYX =x)-E*(Y|X = x),

En la peniltima igualdad utilizamos la Propiedad 9.1 y la Propiedad
9.3. Luego (ii) queda demostrado.

(iii) Ahora demostraremos (iii). Observemos que por (ii)
E(Y?X) > E*(Y|X)
y luego, en virtud del Teorema 9.1 tenemos
oo > E(Y?) = B(E(Y?X)) 2 E(E*(Y|X)),

demostrando (iii).
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Propiedad 9.5 Sea Y una variable aleatoria discreta con esperanza finita y
X un vector aleatorio discreto de dimension k. Luego si g(x) = E(Y|X = x),
entonces para toda t : RF — R medible tal que Yt(X) tiene esperanza finita
resulta

E[Y - g(X))tX)] = 0.

Demostracion. Sea Z = h(X,Y) = (Y —g(X))t(X). Luego bastard demostrar
que
E(Z) =0.

Utilizando el Teorema 9.1 bastard demostrar que
E(Z|X)=0. (9.7)
De acuerdo a la Propiedad 9.1, tenemos que
E(Z|IX =x) =t(x)E(Y - g(X))|X = x),

y por lo tanto
E(Z|X) = t(X)E((Y — g(X))|X).

Luego para mostrar (9.7) bastard demostrar que
E(Y = g(X)|X) = 0.

Pero esto es cierto ya que por Propiedades 9.3 y luego la Propiedad 9.2 se
tiene

E(Y - g(X)|X) = E
E

Y[X) — E(g(X)|X)
Y[X) = g(X)

9(X) — g(X)
0,

y por lo tanto queda demostrada esta propiedad. O

Propiedad 9.6 Sea Y una variable aleatoria discreta con varianza finita y
X un vector aleatorio discreto de dimension k. Luego Y = 9(X) = E(Y|X)
es el inico predictor con menor error cuadrdtico medio en la clase de pre-
dictores

P = {f/ = t(X) : t medible, Var(t(X)) < oo} .

Demostracion. Se deja como ejercicio ver que P es un espacio vectorial. Va-
mos a mostrar primero que g(X) € P o sea que

Var (¢%(X)) < oc. (9.8)

Pero esto resulta de Propiedad 9.4 (iii). Luego el resultado se obtiene del
Teorema 8.1 y de la Propiedad 9.5. O
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9.2. Caso general

Vamos ahora dar una definicién de E(Y'|X) para el caso de una variable
Y cualesquiera , y un vector X cualquiera de dimensién k. Ambos, ¥ y X
no tienen porque ser discretos ni absolutamente continuos

Definicién 9.1 La variable aleatoria esperanza de'Y condicional X se de-
fine por E(Y|X) = g(X), donde g : R¥ — R es una funcion medible tal
que

E((Y - g(X))H(X)) = 0 (9.9)

para toda t : RF — R medible tal que Yt(X) tiene esperanza finita . Definire-
mos E(Y|X =x) = g(x).

La Propiedad 9.5 demostrada anteriormente muestra que en el caso de
Y y X discretos esta definicién coincide con la dada anteriormente, y por lo
tanto en este caso siempre existe.

El siguiente teorema muestra que siempre existe una tnica variable

aleatoria g(X) = E(Y|X) satisfaciendo (9.9).
Teorema 9.5 Sea Y una variable aleatoria con esperanza finita y sea X un
vector aleatorio cualquiera de dimension k. Luego

(i) Siempre existe una funcion medible g : R¥ — R satisfaciendo (9.9).

(i1) Si g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.9), entonces
P(g1(X) = g2(X)) = 1.
Demostracion.

(i) No lo demostraremos en general en este curso. Mds adelante haremos
una demostracién para el caso absolutamente continuo.

(ii) Sean g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.9), entonces

E((Y —1(X))t(X)) =0 (9.10)

E((Y — g2(X))t(X)) = 0 (9.11)

para toda t(X) tal que Y#(X) tenga esperanza finita. Luego restando
(9.11) de (9.10) se obtiene

E((92(X) = 91(X)) (X)) = 0,
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y tomando #(X) = signo (g2(X) — ¢1(X)) resulta que

ERX)Y]) = EtX)|[Y]) = E(Y]) <00

y por lo tanto ¢(X)Y tiene esperanza finita, y

= E((92(X) = 91(X)) ¢(X))
= E(signo (¢2(X) — 91(X)) (92(X) — 91(X)))
E(|92(X) = 1(X)]) -

Esto implica que

P(l92(X) = 91(X)| = 0) = P (92(X) = 91(X))
—1. O

Vamos ahora a demostrar que todas las propiedades de esperanza condi-
cional que valian para el caso discreto también valen para la definicién gen-
eral.

Teorema 9.6 Si Y tiene esperanza finita, entonces E(E(Y|X)) = E(Y).

Demostracion. Apliquemos (9.9) con #(X) = 1. Luego se tiene

0=EY —g(X))
= E(Y) - E(9(X))
= E(Y) - E(E(Y[X)),

y por lo tanto se cumple el Teorema 9.6. O

Teorema 9.7 Sean Y una variable aleatoria con esperanza finita y X un
vector aleatorio independientes. Entonces se tiene E(Y|X) = E(Y).

Demostracién. Veamos que poniendo g(X) = E(Y') se cumple (9.9). En efecto
dado que (Y — E(Y)) y ¢(X) son independientes se tiene

E(Y - E(YV))i(X)) = E(Y - E(Y))E((X)).
Luego como E(Y — E(Y)) = E(Y) — E(Y) = 0, el Teorema 9.7 queda

demostrado. O

Teorema 9.8 Si P(Y = ¢) = 1, entonces , cualquiera sea el vector X, se
tiene E(Y|X) = c.
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Demostracién. Poniendo g(X) = ¢, resulta inmediatamente (9.9). O

Vamos ahora a probar las propiedades 9.1-9.4 para la definicién general
de E(Y|X).

Propiedad 9.7 Sean X un vector aleatorio de dimension k e Y un vector
aleatorio de dimension j, y sea v : RF - R y s : R? — R. Entonces se tiene

E(r(X)s(Y)|X) = r(X)E(s(Y)[X).

Demostracién. Vamos a probar que si ponemos ¢g(X) = r(X)E(s(Y)|X),
entonces (9.9) se cumple. En efecto

E((r(X)s(Y) = g(X))t(X)) = E((r(X)s(Y) = r(X) E(s(Y)[X))t(X))
= E((s(Y) = E(s(Y)[X))m(X)),

con m(X) = r(X)t(X). Luego por la definicién de E(s(Y)|X) obtenemos
E((s(Y)—E(s(Y)|X))m(X)) = 0. Por lo tanto la propiedad queda demostrada. O

Propiedad 9.8 Sea X un vector aleatorio de dimension k y sea r : RF —
R, una funcion medible. Luego E(r(X)|X) = r(X).

Demostracién. Se obtiene de la Propiedad 9.7 tomando s(Y) = 1. O

Propiedad 9.9 Si Y7 e Ys son variables aleatorias con esperanza finita, y
X es un vector aleatorio, entonces

E(01Y1+CQY2|X) = ClE(Y1|X) + CQE(}/Q’X)
Demostracién. Vamos a ver que se cumple (9.9) poniendo
9(X) = a1 E(V1|X) + 2 E(Y2]X).

En efecto si Z = c1Y1 + coY2 usando la linealidad de la esperanza y la
definicién de esperanza condicional se tiene

E((Z - g(X))t(X)) = E((a(Y1 = E(V1[X)) + c2(Y2 — E(Y2]X))¢(X))
— L B((Yi — ECAIX))HX)) + 2 B(Ys — E(YVaX)#(X)
=104 20
=0,

y la propiedad queda demostrada. O

La generalizacién de la Propiedad 9.5 usando la definicién general de
E(Y|X) es obvia a partir de la definicién.
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Propiedad 9.10 Sea Y una variable aleatoria con varianza finita y X un
vector aleatorio de dimension k. Luego Y = ¢g(X) = E(Y|X) es el unico
predictor con menor error cuadrdtico medio en la clase de predictores P =

{}A’ = t(X) : t medible, Var(t(X)) < oo} .
Demostracion. Es totalmente similar a la Propiedad 9.6. O

De acuerdo a esta propiedad E(Y|X) es el predictor de Y 6ptimo basado
en cualquier funcién medible (lineal o no lineal) de X. Por esta razon lo
denotaremos con Yo nr..

9.3. Caso continuo

Supongamos ahora que tenemos dos vectores X = (X1,..X;) e Y =
(Y1, ...,Y;) de dimensiones k y j respectivamente con distribucién conjunta
absolutamente continua y densidad fx vy, y sea h : RF*J — R una funcién
medible. Definamos la densidad de Y condicional X = x por

fY|x(Y|X) = —fxl];(;:)Y)‘

Es fécil ver que para cada z fijo con fx(x) > 0, la funcién fyx(y|x) es
una densidad para el vector Y. Es decir se tendra

/ / fyix(ylx)dys...dy; = 1.

El siguiente teorema es una versién para el caso continuo del Teorema
9.4.

Teorema 9.9 Sea Z = h(X,Y) una variable con esperanza finita, luego se
tiene que

E(Z]X =x) = g(x)
o0 o0
= / / h(x,y) fyx(y1x)dy:...dy;.

—0o0 —0o0
Demostracion. Para facilitar la notacién en la demostracién, supondremos
que tanto X como Y son variables aleatorias en vez de vectores. Pero excepto
por la notacién m&ds complicada, la demostraciéon para vectores es similar,
ya que solamente se deben reemplazar las integrales simples por integrales

multiples.
De acuerdo a (9.9) sera suficiente probar que

E((h(X,Y) = g(X))t(X)) =0,
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0 equivalentemente
E((hMX,Y)H(X)) = E(g(X)t(X)). (9.12)
Por un lado tenemos que

B((0(X,)e(x)) = [ h / S byt @) fxy (e p)dedy. (9.13)

Ademss se tiene que

o0

E(g(X)t(X)) = (@) fx (x)dx
)

| ata
/ [/ (z,y) fyixWlz)dy| t(z) fx (z)dx
/.

[ @) o) dody. (9.14)

Las ecuaciones (9.13) y (9.14) prueban (9.12). O

Definicién 9.2 Sean dos vectores aleatorios X e Y de dimensiones k y
j respectivamente. Luego dado B € 37 (conjunto Boreliano de dimension
j), la probabilidad de que Y € B, condicional X = x que se denotard con
Pyx(B|X =x) estd dado por

Pyx(BIX =x) = E(Ip(Y)X =x),

donde Ig es la funcion indicadora del conjunto B. La probabilidad de que
Y € B, condicional X que se denotard por Pyx(B|X) estd dado por

Pyx(BIX) = E(Ip(Y)|X).

La justificacién de esta definicién estd dada por el hecho que
Py(B) = E(I15(Y)).

En efecto Ip(Y) toma valor 1 con probabilidad Py (B) y 0 con proba-
bilidad 1 — Py (B). Luego E(I5(Y)) = 1Py(B) +0(1 — Py(B)) = Py(B).
En el caso discreto, de acuerdo al Teorema 9.4, se tendrd

Pyx(BIX =x) = E(Ip(Y)|X =x)
= Z Ip(y)pyx(y[x)

YERy

= Z Py(x(¥[%).

yERyNB
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En el caso absolutamente continuo, de acuerdo al Teorema 9.9 se tiene

Pyix(BIX =x) (V)X =x)
/ / Ip(y) fyx (ylx)dy
Z/ fY|x(Y|X)dy
B

Obsevamos que fyx(y[x) actua como una verdadera densidad, en el
sentido de que para calcular la probabilidad condicional de un evento B hay
que integrar esta funcién sobre ese conjunto.

De acuerdo al Teorema 9.7 se tendrd

E(Pyx(B|X)) = Py(B).

Para el caso discreto y continuo podemos definir la funcién de distribu-
cién de Y condicional X = x, la cual se denotard por Fyx(y|x) y estardn
definidas respectivamente por

J
Fyx(v[x) = Pyx ([ J(—o0, %illX =x)
i1

= > pyx(z[x).

z€ERvy ﬂ{zl <y }..,ﬂ{Zj Syj}

Fyx(ylx) = PY|X(H(_007 yil| X =x)
i=1

Yj Y1
- / T e Ex)dy

—00 —00

Es fécil ver que para cada x fijo Fy|x(y[x) es una verdadera funcién de
distribucién del vector Y, en el sentido que cumple con las propiedades que
caracterizan a una funcién de distribucién.

9.4. Varianza condicional

Definicién 9.3 Sea X = (X1, ..., Xj) un vector aleatorio e Y una variable
aleatoria con varianza finita . Entonces la varianza de Y condicional X = x
se define como

Var(Y|X =x) = BE((Y — B(Y|X =x))?|X = x),

y esta varianza puede considerarse como la varianza de variable X una vez
que se conoce que X = x. Denotemos por q(x) = Var(Y|X = x), luego
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g : RF — R. Llamaremos varianza condicional de Y condicional X a la
variable aleatoria

Var(Y|X) = ¢(X) = E((Y — E(Y|X))?|X). (9.15)

Desarrollando el cuadrado en (9.15) y utilizando la Propiedad 9.10 se
obtiene
Var(Y|X) = E([Y? + F*(Y|X)-2Y E(Y|X)]|X)
(Y3X)+E%(Y|X) - 2E(Y|X)E(Y|X)
(V2[X)~E2(Y |X).

& &

El siguiente Teorema vincula la varianza condicional con el error cuadréti-
co medio del predictor 6ptimo no lineal Yo n1 = E(Y|X).

Teorema 9.10 Supongamos que Y es una variable aleatoria con varianza
finita, X un vector aleatorio, y sea Yo n1, = E(Y|X), el mejor predictor no
lineal de Y basado en X. Luego se tiene

(i) ECM(Yo n1,Y) = E(Var(Y|X)).

(i1) E(Var(Y|X)) < Var(Y).
(111) E(Var(Y|X)) = Var(Y) si y sdlo si P(E(Y|X)=E(Y)) =1.

Demostracién. Aplicando el Teorema 9.7 y utilizando la dfinicién (9.15) se
tiene

ECM (Yo, Y) = E(Y — E(Y[X))?)
= E(E((Y — E(Y|X))*|X))
= E(Var(Y|X)),

y por lo tanto queda demostrado parte (i) del Teorema.
Como Yp N7, es el predictor con menor error cuadrético medio en la clase

de predictores P = {YV : ¥ = (X), Var(t(X)) < oo}, y como el predictor
optimo constante Yo o = E(Y) € P, se tiene
E(Var(Y|X)) = ECM(Yo nz,Y)
<ECM(¥oc.Y)
= E((Y - B(Y))?)
= Var(Y)

y por un Teorema anterior la igualdad vale si y solo si P(?o, NL = }Afo,(;) =
1.0
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Capitulo 10

Convergencia de Variables
Aleatorias.

10.1. Convergencia de funciones.

Comenzaremos recordando algunos tipos de convergencia en espacios de
funciones.

Definicién 10.1 Sea {f,}nen una sucesion de funciones definidas sobre
un conjunto 2 y que toman wvalores reales. Se dice que f, converge pun-
tualmente a otra funcion f : Q — R si para todo w € £ y para todo
e >0, ewxiste ng € N dependiendo de € y de w tal que si n > ng entonces

[fn(w) = f(w)] <e.

En general ny depende de ¢ y w, es decir nyg = ng (w,e). Cuando la
eleccién de ng puede hacerse con independencia de w, se tiene la siguiente
nocién de convergencia.

Definicién 10.2 Sea { fy, }nen una sucesion de funciones definidas sobre un
conjunto  y que toma valores reales. Se dice que f, converge uniforme-
mente en ) a otra funcion f si para todo € > 0, existe ng € N tal que si
n > ng entonces |fr, (w) — f (w) | < € para todo w € A.

Observacién. Es inmediato ver que si {f,}nen converge uniformemente
en ) entonces {f,}nen converge puntualmente. La reciproca es falsa. Por
ejemplo, si definimos f, (w) = w" para w € [0,1] entonces la sucesién
converge puntualmente a la funcién

0 si0<w<1
f(“’)_{ 1 siw=1

para todo w € [0, 1] pero no converge uniformemente en [0, 1].

195



Veremos ahora algunos tipos de convergencia para variables aleatorias
que hacen uso de la estructura del espacio de probabilidades.

Existen varios tipos de convergencia, pero en este curso consideraremos
sélo dos: la convergencia casi segura y la convergencia en probabilidad.

10.2. Convergencia casi segura y en probabilidad.

Consideremos un espacio de probabilidades (2, A, P). Sea { X, }nen una
sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio y X otra variable
aleatoria también definida sobre el mismo espacio.

Definicién 10.3 Diremos que una sucesion de variables aleatorias { Xy, }nen
converge casi seguramente a otra variable aleatoria X (X, — X c.s.) sii

P{w: X, (w) — X (w)}) =1 (10.1)

Observacién. En teoria de la medida, este tipo de convergencia se denomina
convergencia en casi todo punto y se la nota X,, — X p.p. o bien X,, —
X c.t.p.

Definicién 10.4 Diremos que una sucesion de variables aleatorias{ X, }nen
converge en probabilidad a otra variable aleatoria X sii para todo € > 0 se
tiene
lim P({w:|Xp(w) —X(w)|>e})=0. (10.2)
n—-+400

Notacidn. Si la sucesion de variables aleatorias { X, },,en converge en prob-

abilidad a la variable aleatoria X escribiremos X, £ x.

Observaciones.

1. Equivalentemente, (10.2) puede reescribirse como

lm P ({w: |Xn(w) — X()] < e}) = 1.

n—-+o0o

2. La convergencia en probabilidad significa que fijado € > 0 hay un
subconjunto de €2 de probabilidad tan cercana a uno como se quiera
en el que la distancia entre X, y X se puede hacer menor que € con
tal de tomar n suficientemente grande.

3. En teorfa de la medida la convergencia en probabilidad se denomina
convergencia en medida.

Teorema 10.1 Sea { X, }en una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, A, P) y X otra variable aleatoria defini-
da sobre el mismo espacio. Son equivalentes:
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(i) X, 5 X.
(i1) Para todo e >0 y todo 6 > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces

P(|X,— X|>¢)<6.

(11i) Para todo € > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces

P(X,—X|>¢) <e.

Demostracidn. (ii) es equivalente a (i) como consecuencia directa de la defini-
cién de convergencia en probabilidad. La equivalencia entre (i7) y (iii) se
deja como ejercicio. O

El siguiente teorema establece que la convergencia casi segura (10.1)
implica la convergencia en probabilidad (10.2).

Teorema 10.2 Sea { X, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, A, P) y X otra variable aleatoria defini-
da sobre el mismo espacio. Entonces

(i) La sucesion X, converge casi sequramente a X sii

lim_P( [‘j {1X, — X| > ¢}) = 0. (10.3)

(i1) Si X,, converge casi sequramente a X entonces X, converge en prob-
abilidad a la variable aleatoria X.

Demostracién.

(i) Llamemos A al conjunto de los puntos w de © donde X, (w) — X (w).
Luego
A={weQ: X, (w) — X (w)}.

Decir que w € A es equivalente a decir que para todo ¢ > 0 existe
m € Ntal que para todo n > m se tiene | X, (w) — X (w)| < &, m
dependerd de w. Entonces, si para cada € > 0 definimos

Bp={weQ:|X,(w) - X (w)| <e}.
el conjunto A resulta

=N (U N B

e>0 \m=1n>m
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Sabemos que la convergencia casi segura se define por P(4) = 1 o
equivalentemente por P(A°) = 0. Pero para poder usar propiedades
de probabilidad en el calculo de P (A) nos conviene tener escrito al
conjunto A como una numerable cantidad de uniones e intersecciones
de eventos. Por ello,.como basta elegir € tan chico como se quiera, nos
podemos limitar a tomar ¢ = 1/k . Luego también tenemos

A= U N By

m=1n>m

Observemos que

o0 [e.9]

a=UlN Uz,

k=1 \m=1n>m

Luego, como A€ es una unién numerable, P (A¢) = 0 si y sélo si para
todo k € N se tiene

Pl UB| =0
m=1n>m

En la notacién del Capitulo 1 (Definicién 1.3, pagina 15), esto es el
limite inferior de los conjuntos (BZ 1) . Como B¢ _ es cereciente

€
. k/ neN "
con €, esto es equivalente a que para todo € > 0

e}

P UB.|=o (10.4)

m=1ln>m

Definamos

Cme = | B

n>m

Claramente, para todo € > 0 la sucesién {Cy, - }m>1 es creciente (no
necesariamente estrictamente creciente), de manera que

P ﬁ UBi.|=P ( ﬁ Cm,5> = lim P (Cme).

m=1ln>m m=1
Luego se tendréd que (10.4) es equivalente a

lim P (Cye) =0,

m—00

es decir,

lim P U B;. | =o.
n>m
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Pero como

B’fL,E = {|Xn - X| > 8}7

(i) queda demostrado.
(ii) Supongamos que X, — X c.s. Luego se cumple (10.3) y como

{1Xm — X| 2 e} € J{1X0 - X| 2 2},

n=m

por la monotonia de la probabilidad resulta

lim P({|Xm — X| >e}) =0.

Por lo tanto X, L 0.0

Observacién. Notemos que en esta demostracion hemos probado que
A={weQ: X, (w) = X (w)}

Q00

m=1n>m

= ﬁ lim inf B,

1
n—00 'k
k=1
0, equivalentemente

A={w e Q: X, (w) » X (w)}

:kL_Jl N U B,

m=1n>m

n—oo

o
= U lim sup Bn,%‘
k=1

Veremos que la reciproca de la parte (ii) de este teorema es falsa. Incluso
puede ocurrir que exista convergencia en probabilidad, pero que el conjunto
de los puntos donde haya convergencia puntual sea vacio.

10.3. Preservacion de la convergencia por funciones
continuas.
Los siguientes dos teoremas muestran que las funciones continuas preser-

van los dos tipos de convergencia que hemos definido: convergencia en prob-
abilidad y convergencia casi segura.
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Teorema 10.3 Sea g : R? — R continua y supongamos que las sucesiones
de variables aleatorias (Xp),~1, (Yn),>; convergen casi seguramente a las
variables aleatorias X e Y. Entonces (g (Xn,Yn)), >, converge casi sequra-
mente a la variable aleatoria g (X,Y). -

Observacién. La propiedad vale en general para ¢ : R¥ — R continua. Si
(X,S”) — X0 ¢, para j = 1,2, ..., k entonces
n>1
g (ng,xp, ...,XW) g (X(1>,X(2>, ...,X(k)> c.s.

Demostracién. Sean A = {w : X, (w) = X (w)}yB={w: Y, (w) = Y (w)}.
Como P (A) = P(B) =1, también se tendra P (AN B) = 1. En efecto

0< P((ANB)°) = P(A°UB%) < P (A°) + P (B°) = 0.

Ahora si w € AN B entonces X, (w) — X(w) e Y,(w) — Y(w). Luego, por
la continuidad de g se tiene

9(Xn (W), Yy (W) = g (X (w),Y (w)).
Por lo tanto
ANB CHw : g (X (w),Yn (W) = 9(X (w),Y (w))},
y en consecuencia como

1=P(ANB) < P({w:g(Xn(w),Yn(w)) = g(X (w),Y (w))

—

) <1,
el Teorema queda demostrado.O

Teorema 10.4 (i) SiY, =Y cs. y X,, — X c.s. entonces X,, +Y,, —
X+Y cs.

(ii)) SiY, =Y cs. yX, — X cs. entonces X,,)Y,, —» XY c.s.

(iii) SiY, =Y cs.conP(Y =0)=0 y X, — X c.s. entonces — —

C.S.

ks
~<| >

Demostracion.
(i) y (ii) resultan de que las funciones g(z,y) =z +yy g(z,y) = zy son
continuas y (iii) del hecho que g(x,y) = z/y es continua si y # 0. O

Para demostrar una propiedad similar para la convergencia en proba-
bilidad necesitamos algunos resultados previos. Comenzamos probando que
toda variable aleatoria es “acotada en probabilidad”. Esto significa que X
estd dentro de un compacto, con probabilidad tan cercana a uno como se
quiera.
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Teorema 10.5 Sea X una variable aleatoria. Dado € > 0 existe K tal que
P(|X|>K) <e.

Demostracion.
Consideremos la sucesién de conjuntos

A = {1X| > nl.

Esta sucesién es monétona decreciente, es decir, A,+1 C A, y ademds
N>, A, = @. Entonces
lim P (A,)=0.

n—0o0
Luego, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que P (4,,) < ¢, es decir
P (Any) = P({IX] > no}) <.

Luego el Teorema es cierto tomando K = ng.O

Probaremos ahora un resultado maés fuerte: sucesiones de variables que
convergen en probabilidad estdn acotadas en probabilidad uniformemente.

Teorema 10.6 Sea (X;,),~; una sucesion de variables aleatorias que con-
verge en probabilidad a la variable aleatoria X. Entonces dado € > 0 existe
K tal que P(|X|> K) < ¢ y tal que para todo n

P( X, >K)<e.

Demostracion.
En primer lugar podemos hallar, de acuerdo al Teorema 10.5, Ky de
forma tal que

P(X| 2 Ko) < .
Teniendo en cuenta que
| Xn| < |Xn — X|+ | X| (10.5)
se prueba facilmente que
{IXn| = Ko+ 1} C {[Xn — X[ > 1} U{|X]| = Ko} (10.6)

En efecto, supongamos que
w & {| Xy — X| = 1} U{[X] = Ko}.

Luego | X, (w)—X (w)| < 1y |X (w)| < Ko y por lo tanto por (10.5) resulta
| X, (w)] < Ko+ 1.
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Debido a que X, 2 X en probabilidad podemos encontrar ng tal que si
n > ng
P(X,—X|>1) < g

Tomando probabilidades en ambos miembros de (10.6) obtenemos

P{|Xa| =2 Ko+ 1}) < P({[Xn = X| > 1}) + P ({|X]| = Ko})

< c + - €
2 2
para todo n > ng. Ademas por el Teorema 10.5, para cada i tal que 1 < i <
no podemos encontrar K; tal que P(|X;| > K;) < e. Luego tomando

K — A A K K 1
= méax {122}(0{ it Ko+ } )
se obtiene la tesis. O

Ahora estamos en condiciones de probar la propiedad de que las funciones
continuas conservan la convergencia en probabilidad.

Teorema 10.7 Sea g : R? — R continua y supongamos que las sucesiones
(Xn),,>1 € (Yn), >, convergen en probabilidad a las variables aleatorias X e
Y, respectivamente. Entonces (g(Xy,Yn)),>; converge en probabilidad a la
variable aleatoria g (X,Y). -

Observacién. Vale la misma observacién hecha para el caso de la conver-
gencia casi segura en cuanto a que este teorema es vilido para funciones
continuas definidas en R¥ y vectores aleatorios k dimensionales.

Demostracion.
Queremos probar que dado € > 0 existe ng € N tal que si n > ng

P(lg(Xpn,Yn) —9(X,)Y)| >¢) <e. (10.7)

pues por el Teorema 10.1 esto garantiza la convergencia en probabilidad.
De acuerdo al Teorema 10.5 podemos hallar un K tal que simultdnea-
mente

P(Xa] > K) < % Vn
P(|X|2K)<%
P(Y,| > K) < % Vn
P(|Y|ZK)<%.
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Esto puede lograrse considerando primero un K; que cumpla con las dos
primeras desigualdades, después un K5 que cumpla con las siguientes dos y
tomando K = max{ Ky, Ka2}.
Sea,
C=[-K K| x[-K, K].

Como ¢ es continua y C' es compacto entonces g resulta uniformemente
continua en C. Luego existe § > 0 tal que si [z — 2| < 0 ,|ly — ¢/| <
5 y mix {|z, 2’|, lyl, |y'|} < K entonces

9 (z,9) —g («',) | <e. (10.8)

Por la convergencia en probabilidad existe ng € N tal que si n > ng
entonces

P(X,— X|>0) < (10.9)

S| ™

P(Y,—Y|>6) < (10.10)

Esto se logra considerando un valor n; para la sucesién (X,,),,~;, un valor
ny para la sucesion (Y,),~; v luego tomando ny = max{ni,na}.
Ahora definimos los conjuntos

A =A{|Xn — X| > 6}
Agp ={|Yn — Y| > 6}
Azn ={|Xn| =2 K}
A4n = {’Yn| > K}
Asp = {|X] > K}
Agn = {|Y| > K}.

Si bien Asy,, Agn, no dependen de n, usamos la notacién por conveniencia.
Vamos a mostrar que si llamamos

6
Bn = U Aim

=1

entonces
{|g (Xn,Yn) - g(X7 Y)| 2 6} C Bn

Para esto debemos mostrar que para todo n > ng en Bf se tiene

19(X0,Ya) — g(X,¥)| <. (10.11)
En efecto, como
6 6
By, = (| 4m)" = [ 46,
i=1 i=1
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resulta que cuando By, es cierto X,, X, Y,, Y estdn en el compacto C'y
ademds | X, — X| < d e |Y, —Y]| < 4. Luego por (10.8) resulta (10.11). Luego
para todo n > ng

6
P{lg(Xn,Yn) —g(Xn,Yn)| >¢e}) < P(B Z <6—:5,

y el Teorema queda demostrado.O

Ansdlogamente a lo observado para la convergencia casi segura se tienen
los siguientes corolarios.

Teorema 10.8 (i) Si Y, Ly y Xn £ X entonces X, +Y, L x +Y.

(ii) SiVy 5V y X, 5 X c.s entonces XY, & XV

b

(iii) Si'Yy, Ly conP(Y=0)=0y X, L X entonces ?n T
n

<[>

Demostracion.
Similar a la demostracién del Teorema 10.4. O

10.4. Ley débil de los grandes niimeros.

Teorema 10.9 (Desigualdad de Markov) Sea X una variable aleato-
ria y g una funcion par, no negativa y no decreciente en el mddulo, esto
es si |x| > |y| entonces g(x) > g(y). Supongamos ademds que g (X) tiene
esperanza finita, es decir que E (g (X)) < oco. Entonces si e > 0 es tal que
g (g) >0, vale que

g(€)

Demostracién.

Consideremos el conjunto A = {w: |X(w)| > ¢}. Entoces {A, A°} es
una particién del espacio muestral Q. Luego I4 (z) + I4c (z) = 1, y como
todas las variables son no negativas y g(x) es nodecreciente en |x|, tenemos

9(X)=g(X)Ia(X)+g(X) s (X)
>9(X)IA(X)
> g(e)1a (X).

Luego tomando esperanza obtenemos

E(g(X))Z2g(e)E(la) =g() P{[X]| =€}).
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De esta desigualdad se obtiene inmediatamente el resultado buscado. O

2

En particular tomando g (x) = 2 se obtiene la siguiente versién de la

Desigualdad de Tchebichev
E(X?)

P{[X|ze}) <

Por otro lado si consideramos la variable aleatoria X — E' (X) obtenemos
la version (clasica) de la desigualdad de Tchebichev

X=BEX)P)  var(x)
g2 T2

E([
PH{IX ~E(X)|>e}) <

Tomando complementos esta desigualdad puede escribirse como

PUIX - B(X) <21 )
Luego si la Var (X)) es pequena (o sea hay poca dispersion), la probabilidad
de que la variable X tome valores en el intervalo (E (X) — ¢, E'(X) + ¢) serd
grande.

Ahora estamos en condiciones de estudiar la ley de los grandes nimeros
en sus dos versiones: débil y fuerte. La importancia de estas leyes, es que
permite dar fundamento matemdtico a la argumentaciéon heuristica que in-
terpreta la esperanza de una variable aleatoria como el valor al cual tiende el
promedio de varias realizaciones de la variable correspondientes a la repeti-
cién de experimentos independientes. También permite fundamentar la no-
cién heurfstica de la probabilidad de un evento como el valor limite de las
frecuencias relativas con que ocurre el evento cuando se repiten muchos ex-
perimentos independientes. La ley débil expresa estos resultados en términos
de convergencia en probabilidad y la ley fuerte en términos de convergencia
casi segura.

Teorema 10.10 (Ley débil de los grandes niimeros) Sea (X,,),~; una
sucesion de variables aleatorias no correlacionadas, es decir Cov (X;, X;) =
0 sii # j, tal que E(X;) = p; y Var(X;) = o2 para cada i = 1,2, ....
Consideramos la sucesion de variables aleatorias (7”)n>1 donde X,, es el
promedio de las primeras n variables. Luego

1 n
Xn=—-> X
i=1
y sea Ti,, = E(X,) dada por
_ 1y
i=1
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FEntonces st

(N2
nh_}ngo (ﬁzal> =0, (10.12)

se tiene

=1
YTL = [y 5 0
Demostracion.
Se tiene que
— 1 &
Var(X,) = — Za?,
i=1

y por Tchebichev

P<|7n—ﬁn!z€>svar(7”): : > ol

Tomando limite resulta que

. v - L., 1 2
Hm P =Pl 2 ) < 5 Yim, 5 5 o =

y luego el Teorema queda demostrado. O

Observaciones.

1.

Si (X5),>; es una sucesién de variables aleatorias independientes, en-
tonces las variables X, son no correlacionadas y el Teorema puede
aplicarse.

Una condicién suficiente para que se cumpla (10.12) es que {02} sea
una sucesién acotada. En efecto, si aiz < K para todo i, se obtiene

En particular, esta condicién se cumple si todas las variables tienen
igual varianza.

Si todas las variables tienen igual media, digamos p; = p, se tiene que

o, = i, y entonces X, —p 2o 0, lo que es equivalente,

Xng,u.

En particular si (X),~; es una sucesién de variables no correla-

cionadas igualmente distribuidas con E(X,) = u y Var(X,) = o2,

se tendrd X, il L4

206



5.  Veremos ahora como esta ley debil permite fundamentar el concepto
de probabilidad de un evento. Sea (€2, .4, P) un espacio de probabilidad
y A un evento. Supongamos que realizamos n experimentos indepen-
dientes y definimos

1 si 1 i ] A
Xi (@) = { sl en el experimento 17, w €

0 sien el experimento i, w ¢ A.

Definamos
1 n
iy
n <
=1

Se tiene

y como X? = X;

Var (X;) = B(X?) - B(X;)?
= B(X;) - B(X;)®
= P(A) - P(4)°
=P (A)(1-P(A4).

Luego, como ademés las variables X; son independientes, de acuerdo
a la ley débil de los grandes nimeros se tendrd

X, 5 EX)=P(A). (10.13)

Obseérvese que X, es la frecuencia relativa de ocurrencia del evento
A en n repeticiones independientes del experimento. Entonces (10.13)
puede interpretarse como que la frecuencia relativa de ocurrencia del
evento A tiende (en probabilidad) a su probabilidad.

10.5. Ley fuerte de los grandes nimeros.

Para probar la ley fuerte de los grandes nimeros necesitaremos algunos
teoremas previos.

Teorema 10.11 (Desigualdad de Kolmogorov) Sean Xi, ..., X,, variables
independientes con E (X;) = 0. Supongamos que o2 = Var (X;) < oo y con-
sideremos las sumas parciales S; = 23:1 X;. Entonces

1 &,
> < — ‘
P (fglaxn|5| 5) ~ 62 i_gl ag;. (10.14)
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Observacién. Vamos a mostrar que la desigualdad de Kolmogorov es un
refinamiento de la desigualdad de Tchebichev. Para ver esto, apliquemos la
desigualdad de Tchebichev a la variable aleatoria .S,,. Obtenemos

P (|8, >¢) < —Var =5 Zo (10.15)

Observemos que |S,| < méx;<i<y |S;| de manera que

{|Sn |>5}C{max |S|>5}

y por lo tanto

P({ISx \>e}><p<n§ax ,S‘>5>

Luego resulta que (10.14) implica (10.15).

Demostracién. Sea

A= {max |S]>5}

1<i<n
y consideremos para cada ¢ los conjuntos

AZ = {’S1| <eg, ’52| < E,...,|Sz'_1| <eg, ’Sz| > E}.

Estos eventos son disjuntos dos a dos y forman una particion de A. Luego

y por lo tanto se deduce que
In=>) I,
i=1
Luego como S214c > 0 se deduce que
n
S2=SiIa+ Splae > Sala=S2 ) Ia,.
i=1

Tomando esperanza en ambos miembros resulta
n
S2) =Y E(S2I4,). (10.16)

Para cada término S214, resulta

S2Ia, = (Si+T3)? Ia, = S21a, + TP, + 25T 4,

7

(10.17)
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donde "
Ti= ) X
j=it+1
Ahora probaremos que E (S;Tjl4,) = 0. Por un lado observamos que S;
depende sélo de Xi,..X; y lo mismo ocurre con I4,. Como 7T; depende

s6lo de Xj41,..., Xy, resulta que S;14, es independiente de T;. Luego como
E (T;) = 0 se obtiene
E (SiTi1a,) = E([Sila,] Ti) = E (Sila,) E(T;) = 0. (10.18)

Tomando esperanza en (10.17) y teniendo en cuenta (10.18) y el hecho de
que en A; se tiene |S;| > ¢

E (S214,)

E(S?I4,) + E(T?14,)
> E(S?14,)

> cE(1Ly,)

= €P(AZ)

Luego por (10.16) resulta

n

S2) > ZE (S214,)

n

O sea

1 n
2
i=1
Para probar la ley fuerte de los grandes niimeros necesitamos también el

siguiente teorema.

Teorema 10.12 Sea (X,)p>1 una sucesion de variables aleatorias. Una
condicion suficiente para que

X, — X cs.

es que para todo € > 0 exista una sucesion creciente de enteros positivos
rE<ro < - < Ty que puede depender de € tal que

0o rip1—1
P | B <oo, (10.19)
i=1 n=r;

donde By, = {| X, — X| < ¢}.
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Demostracion. Recordemos el resultado ya probado en el Teorema 10.2 que

establece que
X, — X cs.

si y sélo si

(e.9]
lim P ( U Bfw> = 0. (10.20)
m—0o0

n=m
Supongamos que se cumple (10.19). Veremos que entonces se cumple (10.20).
Sea ¢ > 0, entonces (10.19) implica que existe ig tal que

Ti+171

o0
C
> Pl | By <=
i=tp n=r;
Pero entonces
oo [e'e) 7‘1'+1—1 00 Ti+1_1
c _ c c
plUB.|=P(U U B> P| | Bi.| <=
n=rj, 1=tg M=T; 1=1g n=r;

Esto implica que (10.20) se cumple. O

Teorema 10.13 (Ley fuerte de los grandes niimeros) Sea (X,,),~, una
sucesion de variables aleatorias independientes tal que E (X;) = p; y Var(X;) =
JZ-2 para cada i € N. Consideremos la sucesion de variables aleatorias (X")n

definida por
— 1 &
Xn = > X
i=1

i
>1

y sus respectivas medias

_ — 1
Fin = E(Xn) = ~ Z’“
=1
FEntonces st
> =5 <00, (10.21)
i=1

se tiene
X, —10, —0 cs.

Demostracion. Basta probar el teorema suponiendo que para todo 4, p; = 0.
Para ver esto, supongamos que el teorema fuera vélido cuando para todo
i, n; = 0y deduzcamos de esto el caso general, esto es, cuando para cada
i la F(X;) = p; arbitraria. Para ello, consideremos nuevas variables Y; =
X; — pi. Entonces E (Y;) = 0y Var(Y;) = Var(X;) = o2. Las variables Y;
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son independientes y luego se cumple Y, — 0 c.s. Pero como Y,, = X,, —i,,,
resulta también X,, —i,, — 0 c.s. Luego para demostrar el teorema podemos
suponer que u; = 0 para todo 1.

Usaremos el Teorema 10.12, tomando r; = 20~ . Luego si llamamos

201
C
=P | B,
n=2¢-1

bastard demostrar que
o0
Z A < 00.
i=1

Si llamamos S, = Y ;- ; X; tenemos que X, = Su/n. Luego

201
Ni=P| |J B

n=2i-1
-1

=pP| | {Xulz¢}
n=2i-1
2i-1

=P U {|Sn| > ne}
n=21-1
201 .

<P [J {IS]=2""}
n=2i-1
2t—1 4

<P {1Sn] > 272} | . (10.22)
n=1

Usando la Desigualdad de Kolmogorov (Teorema 10.11) resulta
201
P > i—1 — < > i—1
UJA{ISul =27 e} | =P <1<§1n<aé>§1 |Sn| > €2 )
n=1 - =
2t—1

1
7=1

201
1
<= D0 (10.23)
i=1

Entonces de (10.22) y (10.23) obtenemos para cada i

1 201
P 2
NS T >
j=1
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y cambiando el orden de sumacién resulta

201

Z)\ <Z4z 1.2 Z 75
522 > 41 —. (10.24)

Jj=1 i 21—1>7
La desigualdad 2 — 1 > j es equivalente a

In(j+1)
"2 ThmE)

y entonces podemos escribir

=g (.7)7

= —ap, (10.25)

donde ag es el primer término de la serie geométrica.
> 41 (10.26)
1>10(J)

Por otro lado 2 —1 > j implica que 4* > j2 | es decir para todos los términos
de la serie geométrica (10.26) obtenemos

(10.27)

1 16 <161 16 1

-_— = apg > . .
i—1 2 20
2i712j4 3 37 37

y de acuerdo a (10.24) se tiene



Esto prueba la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros. O

Observacién. La condicién (10.21) se cumple si todas las varianzas estan
acotadas. En efecto, si existe una constante K tal que para todo i, 03 <K
entonces como se tiene

resulta

2

Para el caso en que para todo i, u; = u, J,? = 0“ se cumple efectivamente

que
1
2
o E 'i_2<OO7

Xn—p—0cs.,

y por lo tanto

0 equivalentemente
X, — [ C.S.

Todas las consideraciones posteriores a la ley débil que discuten como és-
ta fundamenta las nociones heuristicas de esperanza de un variable aleatoria
y de probabilidad de un evento siguen valiendo, reemplazando la convergen-
cia en probabilidad por convergencia casi segura.

10.6. Teorema de la Convergencia Dominada

Ahora daremos una demostracién del Teorema de la Convergencia Dom-
inada (Lebesgue). Antes necesitamos el siguiente caso particular.

Teorema 10.14 Sean (X;),~; una sucesion de variables aletorias no neg-
ativas y Z una variable aleatoria no negativa con E(Z) < oo que domina
todos los términos de la sucesion, es decir 0 < X,, < Z. Entonces si X, L 0
se tiene

E(X,) —0.

Demostracién. Recordemos que si Z > 0 la condicién de E(Z) < oo es
equivalente a [;° zdF < 0oy esto es equivalente a limy_.o [, kk 2dFy = 0.
Vamos a demostrar que dado € > 0 existe ng tal que si n > ng entonces
E(X,) <e.
Dado K > 0 (arbitrario) particionamos al espacio de la siguiente manera

Q:{Xn<6

_§}U{§<Xn§K}U{Xn>K}.
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Entonces

0< Xy, =Xnlix,<e/3) + Xndie/zax,<iy + Xnl{x,>K}
£
<3+ Klix,>es3y + 217>k} (10.28)

Tomando esperanza en ambos miembros se tiene
E(X,) < % +KP (Xn > %) +E(ZLz13) - (10.29)
Sea Yx = Z1; 7y, luego
0 si y<O0

FYK(y): Fz(K) si 0<y<K
Fz(y) st y>K,

y entonces

E(ZIz>ry) = E(Yk)

+oo
/ Zsz.
K

E(ZIz5kyy) <

Dado que F (Z) < oo existe Ky tal que

. (10.30)

Wl ™

. P
Una vez elegido Ky, usando que X,, — 0, podemos encontrar ng tal que
para todo n > ng se tiene

P ( X, > %) < 3LK0 (10.31)

Luego de (10.29), (10.30) y (10.31) resulta que para todo n > ny

€ € €
<E(Xp) <S4 Koo 45 =g,
0<E( )_3+ 03K0+3 €

y el Teorema queda demostrado. O

Ahora probaremos el Teorema de la Convergencia Dominada en el caso
general.

Teorema 10.15 (Teorema de la Convergencia Dominada) Sea (X,,),,~;
una sucesion de variables aleatorias tal que existe un variable Z > 0 con

E(Z) < 00y |Xn| < Z para todo n. Entonces si X, L X se tendrd

E(X,) — E(X).
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Demostracién. Debemos probar que

lim |E (X,) — E(X)| = 0.

n—oo

Ahora bien, por una propiedad de la esperanza
|E(Xn) — E(X)]=|E(X, - X)| < E(|X, - X]),
de manera que bastard con probar que

lim E (| X, — X|) =0, (10.32)

n—oo

Sea
Y, =|X,—-X|>0,

luego como X, L X resulta Y, L 0.
Como

{IX|>Z+1} c{|X,]| > Z}U{|X, — X| > 1},
y dado P(|X,| > Z) = 0 se tendra para todo € > 0,
P(IX|>Z+1)<P(X,—X|>1)
y por lo tanto como X, 2 x
P(|X|>Z+1) SJLIEOP(‘X”_X’ >1)=0.

Esto muestra que para todo £ > 0 se tiene P(|X| < Z +1) =0.

Luego con probabilidad 1 se tiene Y,, < |X,,|+|X| < 2Z+1, y estamos en
la situacion del Teorema 10.14. Por lo tanto podemos concluir que E (Y;,) —
0. Luego (10.32) se cumple y el teorema queda demostrado. O
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Capitulo 11

Convergencia en
Distribucion.

11.1. Definicién de convergencia en distribucion.

Tanto la convergencia casi segura como la convergencia en probabilidad
se basan en el concepto de “proximidad entre variables aleatorias”. Vere-
mos ahora un tipo de convergencia que se basa en la proximidad entre las
respectivas funciones de distribucion.

Definicién 11.1 Sea (F,),~,; una sucesidn de funciones de distribucion
definidas sobre R y F otra funcion de distribucion. Diremos que la suce-
sion F,, converge débilmente a F' si para todo punto x de continuidad de F),
las F,, convergen puntualmente a F'. Es decir, si para todo x tal que F es
continua en x se tiene que

lim F, (z) = F (x).

n—oo

Notacioén. Si {F), },>1 converge débilmente en distribucién a F' escribiremos
F2F

Observacién. Recordemos que una funcién de distribucién definida sobre
R se caracteriza por las propiedades P1, P2, P3 y P4 del teorema 2.5 y que
el conjunto de puntos donde es discontinua es a lo sumo numerable.

Definicién 11.2 Sea (X,,),~, una sucesidn de variables aleatorias y F' una
funcion de distribucion. Diremos que la sucesion X, converge en distribucién a
F sig (FXn)nzl converge débilmente a F.

Notacién. Si (X,,),,~; converge en distribucién a F' escribiremos
D
X, — F.
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Observacién. Por extensiéon también diremos que (X,),~; converge en

C e . D
distribucién a X sii Fx, — Fx.

Al decir que (Xy),~; converge en distribucién a X hay un abuso de
lenguaje puesto que las variables X,, no se aproximan a X, sino que son las
funciones de distribucién de las X, las que se aproximan a la funcién de
distribucién de X.

Consideremos el caso donde X e Y son dos variables independientes

con distribucién N (0, 1) . Definamos para todo n, X, = X entonces X, A
Y y sin embargo como las variables X e Y son independientes, X no se
“aproxima” a Y.

Veamos ahora la relacién que existe entre la convergencia en probabilidad
y la convergencia en distribucion.

Teorema 11.1 Sea (X,),>; una sucesion de variables aleatorias y X otra
variable aleatoria. Entonces

X, 5 X
implica que

X, 2 X

Demostracion. Sea Fxy la funcién de distribucién de X y x un punto de
continuidad.de Fx. Probemos primero que

{Xp <z} Cc{X <z+e}U{|X, - X|>e}. (11.1)

Para esto basta demostrar que si w no estd en ninguno de los dos conjunto
que forman la unién en el miembro derecho, entonces no estd en {X,, < z}.
Sea w tal que X(w) >z +¢ey |Xp(w) — X(w)| < e. Luego
Xn(w) = X(w) + (Xn(w) — X (w))
> X(w) = | Xn(w) = X(w)
>x+e—¢

=z,

probando (11.1). Tomado probabilidades en ambos miembros se obtiene
Fx, () < Fx(x+¢) + P(| X, —X|>¢).

Tomando limite superior en ambos miembros y teniendo en cuenta que

lim P(|X,—X|>¢)=0 (11.2)

n—oo
se obtiene
lim FXn (:1:) < FX ($+€),

n—oo

218



y haciendo que € — 0, en virtud de que las funciones de distribucién son
continuas a derecha se tiene que

lim Fy, () < Fx (z). (11.3)

n—oo

Ahora hacemos un razonamiento similar a izquierda de z. Consideramos la
inclusién

{X<z—-¢} C{X, <z}U{X, - X|>c¢e}

Tomado probabilidades en ambos miembros se obtiene
Fx (x —¢) < Fx, (z) + P(|X,, — X| > ¢).
Tomando limite inferior en ambos miembros y usando (11.2) se obtiene

F(x—e¢)<lim Fx, (z),

—n—00

v haciendo que € — 0, en virtud de la continuidad de Fx en x

F(z) <lim Fx, (z). (11.4)

—n—00

De (11.3) y (11.4) resulta

lim Fy, (z) < Fx (z) <lim,_,Fx, (z),

—nN—00
n—oo

y como
lim Fx, (z) < lim Fx, (z),

—n—00
n—0o0

debe ser
lim Fy, (z) = lim Fx, (x) = Fx (x).

—n—00
n—oo

Luego existe el limite de (Fx, ) en el punto = y ademds

lim Fy, (z) =F(z).O

n—oo

Observacién. La reciproca no vale en general. Pero s es cierta en el caso en
que P(X = C) =1, donde C es una constante. Luego tenemos el siguiente
teorema cuya demostraciéon queda como ejercicio.

Teorema 11.2 Supongamos que X, D x y P(X = C) = 1. Entonces
X, 5 X
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11.2. Funciones caracteristicas.

Una herramienta muy importante para la demostracién del Teorema
Central del Limite es la funcién caracteristica asociada a una distribucién.
Para definirla necesitaremos presentar el concepto de variable aleatoria com-
pleja.

11.2.1. Variables aleatorias complejas.

Definicién 11.3 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Se dice que X
es una variable aleatoria compleja si X : Q — C (C indica el conjunto de
nimeros complejos) es de la forma X = X1 +iXa2 con X1 y Xo variables
aleatorias reales.

Definicién 11.4 Sea la variable aleatoria compleja X = X1 + iXs, donde
X1 y Xy tienen esperanza finita. Definimos la esperanza de X como E (X) =
E (X)) +iE (Xy).

Observacién. E (X) € C. La parte real e imaginaria de la esperanza son
respectivamente Re (F (X)) = E(X;1) eImE (X) = E(X»).

Definicién 11.5 Diremos que dos variables aleatorias complejas X = X1+
iXo e Y =Y +iYs son independientes si el vector aleatorio X = (X1, X3)
es independiente del vector aleatorio Y = (Y1,Y2).

Algunas propiedades

Veamos ahora algunas propiedades que cumplen las variables complejas,
en analogfa con las que ya probamos para variables aleatorias reales.

Propiedad 11.1 Sean X = X1+iXo eY = Y1+1iYs dos variables aleatorias
complejas independientes. Entonces

EXY)=E(X)E(Y).

Demostracion. La demostracion se basa en el calculo directo usando la defini-
cién y la propiedad andloga para variables aleatorias reales independientes
E(XY)=E[(X1+iX2) (Y1 +iY2)]

= F[(X1Y1 — X2Y2) + i (X2Y7 + Y2 X1)]

= FE(X1Y1 — XoYs) +iE (XoY1 + Y2 X5) =
(XIYI) —F (XQ}/Q) +iF (XQYI) +iF (YgXl) =
(X1) B (Y1) — B (X2) B (Ya) +iE (Xa) B (V1) +iE (Ya) E (X1)
= (E(X1) +1E(Xo))(E (Y1) +iE(Y2))
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Propiedad 11.2 Sea una variable compleja X = X1 + 1 Xa. Entonces
[E(X)| < E(X]).

Demostracién. Podemos suponer que F (X) # 0 pues en tal caso la desigual-
dad se cumple. Como E (X) = E (X;) +iE (X2) € C podemos escribir

E(X)=re"
para cierto r > 0,0 < 6 < 27. Consideremos la variable aleatoria compleja
Y = e X y verifiquemos que su esperanza es real
E(Y)=E (e—i9X>
= e YE(X)
=7r>0.

Hemos probado con anterioridad que la propiedad se cumple para esperanzas
de variables aleatorias reales. Luego

EX)| < E(]Y]).
A partir de esto se deduce la tesis, pues

EX)|=r=EX)=[EY)<E(Y])=E(X]).D

11.2.2. Definicién de funcién caracteristica y propiedades.

Definicién 11.6 Sea X una variable aleatoria y Fx su funcidn de distribu-
cion. Definimos a la funcién carcteristica de X por la funcidn ¢x : R — C
asociada a Fx de la siguiente manera

¢x (t) = E (exp (it X))
= E(cos (tX)) + iF (sen (tX)).

Observacién. Como las variables cos (tX), sen (tX) son acotadas, las es-
peranzas de estas variables existen y son finitas.

El motivo de la introduccion de la funcién caracteristica es poder estudiar
mads facilmente la distribucién de la suma de variables aleatorias independi-
entes. Mientras que la funcién de distribucién de esta suma (que se obtiene
por convoluciones) puede ser muy complicada, su funcién caracteristica es
muy simple, como se desprende de la Propiedad 11.3 que damos a contin-
uacion. Por otro lado, como veremos mas adelante, hay una correspondencia
biunivoca entre funciones de distribucién y funciones caracteristicas. Luego,
conociendo la funcién caracteristica de una variable aleatoria, también cono-
cemos su funcién de distribucién.
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Propiedad 11.3 Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. En-
tonces para todo t € R

dx+y (t) = ox (1) ¢y (1)

Demostracién. Observando que exp (itX ), exp (itY') son variables aleatorias
independientes se tiene

dxiy (1) = it(X +Y)))

E (exp (i

E (exp (it X) exp (itY'))

E (exp (itX)) E (exp (itY'))
ox (t) oy (t). O

X

X

Propiedad 11.4 Sea X una wvariable aleatoria. Entonces para todo t € R
[ox ()] < 1.
Demostracion.

[¢x| = |E (exp (itX))| < E (lexp (itX)]) = E(1) = 1. O

Propiedad 11.5 ¢x (0) = E (1) = 1.
Demostracién. ¢x (0) = E (1) =1. O

Ahora enunciamos dos teoremas muy importantes. Las demostraciones
de estos teoremas se pueden encontrar en el libro de Barry R. James, “Prob-
abilidade: um curso em nivel intermedidrio”.

Teorema 11.3 Sean X e Y dos variables aleatorias. Entonces si

ox = 9y,

también se tiene
Fx = Fy.

Teorema 11.4 (Teorema de Continuidad de Paul Levy) Sea (X)),
una sucesion de variables aleatorias, (Fx,),~, la correspondiente sucesion
de funciones de distribucion y (¢x,),>, la correspondiente sucesion de fun-
ciones caracteristicas asociadas. Entonces

X, 2 x
sty solo st para todo t € R

ox, (1) — ox (t).
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Teorema 11.5 Sea X una variable aleatoria. Entonces ¢px es continua en
todo punto.

Demostracion. Sea t € R y consideremos una sucesién (hy),,~; C R tal que
hy, — 0. Queremos probar que

i g (t+hy) = ox (1)
Teniendo en cuenta que
ox (t+ hy) = E (cos ((t + hy) X)) +iF (sen ((t + hy) X)),
bastara con probar que si n — 400 entonces

E (cos ((t+ hp) X)) — E (cos (tX)),

E (sen ((t+ hy) X)) — E (sen (tX)).
Probaremos que E (cos ((t + hy) X)) — E (cos(tX)) cuando n — +oo, la

otra propiedad es andloga.
Consideremos la sucesién de variables aleatorias

Y, =cos((t+ hp) X) .

Se comprueba facilmente que Y, estd dominada por la variable aleatoria
Z =1, es decir para todo n

Y| = [cos ((t + hy) X)| < 1.

Ademsds si Y = cos (tX), por la continuidad de la funcién coseno, se tiene
convergencia puntual de Y, a Y, es decir para todo w € (2

Yo (w) — Y(w).
Luego, por el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene

E(Y,) - E(Y).O

Observacién. Se puede probar algo més fuerte: ¢ x es uniformemente con-
tinua (ver el libro de Barry R. James).

Veamos como opera una funcién caracteristica sobre una transformacién
afin de la variable aleatoria.
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Propiedad 11.6 Sea X una variable aleatoria ¢ Y = aX +b, con a, b € R.
Entonces para todo t € R

Gax+b (t) = exp (ibt) px (at) .

Demostracién.
Para todo ¢t € R se tiene

oy () = axs (1)
= E (exp (
= E (exp (i
= exp (ibt

it (aX +)))
t

it (aX)) exp (ith)
(exp (i (ta) X))

) E
) ¢x (at). O

= exp (ibt

Ahora queremos caracterizar a las funciones caracteristicas a valores
reales. Para esto recordemos el concepto de variable aleatoria simétrica re-
specto del origen. La definicién més general de simetria respecto de p arbi-
trario estd dada en la pagina 155.

Decimos que una variable aleatoria X es simétrica respecto del origen si
y s6lo si para todo z > 0 se tiene que

P(X<-2)=P(X >uz). (11.5)

El siguiente teorema permite dar una definicién equivalente.

Teorema 11.6 ¢x es real sii X es simétrica respecto del origen. En este
caso ¢x es par.

Demostracion. Supongamos primero que X sea simétrica respecto del origen.
Como para todo t € R

ox (t) = E(cos (tX)) +iFE (sen (tX)),

para mostrar que ¢y es real bastard ver que E (sen (tX)) = 0.

Teniendo en cuenta que si X es simétrica se tiene que Fx = F_x, de
manera que E (¢ (X)) = E(g(—X)) para cualquier g medible, entonces si
para cada t € R se toma g (z) = sen (tx) se obtiene

E (sen(tX)) = E(sen(—tX)) = —F (sen (tX)),
y por lo tanto E (sen (X)) = 0.
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Ademis,

¢x(—t) = E(cos(X (1))
= E(cos(X1t))

= ¢x(t).

Luego ¢x es par.

Supongamos ahora que ¢x es real, esto es F (sen (tX)) = 0. Entonces
teniendo en cuenta que la funcién coseno es par y la funcién seno impar
tendremos para todo t € R

¢x (t) = E(cos (tX)) +iE (sen (tX))
= F (cos(tX),

¢-x (t) = E (cos (((=X))) + i E (sen (¢(—X)))
(cos(tX iF(sen(tX))

(
(cos(tX

I
SRS

) =
)

Luego ¢x (t) = ¢_x (t) y entonces por el Teorema 11.3, se obtiene que
Fx = F_x y por el Teorema 7.17 que X es simétrica respecto del origen. O

Definicién 11.7 (Momentos de orden k) Sea X una variable aleatoria.
Definimos el momento de orden k& > 0 de X como el nimero

= B (X)),

cuando este valor existe y el momento absoluto de orden k > 0 de X como
el nimero

ui= B (IX1%).

Observacién. Si k es par entonces p, = uy. Ademds siempre se tiene que
e < 00 sii iy, < 00, es decir la integrabilidad absoluta de | X \k equivale a la

de X*. En particular E(X) =y y Var(X) = ug — p2.
Teorema 11.7 Si pj, < oo entonces para todo i < k se tiene j; < oo.
Demostracion. Sea ¢ < k. Se tiene

[ XT" = Igxj<ay IXT" + Tyxpsay 1 X
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Como 4
Iyxpicny 1 XT" < Iyxi<y

; k k
Iixps1y 1 X < Iyxps1y | X]T < X

obtenemos

1X|" < Ix<y + X"

Tomando esperanza en ambos miembros resulta
pi < PEIX]<1}) 4 py < o0,

y esto demuestra el teorema. O

11.3. Momentos y funcién caracteristica.

11.3.1. Derivacién dentro del signo esperanza.

Para hacer un desarrollo de Taylor de la funcién caracteristica, nece-
sitaremos hallar sus derivadas. Como la funcién caracteristica estd definida
como una esperanza, serd conveniente encontrar condiciones bajo las cuales
se pueda intercambiar el orden en el que se deriva y se toma esperanza.

Sea g(x,t) una funcién de dos variables a valores reales, medible respecto
de la primera variable y derivable respecto de la segunda variable. Sea go
definida por
g (x,t)

ot

Sea X una variable aleatoria, entonces para cada t, Y; = g(X,t) es
también una variable aleatoria. Supongamos que F (|Y;|) < oo y consider-
emos la funcién h(t) = E(Y:) = E(g(X,t)). El siguiente teorema nos da
condiciones suficientes para que h' (t) = E (g2 (X, 1)) .

g2 (x, t) =

Teorema 11.8 Supongamos que en t =ty se cumplen las siguientes condi-
ctones:

(1) existe € > 0 y Z variable aleatoria con E(Z) < oo, tal que

sup {[g2 (X, 1) [} < Z,
[t—to|<e

(ii) para todo x la funcion ga(x,t) es continua respecto a la sequnda vari-
able en t = ty.

Luego I (to) = E (g2 (X, to)) -
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Demostracién.
Sea (15,),,~; una sucesién de nimeros reales no creciente que converge a
0 y tal que |r,| < e. Bastard demostrar que

lim h (to +rn) — h (to)

n—-+400 Tn

= E (g2 (X,t0)) -

Utilizando el teorema del valor medio existe r} = r (X) tal que |r} (X)| <

rp, < ey tal que

g(X,to+1m) — g(X,t0)
Tn

=g (X, to+ 1 (X)).

Luego

i Do) —hto) _ o E<

n—oo ’f’n n—oo

= lim E (g2 (X,to+ ) (X))).

n—oo

Q(X7t0 +Tn) _g(X7t0)>

Tn

Por lo tanto bastard con mostrar que
lim B (g2 (X, to + 17, (X)) = E (92 (X, to)) - (11.6)

Ahora bien 7 (X) — 0 y por la continuidad de g2 en ¢t = o,
(92 (X, to + 17, (X))),,>1 converge puntualmente a la funcion gs (X, to) . Ademés
se cumple que

sup g2 (X, to + 7, (X))| < Z,
neN

con E(Z) < oo. Luego aplicando el teorema de la convergencia dominada
se obtiene (11.6). O

11.3.2. Derivadas de la funcién caracteristica y momentos.

Dada una variable aleatoria X, sabemos que ¢x (t) = E (exp (itX)).
Procedamos de manera ingenua, sin preocuparnos por la justificacién, y
derivemos sucesivamente dentro del signo esperanza

¢ () = B (iX exp (itX)) = iE (X exp (it X))
0% (1) = E (2X2 exp (it X)) = B (X2 exp (it X))

o) (t) = E (i"X" exp (itX)) = i"E (X" exp (it X)) .

El siguiente teorema permite justificar estas expresiones.
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Teorema 11.9 Supongamos que p;, < co. Luego se cumple que
W) (£) = i"E (X" exp (itX)). (11.7)

Demostracion. Demostraremos el teorema por induccién en n. Para n = 0
es cierto ya que ¢y (t) = Eexp (itX) por definicién. Supongamos que el
teorema es cierto para n. Vamos a demostrar que es cierto para n + 1.
Supongamos que ;1 < 00, por el Teorema 11.7 resulta u, < ooy luego la
férmula (11.7) es cierta para n. Entonces, tenemos que

O (1) = i"E (X" exp (it X))
=i"(E(X" cos(tX)) +iE(X"sen(tX)). (11.8)
Sea g(x,t) = 2" cos(tx). Luego g2(z,t) = —ax™sen(tz) es continua y |g2 (X, t)| <
|X|" T . Como E(|X"*1|) < oo, por el Teorema 11.8 se tendrd que si
h(t) = E(X" cos(tzx)), entonces

W(t) = E (ga(X,1))
= —B(X""sen(tX)). (11.9)

Similarmente si h*(t) = E(X"sen(tz)), luego
R (t) = B(X" cos(tX)). (11.10)
Luego por (11.9), (11.10), derivando (11.8) se tendrd

EH @) = (0 (1) + b (2) (11.11)
=i" (E(—X"sen(tX)) +iE(X" ! cos(tX))). (11.12)

Multiplicando por 7 y dividiendo por ¢ se obtiene
D (1) = i1 ((1/) B(= X" sen(tX)) + E(X™ cos(tX)))
y usando que 1/i = —i

D (1) = "+ ((B(X™sen(tX)) + E(X™ cos(tX)))
- i”+1E(X"+1 exp(itX))

y por lo tanto el teorema queda demostrado. O.

Corolario 11.1 Supongamos p), < co. Entonces resulta que

6% (0) =i"B (X").
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Observemos entonces que de acuerdo al Teorema 11.9 si i, < oo resulta

R0) =B

= 1" iy,
En particular
¢x(0) =i (11.13)
y
% (0) = —po. (11.14)

Ahora estamos en condiciones de probar que la funcién caracteristica de
la distribucién X ~ N (0, 1) es su densidad, salvo una constante.

11.4. Funcién caracteristica de una distribucién
normal.

Para la prueba del Teorema Central de Limite, necesitamos calcular la

funcién caracteristica de una distribucién normal. Dado que si X ~ N (,u, 02)

se puede escribir como X = oY + pu, donde Y ~ N (0,1) de acuerdo a la
Propiedad 11.6, s6lo se necesitara calcular ¢x para el caso p =0y o2 = 1.

Teorema 11.10 Sea X ~ N (0,1). La funcidn caracteristica de X es

Demostracion. Como X es simétrica respecto del origen, ¢* es real y par.
Consideremos dos variables aleatorias independientes X; ~ N (0,1), X5 ~
N (0,1) y definamos Y = w1 X7 + ueXo con u; > 0, ug > 0 . Entonces
Y ~ N (0,uf +u3) .

Podemos expresar a Y como un multiplo de una variable N(0,1). En
efecto

Y
Y = /u? + u——
Pl dd
= \/U%-FU%Z,

donde

tiene distribucién N (0, 1).
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Demostracion. Calcularemos ¢y de dos manera distintas. Por un lado, usando
la Propiedad 11.6

¢y (8) = ¢ sz, () (11.15)

_ 4 (WQ (11.16)

Por otro lado siendo Y suma de variables aleatorias independientes, usando
la Propiedad ??7 y recordando que u; > 0y ug > 0, se tiene que

oy (t) = ¢U1X1+U2Xz (t)
= Puy x; () Puzx, (1) (11.17)
= ¢" (u1t) ¢* (uat)

e <\/u?t> & <\/;§t> . (11.18)

De (11.15) y (11.18) se obtiene

o <\/u% - u%t) =¢* <\/;§t> o (\/;gt> : (11.19)

v haciento ¢t = 1

o (Vi) =o (Vi) o (va3). (11.20)

Definamos ¢g* como la composicién de ¢* con la raiz cuadrada, es decir

Luego por (11.20) se tiene
g (u% + ug) =g (u?) g (u2) .
Luego, si ponemos v; = u? y v2 = u3 entonces para todo vy, vy > 0 obtenemos
9" (v +v2) =g" (v1) g* (v2) - (11.21)

Entonces para todo v > 0 se tiene

ro=r (53 - 0 () >0

Observacién. La Ecuacién (11.21) recuerda la caracterizacién de la dis-
tribucién exponencial como una distrubucién con “falta de memoria”. Luego
para caracterizar a ¢g* procederemos de igual manera.
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Por induccién se puede probar que dados vy > 0,v9 > 0,...,v, > 0

entonces
n n
g (Z vi> = Hg* (vs) . (11.22)
i=1 i=1

Luego usando (11.22) se obiene que para todo n natural

gn)=g¢" [1+1++...+1
n veces

= [g" (D]". (11.23)

y entonces

Por la continuidad de g* y la densidad de Q en R,se concluye que para todo
T € RZO

Ahora veamos que
0<g (1) <1. (11.24)

Como g*(1) es real con 0 < ¢g*(1) < 1 para demostrar (11.24) se debera

mostrar que g*(1) # 0y que g*(1) # 1.
Supongamos que g* (1) = 0. Entonces para todo t € R>g

o (Vi) =" () = lg" (V)] = 0.

Esto es absurdo, pues si t = 0 se tendria ¢* (0) = 0 y segtn la Propiedad
11.5 resulta que ¢* (0) = 1.
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Supongamos que ¢g* (1) = 1 entonces
o' (1) =90 (V1) =g"(1) = 1.

Ahora como ¢* es real, ¢* (1) = E (cos (X)) . Entonces ¢g* (1) = 1 se puede
escribir como
E (1) = E(cos (X))

luego
E(l—-cos(X))=0

Pero siendo la variable aleatoria 1 — cos (X) no negativa se concluye que
P(cos(X)=1)=1.

Esto no puede ser cierto puesto que {x € R : cos(z) = 1} es un conjunto
de puntos numerable, de manera que su probabilidad es cero puesto que la
ditribucién normal es absolutamente continua.

Finalmente si ponemos ¢ = —log(¢g* (1)) entonces, ¢ > 0y ¢g*(1) =
exp (—c) . Luego

g ) =lg" )
=exp (—ct),Vt > 0.

Ademads
¢* (t) = g* (t*) = exp (—ct®) ,Vt > 0.
Como la funcién ¢* (t) es par se tendra
¢* (t) = exp (—ct?) , Vt.

Derivando dos veces ¢*

(") (t) = —2ct exp (—ct2) ,

(") (t) = —2cexp (—ct®) + 4c*t? exp (—ct?)
= 2cexp (—ct2) (2ct2 — 1) ,

y evaluando en 0, de acuerdo a (11.14) se tendrd
~2¢ = (") (0)
= — (Var (X) + E (X?))
= —1.

Por lo tanto obtenemos que ¢ = % y el Teorema queda demostrado. O
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11.5. Teorema Central del Limite.

El siguiente lema da el desarrollo de Taylor de la funcién caracteristica
de una variable aleatoria X con E(X) =0y Var(X) = 1.

Lema 11.1 Sea X una variable aleatoria con E(X) = 0 y Var(X) = 1.

FEntonces )

dx(B)= 1-=+0p ().

donde 09 (tg) es una funcion tal que

lim % = 0. (11.25)

Demostracién. Sabemos que ¢(0) = 1y por (11.13) y (11.14) se tiene ¢y (0) =
0y ¢%(0) = —1. Luego usando un desarrollo de Taylor de grado 2 en t =0
para ¢x se tiene

t2

ox(t) = 6x(0) + @y (0)t + 9x (0)5 + 0o(t?)
:1—§+02(t2).

donde o (%) satisface (11.25). Esto demuestra el lema. O

11.5.1. Caso de variables independientes idénticamente dis-
tribuidas

Teorema 11.11 (Teorema Central del Limite) Sea (X;),~, una suce-
sion de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con varianza finita. Llamemos pu = E (X;) y 0% = Var (X;) > 0 . Sean las

sumas parciales
n
Sp = E X;
i=1

Y
Zn = S”_—E(S") (11.26)
Var (Sp)
Entonces
Z,n B N(0,1). (11.27)

Observacion. La expresién (11.26) puede reformularse escribiendo
X, - E(X.)

Ln = — ’
Var (Xn)
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donde
— 1
Xp == > X,
i=1

es la variable aleatoria “promedio aritmético”.

Demostracion. En primer lugar veamos que basta con probar el teorema
suponiendo que 1 = 0 y 02 = 1. Teniendo en cuenta la independencia de las
X; y la definicién de S, se tiene que

Var (S,) = no?.

Luego (11.26) se puede escribir como

donde

Claramente las variables X ¥ son i.i.d. con E(X/) =0y Var(X) = 1. Luego
si probamos que el teorema vale para = 0 y 02 = 1 resulta valido para p
y o2 arbitrarios.

Supondremos entonces que i = 0 y 02 = 1. De acuerdo al teorema de
continuidad de Levy y al Teorema 11.10, bastard probar que para todot € R

2
lim ¢z, (t) =exp <——> . (11.28)
n—-+o00 2

Sabemos que como p = 0y ¢ = 1, por el lema anterior para todo i € N se

tiene
2

¢Xi(t):¢x(t):1_%+02(t2)7

donde 09 (t2) es una funcién tal que

tim 22 ()
t—0 t2

= 0. (11.29)

Como las variables X; son independientes, podemos aplicar la Propiedad
11.3 de las funciones caracteristicas y se tiene que para todo n

bs, (t) = Hfﬁxi (t) = (1 - g + 02 (t2)> :
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Finalmente teniendo en cuenta que u = 0y o2 = 1, resulta Z, = S,//n.
Luego por la Propiedad 11.6 de las funciones caracteristicas se obtiene

t

¢z, (t) = ¢s, <ﬁ>

De acuerdo a (11.28), bastard ver que la sucesién de funciones ¢, satisface

t2 2\\" t2
HILH§O <1 ™ + 02 <E>> = exp (—§> . (11.30)

Para ello escribamos la sucesién de caracteristicas del siguiente modo

w0~ (- Ea(E)])

y luego si llamamos

entonces resulta G
¢z, ()= (1-2)

Se conoce del calculo elemental que si @ —,, .o L entonces

(1-22)" s xp (1),
n

Por lo tanto, para mostrar (11.30) bastard mostrar que en nuestro caso
L = t?/2. Equivalentemente bastard con mostrar que

2
lim o9 (—> n — 0.
n—oo n

Pero esto resulta de escribir

t2
<t2> > <Z> 2
02 n=——-=t

s

y de observar que como t?/n — 0 cuando n — oo, de acuerdo a (11.29) se

tiene
2
(%)
n
0.

lfm — L —
n—-+o0o t

n
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Esto prueba el teorema. O

Observacién. Teniendo en cuenta que
— 1
E(Xn) = —np =

o2 o2

Var (Xn) = ng = P

podemos escribir las variables Z,, de la siguiente manera
X, - E(X,)
Var (Yn)

Ly =

— \/ﬁ(yn_:u)

o

Luego, de acuerdo a (11.27) tenemos

X, —

Kn=p) D (0,1). (11.31)
o

1
n2

De acuerdo a la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros X,, — u — 0 c.s., y por
lo tanto también
W, = (Xn —p)/o — 0cs.

Ademsds, recordemos que convergencia casi segura implica convergencia en

distribucién. Al multiplicar W,, por el factor n%, de acuerdo a (11.31) deja
de tender a 0 y tampoco tiende i{lﬁnito. Por eso se dice que la velocidad
de convergencia de X, a p es n2. Se deja como ejercicio probar que si
multiplicamos a W,, por nz7? la sucesién converge a +o0o en probabilidad.
Es decir que dado cualquier K > 0, tendremos

lfim P(nzt0[W,| > K) =1

n—oo
También se deja como tlajercicio probar que si multiplicamos a W,, por ns =9
con & > 0 la sucesiéon n2 T0W,, converge en probabilidad a 0. El exponente %

es el la potencia exacta de n por la que hay que multiplicar a W,, para que
la sucesién n*W,, no converja ni a 0 ni a oo.

11.5.2. Teorema Central del Limite para variables no idén-
ticamente distribuidas.

El Teorema Central del Limite sigue valiendo bajo condiciones menos
restrictivas. Se puede suprimir la hipétesis de que las distribuciones sean
idénticas y atn debilitar la hipétesis de la independencia.
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El Teorema de Lindeberg o Teorema Central del Limite Fuerte da una
condicién suficiente para que una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes no necesariamente idénticamente distribuidas converja en distribu-
cién a la normal estandarizada. Enunciamos este importante teorema sin
demostracion.

Teorema 11.12 (Teorema Central de Lindeberg) Sea (Xy),>; una suce-

sion de variables aleatorias independientes con E (X;) = p; y Var (X;) = o2

para todo © € N, donde 01-2 < 00 y existe al menos un ig tal que 0220 > 0. Sea
como antes S, =Y i X; y llamemos

n
§2 = ZO‘ZZ = Var (S,) .
i=1

Definamos las variable aleatorias centradas
Yi=Xi — pi.
Una condicion suficiente para que

2y =2 ZE) By )
Var (Sy,)

es que para todo € >0

> ey VY,
lfim stzne) = 0. (11.32)

n—-+00 s%

Demostracion. Ver el libro citado de Barry R. James.

Observacién. La condicién (11.32) se llama condicion de Lindeberg. Note-
mos que como E (V;) = 0y Var (Y;) = Var (X;) = 02, se tiene

si=Y o} (11.33)

=1
= ZVar(Yl)
i=1
n 400
= y2dFyi
i=1+Y 7
= Z/ y2dFy, + Z/ y2dFy,. (11.34)
i—1 H{lyl<sne} i—1 J{lyl=sne}

Luego, la condicién (11.32) es equivalente a que para todo € > 0
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i1 Jyi<sney YV
lim S =1, (11.35)
n—oo 3T [Co YRy,
lo cual se puede interpretar como que la condicién de Lindeberg implica
que la contribucién de Y; a la varianza de S,, proviene esencialmente de los
valores donde |Y;|? < &2s2. Si llamamos S = Y7 ; Y; como s2 = Var(S,) =
Var(S#) resulta que la contribucién de Y;? a la Var(S}) corresponde bésica-
mente a los puntos donde Yf < e52, es decir donde Yf es pequena respecto
a F(S*?). Esto estd diciendo que con alta probabilidad Yf es pequeno con
respecto a S}2. En particular de (11.32) se deduce que para todo &2 > 0,
existe ng(e) tal que para todo n > ng

/ y2dFy, < s2&*
{ly[>sne}

para todo 1 < i < n. Por otro lado para todo 1 <1 < n,

/ y2dFy, < s2¢%.
{lyl<sne}

Luego para todo 1 < i <n yn > ng se tiene

o? —/ y2dFy, +/ y2dFy, < 2s2e?,
{ly[=>sne} {lyl<sne}

y por lo tanto, para todo n > ng resulta

‘¢ 2
maxlgign Uz-

Z?:l Ui2

< 22,

Luego
lim M1z 0l
n—oo 3740
Es decir que la varianza de cada variable, sobre la suma de las varianzas
tiende a 0.
Del teorema central del limite de Lindeberg se deduce la siguiente versién
del Teorema Central del Limite.

Teorema 11.13 (Teorema Central del Limite de Liapunov) Sea (X;),>;

una sucesion de variables aleatorias independientes con E (X;) = u; y var-

ianza Var (X;) = 0'1-2 < oo tal que para algin 1o, O'ZZO > 0. Llamemos Y; =

X; — i a las variable aleatoria centradas. Una condicion suficiente para que
Sy —E(S)

Z, = 22220 BN, 1)
Var (Sy,)
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es que exista § > 0 tal que

S B (IGP)
Jim poxT; = 0. (11.36)

Demostracion. Tenemos que
’2+6

{ly|>snc} {yl=sney 1Yl
1

< W/ ly|**0 dFy;
€ Sn J{lylzsne}

1246
< Q)
e%s?

y luego

n 1 n
2 2448
ydly, < 5 E<|Yi| )
; /{lyZSné} < Sniz_;
Dividiendo por s se tiene

>ica Jy yPdFy, 1 &
=1 Hy[>sne} i 1246
2 = 5 2+JZE(|Y;| )7
n €8n o

y por lo tanto por la condicién (11.36)

n 2
i= s o1 Y dFy,
i = ) — 0. (11.37)

n—00 3%

que es la condicién de Lindeberg. O

Esta condicién es ttil cuando las variables tienen momentos finitos de
orden mayor que dos. La condicién (11.36) se denomina la Condicién de
Liapunov.

Ejemplo. Consideremos ahora una sucesién de variables aleatorias (Y7,),,~1,
donde Y, tiene distribucién Bi(n, p). Podemos pensar a Y,, como el nimero
de éxitos en n experimentos independientes realizados bajo las mismas condi-
ciones, donde la probabilidad de éxito es p. Luego podemos escribir

Yo=) X,
i=1

donde

1 si el i-ésimo experimento resulta éxito
0 si el i-ésimo experimento resulta fracaso.
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Claramente las variables X; son independientes e idénticamente distribuidas.
Sabemos que P(X; =1)=py P(X;=0)=1—p, E(X;) =py Var (\;) =
p (1 —p). Luego, estamos en condiciones de aplicar el Teorema Central del
Limite para variables i.i.d. Entonces

Yn_E(Yn): Y, —np EN(O,l).

VY (D)
Se puede probar que para n = 20 la distribucién normal es una buena aprox-
imacion de la binomial, de manera que a fines practicos se pueden usar tablas
normales para calcular probabilidades binomiales, si n es suficientemente
grande.

11.5.3. Una Aplicacién a la Binomial.

Se realiza una encuesta para determinar el porcentaje p de votantes que
va a votar a un partido C' determinado. Se toma una muestra al azar de
n votantes y se los encuesta acerca de su intencién de voto. Designemos
mediante X; a la variable que toma el valor 1, si la intencién declarada del
encuestado ¢ es votar al partido C'y X; = 0 en caso contrario. Claramente
P(X;=1)=np.

La variable

&zix

da la cantidad de encuestados que dicen votar al partido C. La variable Y,
tiene distribucién Bi(n, p).
Como desconocemos el pardmetro p, podemos estimarlo a partir del

promedio
ISP
= = 1= .
Pn n n

Como E(X;) = p, por la ley de los grandes nimeros tendremos X, —p
c.s. Lo que queremos saber es cuan grande tiene que ser n para lograr una
precisién determinada en nuestra estimacién de p con cierta probabilidad.
Més precisamente fijemos una cota e para el error de estimacién E,, = X, —p
(por ejemplo e = 0,05) y supongamos que queremos conocer aproximada-
mente la probabilidad de que |E,| < e, es decir P(|E,| < e).

Sabemos que

~ Sp—mnp

" /mp(T-p)

_ 2y Xi—np
np (1 —p)

= Vn—2—L_ P N(0,1).

vp(1—p)
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Llamemos

an = ﬂ, (11.38)
p(1—p)

y ® a la funcién de distribucién de una variable N(0,1). Luego, como la

distribucién de Z,, se comporta aproximadamente como la de una N(0,1)

para n grande, tenemos

P(|En| <€) = P([Xn—p| <¢)

(B

~

donde el signo 2 indica aproximadamente. Supongamos ahora que quere-
mos saber qué tamano de muestra se requiere para que P(|E,| < e) sea
aproximadamente 1 — «, donde o es un nimero pequeno, por ejemplo 0,05.
Entonces se requerird un valor n tal que

20(a,) —1=1—a,

_ o
Gn:q) 1(1—§>

Reemplazando a,, de acuerdo a (11.38) tendremos

L:@l(l_g),

p(1—p) 2

0 equivalentemente

0 equivalentemente

Como p es desconocido podemos acotar la expresién de la derecha utilizando
el valor de p méds desfavorable. Hallemos dicho valor. Como n depende en

forma creciente de g(p) = p(1 — p) deberiamos elegir el méximo de esté
funcién para 0 < p < 1. Observemos que ¢'(p) = 1 — 2p, de modo que el
unico punto critico es p = 1/2 , y como ¢”(p) = —2 < 0 corresponde a un

méximo relativo. Como en los extremos ¢(0) = ¢g(1) = 0y g(1/2) = 1/4,
resulta que el maximo absoluto de g se alcanza en p = 1/2 y vale 1/4. Luego
bastd tomar n igual a
_ 2
(01 (1-5)*

4e2

n =
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Por ejemplo si e = 0,05 y a = 0,05, buscando en la tabla normal se
tendrd que @1 (1 — a/2) = &1 (0,975) = 1,96, y luego

(@ (-3

2
o D" _ 35416,

n =

Luego, como n tiene que ser entero, bastard tomar n = 385.

El valor n calculado nos asegura la probabilidad deseada, pero dado
que se reemplazé p(1 — p) por una cota superior, este valor de n hallado
puede ser mds grande que el estrictamente necesario. En la Seccién siguiente
veremos un teorema que nos permitird reemplazar a p(1—p) por la estimacién

Xn(1—-X,).

11.6. Teorema de Slutsky.

El siguiente teorema tiene numerosas aplicaciones en Estadistica.

Teorema 11.14 (Teorema de Slutsky) Sean (Xn),>; € (Yn),>; dos suce-

. . ) D P
stones de variables aleatorias tales que X, = X e Y, — ¢, donde X es una
variable aleatoria y c una constante. Entonces se tiene

() Xp+Y, 2 X +c,
(il) X,Y, 2 cX,
(iii) Si ¢ # 0 entonces,

X

Cc

D
=

alfs

Para probar el el Teorema 11.14 necesitaremos probar previamente los
Teoremas 11.15-11.20.

Teorema 11.15 Sea (X,),~; una sucesién de variables aleatorias tales que

Xn D X donde X es otra variable aleatoria. Entonces para toda constante
) D
a € R, se tiene aX,, = aX.

Demostracién. La demostracion la haremos distinguiendo tres casos: (i) a =
0, (ii) a > 0 y (iii) @ < 0.

(i) Si a = 0, entonces es claro que aX = aX,, = 0 y por lo tanto el
teorema se cumple.
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(i)

(iii)

Sea a > 0. Queremos probar que para todo punto z de continuidad de
F,x vale que

lim F,x, (z)=F,x (z).

n—-+00

Calculamos la funcién de distribucién de aX,

Fux, () = P (aX, <)

y de manera andloga, la funcién de distribucién de a X
x
FaX ((IZ) = FX <E> .

Entonces x es un punto de continuidad de F,x si y sélo si — lo es
a

de Fx. Ahora bien, como X, D X vale que para todo x punto de
continuidad de Fx

lim Fx, (z)= Fx (z).

n—oo
x
En particular eso vale para —. Esto demuestra el caso (ii) a > 0.
a

Sea a < 0. Este caso resulta mas complicado de probar. Probaremos
en primer lugar que vale para a = —1 y después pasaremos al caso

. D D
general. Queremos probar que si X,, — X entonces —X,, — —X.

En primer lugar es fécil ver que en general si X es una variable aleatoria
P(X <a)=Fx(a™), donde Fx(a™) es el limite de Fx(z), cuando =
tiende a a por la izquierda. Para eso basta con observar que

(X <a} = U{Xga—%}.

La sucesion de conjuntos Cp, = {X < a — %} es mondtona creciente y
por lo tanto

1
P(X <a)= lim P(Xga——>

n—00 n

, 1
(o2
= Fx (a_) .
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Calcularemos ahora F_x y F_x, Por un lado

F x(x)=P(—X <x)

=P(X >—-x)
=1-P(X < —x)
= l—FX ((—x)_)

Por otro lado y de manera andloga

Entonces tenemos que probar que si x es un punto de continuidad de
F_x entonces

lim [1—Fyx, ((—2)7)] =1 - Fx ((~2)7),

n—oo

o equivalentemente tenemos que probar que si z es un punto de con-
tinuidad de F_x entonces

lim Fx, ((—z)7) = Fx ((-2)7). (11.39)

n—oo

ComoF_x esta definida como
F x(z)=1-Fx((-z)7),

resulta que x es un punto de de continuidad de F_x siy sélo si —z lo

es de F'x. Por lo tanto en los puntos donde F_x es continua vale que

Fx ((=z)”) = Fx (—z) . Por lo tanto (11.39) es equivalente a que
lim Fy, ((—z)") = Fx (—x), (11.40)
n—oo

en los puntos x para los cuales —z es un punto de continuidad de Fx.

Como z puede ser cualquiera, esto es equivalente a que

lim Fy, (z7) = Fx (z), (11.41)

n—oo

para todo punto x que sea de continuidad de F'x.

Por la monotonia de Fl, se tiene que Fy, (z7) < Fx, (). Entonces
tomando lfmite superior en ambos miembros y recordando que la
hipétesis de convergencia en distribucién implica que lim,,_,, Fx,, () =
Fx (x) se obtiene
EFXH (:U_) < mFxn (:l?)
= lim F Xn (LE‘)

n—oo

= Fy (z). (11.42)
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Observemos que como Fx es continua en x entonces dado € > 0 existe
d > 0 tal que Fx () —e < Fx (z — ). Como el conjunto de puntos
de discontinuidad de Fx es a lo sumo numerable, podemos elegir x — §
de forma tal que F'x sea continua en x — . Por la monotonfa de F,,
resulta

Fx, (.’L‘i) > Fx, (ac — 5) .

Tomando limite inferior y recordando que x — ¢ es un punto de con-
tinudad de F'x se obtiene

limFx, (z7) > limF¥, (z —0)
= lim Fy, (z —9)

:Fx($—5)
> Fx (x) —e.

Ahora haciendo que € — 0 se tiene
limFx, (z7) > Fx (z). (11.43)
Por lo tanto de (11.42) y (11.43) resulta
lImFx, (z7) < Fx (z) <limFy, (7).

Pero como siempre ocurre que limFy, (z7) < limFY, (z7), resulta
que L
limFy (3:*) = Fx (z) =lmFx, (a:*) ,

y entonces necesariamente existe lim Fy, (z~) y ademds
lim Fx, (z7) = Fx (z).

Esto demuestra (11.41).

Ahora probaremos el Teorema para cualquier a < 0. Para eso escribi-
mos

aX, = (—a)(—X,).

Entonces por un lado como X, D X se tiene que —X, D X

. Por otro lado si a < 0 entonces —a > 0 y por el caso (i) aX, =

(_a) (_Xn) g (—CL) (—X) =aX. O

Definicién 11.8 Sea (Xy),>; una sucesion de variables aleatorias. Dec-
imos que la sucesion estd acotada uniformemtne en probabilidad si dado
e > 0 existe K > 0 tal que

P(Xa <K)>1-c¢.
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Observacién. Recordemos que hemos probado, en el Teorema 10.6 en la

pagina 201 que si X, £ X entonces dado & > 0 existe K > 0 tal que para
todon € N
P( X, <K)>1-—¢

P(X|<K)>1-e.
Esto significa que si una sucesién (Xp),>; converge en probabilidad estd

acotada uniformemente en probabilidad.

Para la convergencia en distribucién se tiene un resultado anédlogo.

Teorema 11.16 Sea (Xy),~; una sucesion de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria tal que X, DB X. Entonces dado £ > 0 existe Ky > 0 tal
que para todo n € N
P(| X, <Ky >1-¢

PX|<Kop)>1—e.

Demostracion. Por el Teorema 10.5 sabemos que dado € > 0 existe K > 0
tal que
€
P(|X|<K) 21—5.
Observemos que si para cierto K > 0 vale la desigualdad, entonces también
vale para cualquier K1 > K. En efecto, como

{1 X] < K} c{lX]| < Ku},
tomando probabilidades se tiene
1-e<P(X|<K)<P((X|<Ky).

Luego, como el conjunto de puntos de discontinuidad de F'x es a lo sumo
numerable, podemos elegir K de forma tal que F'x sea continua en K y en
—K. Entonces

P(X|<K)=P(-K < X <K)
—P(-K <X <K)
_ Py (K) - Fx (—K) (11.44)
>1- % (11.45)

Teniendo en cuenta la convergencia en distribucién de X, a X, resulta

lim FXn (K) :FX (K),

n—oo
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lim Fy (—K)= Fy (—K).

n—oo

Por definicién de limite existe nq € N tal que si n > nq entonces

Fx, (K) > Fy (K) —Z (11.46)
y también ne € N tal que si n > na entonces
Fx, (-K) < Fx (—K) +Z (11.47)
Luego tenemos
P(|X,|<K)=P(-K <X, <K)
> P(-K <X, <K)

Sea ng = max{ny,no}. Luego de (11.44), (11.46), (11.47) y (11.48) resulta
que si m > ng se tiene

P (X, < K) > Fx, (K) - Fx, (-K)

> Fx (K) == = (Fx (-K) + 2)
> Fx (K) = Fx (~K) =

Luego hemos conseguido la acotacién requerida para X y X, con n > ng.
Finalmente para cada 1 < j < ng—1, podemos encontrar un niimero K; > 0
tal que P (| X;| < K;) > 1 — ¢. Entonces si ponemos

K() = mfiX{K, KI,KQ, veey Kno—l}

se cumple
P(| X, <Ky >1—¢,Vn

P(X|<Ko)>1—e.O

Teorema 11.17 Sea (X,,),,~, una sucesion de variables aleatorias uniforme-

mente acotada en probabilidad y supongamos que Y, il 0, entonces
XY, £o.
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Demostracién. Utilizado las dos hipdtesis dado € > 0 existe K > 0 tal que

P(Xn| <K)>1-

DN ™

y no € N tal que para todo n > ng se tiene

I3 19
P(m>—ﬁ <.
Yol 2 57) <3

Ahora observemos que
{1 X2 Y| > e} c{| X, > K} U{|Y,] > %}7

ya que si | X,| < K y |Y,| <e/K entonces | X, Y,| <e.
Tomando probabilidades tenemos que para todo n > ng resulta
€
P({[XaYal > €}) £ P({I1Xa] > K} + P ({1%] = =})
< = + Z= €
2 2 7

Esto prueba el teorema. O

Teorema 11.18 Sean (Xp),>; € (Yn),>1 dos sucesiones de variables aleato-

rias y X otra variable aleatoria tal que X, DX e Y, L£.0. Entonces
X, +Y, 2 x.

Demostracion.
Queremos probar que si z es un punto de continuidad de F'x entonces

n—-+o0o

Sea £ > 0. Dado que el nimero de puntos de discontinuidad de Fx es a lo
sumo numerable, siempre podemos elegir 0 < €1 < € tal que x+¢; sea punto
de continuidad de Fx. Luego tenemos

(Xp+V, <2} C{Xp <z +e} U{lYn]>er)

pues si X, >z +e1y |Yn| <e1 entonces X, + Y, > z.
Tomando probabilidades en ambos miembros obtenemos

FXn+yn (.’L’) < FX,L (.’L’ + 61) + P(‘Yn’ > 51) . (11.49)

Como
lim FXn (J: +61) = Fx(1‘+61),

n—oo
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lfim P (|Y,| > e1) =0,
tomando limite superior en (11.49) se obtiene
mFXn_;,_yn (ac) < lfim [FXn (37 + 81) + P (‘Yn| > 61)]
= lim Fx, (x+¢e1) + lim P(|Y,| > e1)
=Fx (.’L’ + 51)
< Fx(z +e¢).
Haciendo € — 0 resulta

limFy, 1y, (v) < Fx (z). (11.50)

Tomemos ahora 0 < g1 < € y tal que x — £1 sea un punto de continuidad de
Fx. Observemos que también vale

{Xn <z-— 81} C {Xn +Y, < x} U {’Yn| > 81},

yvaque X, +Y, >zy |V, <cequivalea X, + Y, >zy —e < -V, <ede
manera que sumando obtenemos X,, > z — €.
Tomando probabilidades resulta

Fx,(x —¢e1) < Fx, vy, (z) + P(|Ya] > e1),

y pasando al limite inferior, como x — &1 es un punto de continuidad de F'x
se obtiene

Fx(z —e1) < ImFx, 4y, (7).

Ademads, como
FX($ — 5) S Fx(.x — 51),

resulta
Fx (z —¢) < lmFy, 4y, (2).

Luego tomando limite cuando ¢ — 0, y dado que Fx es continua en =,
tenemos
FX (:U) < H_mFXn+Yn (:1:) . (11.51)

De (11.50) y (11.51) se obtiene
mFx, 1y, (z) < Fx (z) < MmFx, 1y, (z),

y esto implica que
lim FX7L+Yn (:L‘) = Fx (.’L‘) .0
n—oo
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Teorema 11.19 Sea (Xy),,~; una sucesion de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria tal que X, D X.Siaes constante, entonces
D
X,+a—=X+a.

Demostracién. Tenemos

FX,ta(z) = P(Xn +a <)
=P(X,<z-—a)
=Fx, (x —a),

Fxioq(x)=P(X+a<2z)
=P(X<z-a)
:Fx($—a).

Por lo tanto si x es un punto de continuidad de Fx, entonces x — a es
un punto de continuidad de Fx de manera que aplicando la hipétesis y lo
anterior resulta

lim Fx,iq(x)= lim Fyx, (z—a)

n—-+00 n—-+00
=Fx(x—a)
= FX+a (x) .

Teorema 11.20 Sea (Xy),~; una sucesion de variables aleatorias tal que

P . - .
X, = ¢, donde ¢ es una constante. Luego si g es una funcidn medible

continua en c, se tiene

Yo = 9(X,) 2 g(0).

Demostracién. Dado € > 0 existe § > 0 tal que |z — ¢| < § implica |g(x) —
g(c)| < e. Luego

{lg(z) = g(c)[ > e} C {|z —¢[ > 0}

En particular
{lg(Xn) —g(c)| > e} C{|Xn —¢[ > 6}

y tomando probabilidades y limites obtenemos

lim P(|g(X,) —g(c)] >¢) < lim P(| X, —¢|>6)=0.
n—oo n—oo
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Luego

lim P(|g(Xy) — g(c)| >¢€) =0,

n—oo

y el teorema queda probado. O

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema de Slutzky, enunci-
ado en la pédgina 242.

Demostracién.

(i)

Podemos escribir
Xpn+Yo=Xn+0)+ Yn—0).
Sabemos por el Teorema 11.19 que

Xn—|—02>X—|—c,

Y, —c—0.
y aplicando el Teorema 11.18

X, +Y, 2 X +e

Escribimos el producto de la siguiente manera
XY, =X, + (Y, —c¢) Xpn.
Sean
Zn = (Yn —¢) X,
U, =cX,.

Por un lado sabemos que (Y, —c¢) £ o y que la sucesion (X,),~;
estd uniformemente acotada en probabilidad, entonces aplicando el
Teorema 11.17 se tiene que

Z, 50,
y aplicando el Teorema 11.15

U, A cX.
Finalmente, aplicando el Teorema 11.18

XY, =U, +Z, 2 ¢X.
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(iii) Como ¢ # 0y la funcién g(y) = 1/y es continua en y = ¢, resulta por
el Teorema 11.20 que
1

P
— =

1
=

3

Luego como
X
Y,

ST3
Il
A/~
=)=
~
&

(iii) resulta aplicando (ii). O

Para ver cémo se usa el Teorema de Slutsky en casos particulares, re-

tomemos la aplicacién del Teorema Central del Limite a la binomial, pre-
sentada en la seccién 11.5.3.

Sea

X, — 1 si el iésimo encuestado declara votar al partido C
10 si el iésimo encuestado declara no votar al partido C'

y sea P(X; = 1) = p, siendo p el pardmetro de interés que es desconocido.
Luego habiamos demostrado que

Y., — X, —
Zy = ———te = Vi——=t= BN (0,1),

np (1 —p) Vp(1—=p)

donde
n
— Y,
Yn = Zla Xn = ?n
1=

Por la Ley Débil de los Grandes Niimeros sabemos que

>

P
n — P

Como la funcién g (p) = p(1 — p) es continua, por el Teorema 10.7 resulta
que

—= .\ P
Xn(1=Xn) —p(l-p).
Luego resulta que

\/ﬁ Yn_p

Ahora daremos una aplicacién de estos conceptos resolviendo el siguiente
problema de Estadistica.
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11.7. Aplicacién a intervalos de confianza.

Problema: Sea X una variable aleatoria cuya funcién de distribucién F'
desconocemos. Por ejemplo, puede tratarse del “peso de una lata de arvejas”
que es una variable aleatoria que varfa de lata en lata. La distribucién de
X mo tiene por qué ser normal. Sean y = E (X) y 0? = Var (X) pardmet-
ros que dependen de F'y que supondremos desconocidos. En estadistica se
los denomina pardmetros poblacionales. Se toma una muestra aleatoria de
tamanio n y se obtienen las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,,. Estas vari-
ables seran independientes e identicamente distribuidas con distribucién F.
El problema consiste en estimar el pardmetro desconocido p a partir de las
variables observadas y precisar la magnitud del error que se puede estar
cometiendo.

Como por la ley fuerte de los grandes ntimeros se tiene que X, — j c.s.,
podemos tomar como estimacién del pardmetro p el promedio aritmético de
la muestra, es decir, X,

ﬁn = Xy

Para n grande este valor estard préximo a la media verdadera u, y el
error cometido en esta aproximacion serd

E,=X,—pu.

Asi, el error resulta una variable aleatoria. Un problema natural es tratar
de encontrar, para un valor de n determinado, una cota para el mdédulo del
error, con una alta probabilidad.

Teniendo en cuenta que la varianza se define 02 = E (X?) — [E (X )2
podemos estimar la varianza de la siguiente manera

2
o DL (SR X
" n n

Usando la ley de los grandes nimeros se tendréd que

n X2
%HE(XQ) c.s.,

n
— c X,
X = iz X — E(X) cs.
n
Luego como el cuadrado es una funcién continua se tendrd
62 - E(X?) - F*(X)=0% cs.,

y por lo tanto,
On — O C.S.
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on — 0.

Por el Teorema Central del Limite

X, —
V=" £ D N(@©,1). (11.52)

Como sabemos que 7, Lt o, se tendrd
2 By, (11.53)
On

Luego teniendo en cuenta (11.52) y (11.53), y aplicando el teorema de
Slutzky resulta

Xo-n_ o

6'\11 g n

Zn=+n

Es decir, si se reemplaza a o por su estimador o, en (11.52), la convergencia
en distribucién no cambia.

Ahora consideremos un valor a, 0 < a < 1 que en estadistica recibe
el nombre de nivel de significacién, generalmente se toma o = 0,01 o bien
a = 0,05. Buscamos en la tabla de la distribucién normal un valor z,/, tal
que P(Z > a/2) = a/2 donde Z es una variable N(0, 1). Luego por simetria
también se tendrd P (Z < —Za/g) =3.

Ahora bien si Z, 2= Z con Z ~ N (0,1) entonces también —Z, 2_z
Como —Z también es N (0, 1) tenemos que para n grande

P(—=24j0 < —Zn < 2409) ® 1 —a,

donde = indica aproximadamente es decir

-X
PG%psﬁWA7%nm>wbﬂ7
On
y despejando
—  Zy/90 —  Z4/20
P<Xn— “\//QH"SuSXnJr O‘\%”)zl—a. (11.54)

Luego fijando a se puede garantizar que la probabilidad de que p se
encuentre en el intervalo de extremos aleatorios

—  24/90n —  Z4/20n
{Xn_ /20m. /2 ]

Vi ot TR

es aproximadamente 1 — «. Este intervalo se llama intervalo de confianza
para p. Obsérvese que hay dos pardmetros que pueden variar, el nivel de

254



significacién « y el tamano de la muestra n. Cuando « decrece 2,/ aumen-
ta y consecuentemente aumenta la longitud intervalo de confianza. Como
contrapartida también aumenta la probabilidad que contenga a p. En cam-
bio cuando n crece y se mantiene el « constante, la longitud del intervalo
decrece, tendiendo a 0 cuando n tiende a infinito.

Obsérvese que otra manera de escribir (11.54) es la siguiente

Z /26n
P <|En| <= ~1-o.
— ﬁ

Es decir, tenemos acotado el error |E,| por z,/20,/+/n con probabilidad
aproximada 1 — a.

11.8. Un teorema 1itil de Convergencia en Dis-
tribucién

En primer lugar recordemos que si (X},),~; es una sucesién de variables
aleatorias i.i.d entonces

o equivalentemente por el Teorema 11.15

Vi (X — 1) 2N (0,0%).

Sea g una funcién continua en p. Parece natural preguntarse si v/n(g(X,)—
g(p)) converge en distribucién y en caso de que asi sea a qué distribucién
converge. El siguiente teorema responde esta pregunta.

Teorema 11.21 Sea (Y3,),,~; una sucesion de variables aleatorias y (an),>;
una sucesion de nimeros reales tal que a, — 0o0. Supongamos que la sucesion

de variables aleatorias an (Y, — ) 2 X. Sea g : R— R wuna funcién con
derivada continua en un entorno de (.

(i) Entonces

(it) Si X ~ N (0,0?) entonces ¢ (u) X ~N (O, l’ (u)]202> . Este resulta-
do vale ain cuando ¢' (1) = 0 si la distribucion N (0,0) se interpreta
como la distribucion de la variable constantemente igual a cero.
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Demostracién.

(i) Por el Teorema 11.16, la sucesion a,, (Y,, — p) estd uniformemente aco-
tada en probabilidad. Si consideramos la sucesién (ay),~; de nimeros
reales como una sucesiéon de variables aleatorias constantes, es claro

que

1 ry
an

Luego de acuerdo al Teorema 11.17 resulta

(V= 1) = = (an (¥ — ) 20

n
o equivalentemente
P
Y, — .

Como g es continua y derivable en un entorno de u podemos aplicar
el Teorema del Valor Medio y encontrar un punto intermedio &, entre
Y, v p tal que

Wy = ang' (&n) (Yo — ) -
Ademads como Y, il 1 resulta que la sucesion de variables aleatorias

(§n)n21 también satisface &, LR . Por la continuidad de ¢’ y el Teore-
ma 11.20 se tiene

JE) L g ().

Aplicando la parte (ii) del Teorema de Slutzky se obtiene
Wy = g/ (n) Zn — g/ (1) X.

(ii) Sededuce de (i) puessi X ~ N (0,0?) , entonces g’ (1) X ~ N (0, 7 ()] 02> .0
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Capitulo 12

Procesos de Poisson.

12.1. Procesos de punto.

Supongamos que se observan sucesos que ocurren a lo largo del tiempo
en forma aleatoria. Por ejemplo, los sucesos pueden ser la llegada de clientes
a un negocio, las llamadas teléfonicas que llegan a una central, la emisién
de particulas que realiza un cierto material radioactivo, etc.

Miés formalmente, para cada valor ¢ > 0, denominemos X (t) la cantidad
de sucesos que ocurrieron desde un instante inicial 0 hasta ¢. Luego, supon-
dremos que para cada ¢, X (¢) es una variable aleatoria que toma valores
enteros no negativos. Ademds tendremos naturalmente que X (0) = 0, y que
sit1 < tg, entonces X (t1) < X (t2). Todas las variables aleatorias X (¢),t > 0
estardn definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (£2,.4, P), pero
como la construccién de este espacio es sumamente complicada no daremos
detalles sobre el mismo. Digamos solamente que un posible espacio muestral
puede estar dado por

Q= {w:R>p — N>p : w es no decreciente y continua a derecha}.
Luego X puede pensarse entonces dependiendo de ¢ € R>g y w €
Q, X(t) |o=X (t,w) = w(t)
Los procesos X (t) que miden la candidad de sucesos que ocurren hasta
el tiempo ¢, se denominan procesos de punto.

12.2. Axiomatica de los Procesos de Poisson

Los procesos de Poisson, son procesos de punto particulares que satis-
facen los siguientes cuatro axiomas.

A1. Homogeneidad.
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A2,

A3.

A4.

Supongamos que 0 < t] < tg, 0 < t3 <ty y ademds t4 — t3 = to — t1.
Entonces las variables aleatorias

X (t2) = X (t1) y X (ta) — X (t3)

tienen la misma distribucién. Observando que X (t2) — X (t1) es el
nimero de sucesos que ocurrieron entre t; y ta, este axioma significa
que la distribucién del niimero de sucesos ocurridos en un periodo de
tiempo, depende sélo de la longitud de ese periodo.

Independencia.

Consideremos dos periodos de tiempo esencialmente disjuntos (a lo
sumo pueden tener en comun un punto) [t1,ta], [t3,ta], t1 < t2 <t3 <
t4. Entonces las variables aleatorias

X (t2) = X (t1) y X (ta) — X (t3)

son independientes. Esto significa que el nimero de sucesos que ocurre
en un periodo de tiempo de tiempo [t1, 2] es independiente del nimero
de sucesos que ocurre en el periodo [ts3,t4], donde t3 > ta. Luego el
hecho de tener informacién sobre el nimero de sucesos del periodo
[t1,t2] no aporta datos que ayuden a predecir el nimero de sucesos
del periodo [t3,t4]. Los periodos considerados no tienen por qué ser de
igual longitud.

Los axiomas A3 y A4 son de cardcter mds técnico que los anteriores.

Sea
g t)=PX(#)=1),
entonces
91 (0) =X >0,
es decir .
lim (X () ) =A>0.
t—0
Esto es equivalente a que
P(X(t)=1)=X+o01(t), (12.1)
donde
tim 220 _ (12.2)
t—0 t
I P(X(t)>1) o,
t—0 t



o equivalentemente existe o (t) tal que

P(X(t)>1)=o09(t), (12.3)
donde o9 satisface
m 228 (12.4)
t—0 t

Para modelar un proceso real como un proceso de Poisson se requiere
de la verificacién de este conjunto de axiomas. Existen muchos procesos
concretos que no responden a este modelo.

12.3. Distribucién de un proceso de Poisson.

El siguiente teorema caracteriza la distribucién de los procesos de Pois-
son.

Teorema 12.1 Si X (t) es un proceso de punto que satisface A1, A2, A3y

A/ entonces X (t) tiene distribucion de Poisson con pardmetro At, es decir
X (t)~P(Xt).

Demostracién. Para cada n dividimos el intervalo [0, t] en n subintervalos de
igual longitud que denominaremos Ij*, 1< 7 < n. Més precisamente consid-
eramos la particién regular del interval [0,¢] con n + 1 puntos

Esta particiéon determina n subintervalos

I = [ﬂ,ﬁ],lgign.
n n

El nimero de sucesos que ocurre en I es

- (2) ().

Por Al, las variables V;", 1 < ¢ < n, tienen la misma distribucién que
X(t/n) = Vi y por el axioma A2 son independientes.
Para cada ¢ definimos el vector aleatorio

Z? = ( zTZLla in2> %)
donde
n_ |1 siV"=0
47010 sivr#£0,
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n_{1 si V=

2700 siVr#£1,
n_ [ 1 siVr>1
“ 0 siVr<IL1

El evento Z]] = 1 indica que en el intervalo Ij* no ocurrié ningin suceso,
Z75 = 1 que ocurrié sélo uno, y Zj% = 1 que ocurrié mds de uno. Es claro
que siempre ocurre una y sélo una de esas tres posibilidades y por lo tanto

T+ 75+ 78 = 1.

Por otro lado, la distribucién del vector Z} es multinomial, digamos con
pardametros de probabilidad pi,, pon, P3n ¥ para una tnica repeticién. Luego

Z? ~ M (p1n7p2nap3n7 1) ’
donde

(
-

Usando (12.2) y (12.3) resulta

t t
D2n = A—+o01 (-) ;
n n

y
(%)
P3n =02 | — | .
n
Finalmente
Pin = 1 — DP2n — P3n
t t t
:1—)\——01 <—> — 09 <—
n n n
t t
:1—)\——03 <—>,
n n
donde

o3(t)=o01(t)+o02(t).
Claramente, de (12.2) y (12.3) resulta

1t 238
t—0 t

=0.

260

)

(12.5)

(12.6)

(12.7)

(12.8)

(12.9)



Como las variables V", 1 <14 < n son independientes, y como el vector Z}
depende solo de V)", los vectores Z', 1 <7 < n también son independientes.

Ahora definimos las variables

Yln = zn: Zznl?
=1
n
Y9 =Y 7p,
=1
n
Yi=3%
=1

Claramente Y] es el nimero de intervalos en los que no ocurre ningin suceso,
Y3 es el nimero de intervalos en los que ocurre exactamente uno e Y3" es
la cantidad de intervalos en los que ocurre mas de un suceso. Luego, la
distribucién del vector Y" = (Y7", Y5, Y3") es multinomial con pardmetros
de probabilidad p1,, pon, P3n ¥ 1 repeticiones. Por lo tanto podemos escribir

Y" =Y, Y5, Y5") ~ M (pin, P2n: P3n, 1) -

Sea A, el evento “en ningtin intervalo ocurre méas de un suceso

A, = {YI =0}

Veremos que
lim P (A,)=1.

n—oo

0 equivamentemente
lim P (AS) = 0.

n—oo

Observemos que

U{ 7,3_

”. Es decir

pues si en algin intervalo ocurre el suceso més de una vez entonces existe

algun 4 tal que la variable ZJ5 = 1 y reciprocamente.
Luego, como P(Z}4 = 1) = psy,, usando (12.6) resulta

o-r((ym)
<ZP Z% =1) _npgn_noz(:L).

Como t/n — 0 cuando n — oo, por (12.4) resulta

i x
lim P (A%) < lfm (MQ — ¢ lim (”—gn)) —0.
n—00 n—o00 - n—o00 -
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Calculemos ahora la probabilidad de que hasta el momento ¢ hayan ocurrido
k sucesos. Tenemos

PX )=k =P{X({H) =k NA)+P{X () =k}NAY).
Pasando al limite y teniendo en cuenta (12.10) resulta

lim P ({X (t) =k} nA°) =0,

n—-+o0o

y entonces
P(X(t)=k)= lim P{X () =k}NA,).

n—-4oo

Pero es claro que el evento {X (¢) = k} N A, se caracteriza por

(X(1) =k} Ay = (Y =n— kY] =k Y =0},

PX(t)=k)= lim PY"=n—k Yy =k Y5 =0).
n—-+o0o
Teniendo en cuenta que la ditribucién del vector Y™ es M (p1n, Pan, P3n, ) ,
obtenemos

; n! -
PX (B =k) = lim s pl phpt,

Como . .
</\£ +or <i>) _ L <)\t+n01 <_>> ,

n n n n

tenemos
1 b (n—i+1)
n—k k
(1 PN, <—>) (At+n01 <_>) |

o bien .

P(X (t)=k)=— lim B,C,,D,E,, (12.11)

k! n—oco
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donde

lim B, = lim
n—-+oo n——+00 4 n

=1k =1. (12.12)

El limite de C), se puede calcular de la siguiente manera
, . ¢ AN
Im Cp= lim (1—X—+o3(—
n—-+00 n—-+o0 n n
1 t "
= lim (1 — = <)\t — nos (—)))
n—-+o00 n n

— lim (1—a—")”.
n—-+oo n

an = A\t — nos <%> .

Como en (12.10) se puede demostrar que
t
lim nos <—> =0,
n—oo n

lim a, = At
n—-+o0o

donde

y entonces resulta
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Por lo tanto

lim C, = lim (1 _ @)”

n—-+oo n—-+oo n

n—oo

=exp (—At). (12.13)

= exp <— lim an>

Por otro lado, como t/n — 0 cuando n — oo, y 01 (t/n) — 0, resulta

—k
t t
lim D, = lim <1 —A- o3 < >> =17k =1 (12.14)

n—-+o0o n—-+4oo n

Finalmente, como lim,,_, . no; (t/n) = 0, resulta

k
t
lim FE, = lim <)\t + noy <—>>
n—-+oo n—-+4oo n
= (\)F. (12.15)

Usando (12.11), (12.12), (12.13), (12.14) y (12.15) obtenemos

()"
ERN

P{X (t) = k}) = exp (=At)

Esto prueba que X (t) ~ P (At). O

12.4. Tiempos de espera

Sea T} la variable aleatoria definida como “el tiempo necesario hasta que
ocurra el primer suceso ”. Calcularemos ahora su distribucién.

Teorema 12.2 T} tiene distribucion exponencial con pardmetro X\, es decir,

E(N).
Demostracién.

Pr, (t)=P(Th <t)

=P (X (t)>0)
—1-P(X(t)=0)
=1—exp(=At).

Luego T ~ £ (\) .0

Otro problema de interés es la distribucién de los tiempos sucesivos de
ocurrencia de los sucesos. Definamos T5 como “el tiempo de espera hasta que
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ocurra el segundo suceso” entonces 75 — 17 tiene la misma distribucién que
Ti. No daremos una demostracion formal de este hecho. Heuristicamente,
este resultado puede justificarse de la siguiente manera. T5 — 77 es el tiempo
de espera para el primer suceso luego del instante T7. Como por Al el proceso
es homogéneo, este tiempo de espera deberia tener la misma distribucién que
T1. Ademds como Tj estd determinado por X (t) con t < t; y To — T por
X(t) con t > Ty, por A2, resulta que T} es independiente de Ty — T7.

Definamos ahora T; como el tiempo de espera hasta que ocurran i suce-
sos. Luego, un argumento similir puede aplicarse, y tendremos el siguiente
teorema que enunciaremos sin demostracion.

Teorema 12.3 Las variables aleatorias 11,15 — 11,15 —Ts,....,T; —T;_1, ...
son i. i. d. con distribucion E(N).

Corolario 12.1 FEl tiempo de espera T; tiene distribucion I'(i, ).

Demostracion. Podemos escribir a la variable T; como una suma telescépica
Ti=Ti+To—T)+ (T3 —-T2) + ...+ (T; — Ti—1) .

Recordando que E(\) = I'(1,\) y teniendo en cuenta que 7; una suma
de variables independientes todas con distribucién I' (1, \) resulta que T; ~
[ (i,A). O

12.5. Procesos de Poisson en el plano.

Los procesos de Poisson se pueden generalizar al plano. No vamos a de-
scribir estos procesos con detalle, pero daremos una breve presentacién. Un
ejemplo de este tipo de procesos podria ser los que representan la ubicacién
de los drboles en un bosque.

Consideramos ahora el plano en vez de la recta. Supongamos que en cier-
tos puntos del plano ocurren sucesos en forma aleatoria, como por ejemplo
la presencia de un arbol. Luego para cada boreliano B del plano tendremos
la variable aleatoria X (B) que representa la cantidad de sucesos que han
ocurrido en B (por ejemplo, la cantidad de drboles que se encuentran en
la regién B). Los axiomas de un proceso de Poisson en el plano son los
siguientes:

AP1. Homogeneidad.

Dado un boreliano, notemos con A su drea. Supongamos que By By €
B2 son boreleanos del plano tal que A(B;) = A(Bz) entonces las
variables aleatorias

X (B1) y X (B2)
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tienen la misma distribucién. Esto dice que la distribucién del nimero
de sucesos que ocurren en una regiéon del plano sélo depende de su
area.

AP2. Independencia.

Consideremos dos borelianos del plano esencialmente disjuntos Bi,
By € B?, es decir tal que A(B1N By) = 0. Entonces las variables
aleatorias X (By) y X (Bz) son independientes. Esto significa que
cuando las regiones By y Bs tienen drea en comun igual a 0, entonces
la informacién de lo que ocurre en una regién Bj no aporta ninguna
informacién respecto de lo que ocurre en la regién Bs.

AP3. P(X(B)=1)
N Y
o bien
P(X(B)=1) = M(B) + o1 (A(B)).
AP4.

i PAXB) >1))
A(B)—0 A(B) ’

o equivalentemente existe o (t) tal que

P{X(B)>1}) =02 (A(B)).

El siguiente teorema se demuestra de manera totalmente andloga al cor-
respondiente para procesos de Poisson en la recta.

Teorema 12.4 Si X (B) es un proceso que satisface AP1, AP2, AP3 y
AP/ entonces la distribucion de X (B) es Poisson con pardametro AA (B),
es decir X (B) ~ P (AA(B)).

Supongamos que se elija un punto cualquiera del plano (xg,y0), y sea
D, la distancia de este punto (xg,y0) al punto més cercano donde ocurre
un suceso (en el ejemplo, D; seria la distancia al drbol mds préximo), D la
distancia de (xg,yo) al punto donde ocurre el segundo suceso mds préximo,
..., D; la distancia de (xg,yp) al punto donde ocurre el i-ésimo suceso mas
préximo. El siguiente teorema nos da la distribucién de D3.

Teorema 12.5 La distribucion de D3 es E(m)).
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Demostracion. Sea d > 0 y sea C el circulo con centro en (zg,yo) y radio
d'/2. Decir que D; < d'/2 es lo mismo que decir que en C ocurri6 algin
suceso. Luego

{D} < d} = {Dy < d'?}
={X(C) >0}
= {X(C) = 0}*.

Luego tomando probabilidades y teniendo en cuenta que A(C) = nd

P(D?<d)=1-P(X(C)=0)
=1—exp(—AA(C))
=1 — exp(—And)

y por lo tanto D? tiene distribucién &(r\). O

El siguiente teorema, del cual no se dard la demostracién, es dndlogo al
correspondiente teorema para Procesos de Poisson en la recta.
Teorema 12.6 Las variables aleatorias D?, D3—D?, D%—D%, vy D?—D?fl,
son i. i. d. con distribucion E(mN).

Como corolario tendremos

Corolario 12.2 La variable aleatoria D? tiene distribucion T'(i,\).
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