Investigaciéon Operativa
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Practica 5
Algoritmos en grafos

1. Indique en cada caso qué tipo de representacion serfa mds adecuada (matriz de adyacencia o
lista de vecinos) y cudl es el numero de operaciones necesarias:

a) comprobar si el vértice u es adyacente al vértice v.
b) calcular el grado del vértice w.

¢) agregar una arista entre los vértices u y v.

d) eliminar la arista entre los vértices u y v.

e) calcular el niimero de aristas del grafo.

f) comprobar si el grafo es regular.

2. Escriba una modificacién del algoritmo BFS para:

a) detectar si un grafo es bipartito.
b) calcular la distancia entre dos vértices dados y recuperar un camino minimo.

¢) calcular la cantidad de caminos minimos entre dos vértices dados.
3. Sea GG un grafo conexo con n vértices y m aristas. Pruebe que son equivalentes:

a) G es un érbol.
b) m=n—1.
¢) para cada par de vértices existe un tnico camino en G que los une.

4. Disene un algoritmo eficiente para encontrar el camino mds largo (con mayor cantidad de
aristas) en un drbol.

5. Sea T un arbol generador minimo producido por el algoritmo de Prim. Pruebe que T contiene
todas las aristas de peso minimo salvo que estas incluyan un circuito.

6. Dado un arbol pesado, definimos su cuello de botella como el peso maximo de sus aristas.
Muestre que todo arbol generador minimo minimiza el cuello de botella sobre los arboles
generadores de un grafo dado.

7. Sea G = (V,E) un grafo pesado y T un arbol generador minimo de G. Supongamos que
agregamos la arista ¢ = (u,v) de peso w. Describa un algoritmo eficiente para encontrar un
arbol generador minimo de G + e.

8. Decida la veracidad de cada una de las siguientes afirmaciones y actie en consecuencia.

a) El algoritmo de Dijkstra encuentra caminos minimos en grafos pesados en que no todos
los pesos son no negativos.

b) El algoritmo de Prim encuentra el drbol generador minimo en grafos pesados en que no
todos los pesos son no negativos.
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¢) El tnico camino entre dos vértices en un drbol generador minimo de un grafo es un
camino minimo entre ellos.

d) Supongamos que T es el dnico drbol generador de un grafo. El tinico camino entre dos
vértices de T es un camino minimo entre ellos.

e) Sea T un arbol generador minimo de un grafo pesado G. Se obtiene un nuevo grafo G’
a partir de G que sumando k a cada arista de G. Las aristas de T' forman un arbol
generador minimo de G.

f) Sea P un camino de costo minimo entre s y ¢ en un grafo pesado G. El camino P
considerado como camino entre s y ¢ en el grafo modificado G’ es un camino minimo
entre s y t.

Sea G = (V, E) un grafo con costos en las aristas. Notemos ¢;; el costo de la arista que une
los vértices v; y v;.

a) Dado 7 un vector de n coordenadas definimos nuevos costos c?j = ¢;j +m; — ;. Muestre
que los caminos minimos con estos nuevos costos son los mismos que antes (el costo total
de cada camino puede cambiar).

b) Supongamos que G no tiene ciclos negativos y sea s un nodo distinguido en G, tomemos
m; como la longitud del camino minimo (con los costos originales) desde s hasta v;.
Demuestre que m; < m; + ¢45.

¢) Pruebe que si vale m; < m; + ¢;; entonces los nuevos costos son no-negativos.

d) Supongamos que los vértices de G son puntos del plano y los costos son las distancias
euclideas. Demuestre que tomando m; = ||s — v;||? se tiene m; < m; + ¢;;.

Escriba una modificacién de Dijkstra para:

a) calcular el costo de un camino minimo entre dos vértices dados de un grafo si las aristas
y los vértices tienen pesos.

b) calcular el costo de un camino entre dos vértices dados que minimice el méximo de los
pesos de las aristas que lo componen.

Sea G = (V,E) un grafo pesado con pesos no negativos y s,t € V dos vértices distintos.
Decimos que una arista e es {s, t}-6ptima si existe algin camino minimo entre s y t que pasa
por e. Describa un algoritmo para calcular el camino de minimo costo de s a t que no use
ninguna arista {s,¢}-6ptima.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Disefie un algoritmo eficiente para calcular el minimo peso
de un ciclo dirigido en G.

Sea G = (V, E) un DAG pesado (con pesos no necesariamente positivos). Describa un algo-
ritmo eficiente para calcular el camino minimo entre dos vértices dados.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido pesado. Sean v,w € V y k < |V| un nidmero natural. Disene
un algoritmo para encontrar un camino de costo minimo entre u y v que use exactamente k
aristas (no necesariamente distintas).

Una red de comunicaciones cuenta con N nodos y M conexiones entre ellos. Cada conexion ¢
lleva informacién entre dos nodos y tiene un determinado grado de confiabilidad 0 < p, < 1.
Eso quiere decir que con probabilidad p., un mensaje que atraviesa la conexién c llega desde
uno de los extremos de c al otro sin alteraciones. Disene un algoritmo para encontrar el
camino méas confiable entre dos nodos dados asumiendo que los grados de confiabilidad de
cada conexién son independientes entre si.



