Ecuaciones Diferenciales A y B
2do Cuatrimestre 2017
Préctica 1 - Ecuaciones ordinarias

Ejercicio 1 (Lema de Gronwall). Sean u, v funciones continuas no negativas en [a,b] y a > 0. Si

u(t) <« +/ u(s)v(s)ds, te€ la,b,

u(t)gaexp(/:u(s)ds).

En particular, si « = 0 entonces u = 0.

probar que

Ejercicio 2. Probar los siguientes resultados.
(a) Sean f: R? — R continua y u € C([to,t1]) N C'((to,t1)). Entonces, el problema de valores iniciales

du— f(tiu), to<t<t

u (to) = Up

es equivalente a la ecuacién integral
¢
u(t)=uo+ [ f(s,u(s))ds.
to

(b) Si f es Lipschitz en la segunda variable y ¢; — g es suficientemente pequenio, mostrar que la ecuacién
integral de (a) tiene un unico punto fijo.

(c) Si f es Lipschitz en la segunda variable, probar que la solucién de valores iniciales del item (a) depende
continuamente del dato inicial.

Ejercicio 3. Probar que el problema
du _q + u?

tiene solucién en el intervalo maximal (—g, g)

Ejercicio 4. Estudiar la unicidad del problema

du
du _ 13
u(0) =0

Ejercicio 5. Sea f:  C R x R” — R"” continua en  y f(¢,-) Lipschitz para cada ¢, donde 2 es abierto.
Se considera para (tg, ug) € Q el problema de valores iniciales

% = f(t>u)
u (to) = uo

(a) Probar que existe un intervalo abierto maximal I (to,up) C R, con tg € I (t9,up), donde la solucién
estd definida.



(b) Para t € I (tg,up), se define ¢ (t,tg,ug) = u (t) como el flujo asociado al problema de valores iniciales.
Probar que si t1,te € I (toup), entonces to € I (t1 ¢ (t1,t0,u0)) y vale

¢ (t2,to, uo) = ¢ (t2,t1, ¢ (t1, to, uo))
(c) Probar que si el sistema es auténomo (f no depende de t),
¢(ta to, ) = ¢(t — 10,0, )

(d) Probar que si (to,up) € € verifica que ¢(-,tg,up) no estd definido para todo tiempo, entonces la
trayectoria se escapa de cualquier compacto K C Q.

Ejercicio 6. Probar que dada f : R — R positiva y localmente Lipschitz, la solucién del problema

{w’(t) = f(x)

$(t0) = Xy

existen globalmente (para t > ty) si y sélo si

too 1 J
/:EO m T = +00.

Ejercicio 7. Probar que la ecuacién de orden n
u™ = f (t,u,u, .. .,u("*l))

( dvi __

( U1 (to) =UQy v , Un, (to) = Up—_1

Ejercicio 8. Sea f (t,u) definida en el abierto 2 C R x R™ con valores en R" continua en (¢,u) y Lipschitz
en u con constante K,

% :f(t7u)

u(to) = Uj ,jZO,l
Probar que para t € I (tg,ug) NI (tp,u1) se cumple

|Pt,to (1) — Prto (u0)| < exp (K [t — to]) [ur — uo

Ejercicio 9. Sea f definida en 2 C R xR, tal que f y g—i son continuas en ). Probar que el flujo

b1, (up)asociado al problema ‘fl—? = f(t,u) es C' en (t,up)

Ejercicio 10. Encontrar la solucion general de las siguientes ecuaciones

du u uw)2
(a) G =%+(%)
(b) 2 = iTu-—1
(c) %:_%+u1/z



Ejercicio 11. Encontrar la solucién general (real) de las siguientes sistemas de ecuaciones
Uy — 4 2uy
@) § v
d7t2 = 3uq + 2us
dui _

d——ul—uQ
(b) { duy _

i Uy + u2

dug _
g = 2us

W — oy +u
() { o
Ejercicio 12. Encontrar la solucién general (real) de las siguientes ecuaciones:

(a) 2" — 4z = €,

(b) 2" +4x = e 2,

(c) 2" — 22/ + =t



