CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PrRAcCTICA 6: COMPACIDAD

Compacidad

Ejercicio 1.
i) Sea (an)nen C R tal que li_}rn an = 0. Probar que el conjunto {0} U{a, : n € N} C R es compacto.
n—oo
ii) Mostrar que el intervalo (0, 1] € R no es compacto.

iii) Sea S = (a,b) NQ con a,b € R\ Q. Probar que S es un subconjunto cerrado y acotado pero no
compacto de (Q,d), donde d es la métrica euclidea de R.

Ejercicio 2. Probar que todo espacio métrico compacto es separable.

Ejercicio 3. Sea A = {a(™ € (* : n € N}, donde cada sucesién a(™) = (a,(cn))keN esta definida por
n) JO sik#mn,
1 sik=n.

Probar que A es discreto, cerrado y acotado, pero no compacto.

Ejercicio 4. Dado un cubrimiento por abiertos (U;);c; de un espacio métrico (X, d), un nimero € > 0
se llama nimero de Lebesgue de (U;)ier si para todo z € X existe j € I tal que
B(xz,e) C U;. Probar que todo cubrimiento por abiertos de un espacio métrico compacto tiene un
ntmero de Lebesgue.

Ejercicio 5. Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que:

i) Toda unién finita y toda interseccién (finita o infinita) de subconjuntos compactos de X es
compacta.

ii) Si (X,d) es compacto, todo subconjunto cerrado de X es compacto.

iii) Un subconjunto F' C X es cerrado si y s6lo si F'N K es cerrado para todo compacto K C X.

Ejercicio 6. Sea (E, || - ||) un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que toda norma en E es
equivalente a || - ||. Deducir que B(z,r) es compacto cualquiera sean x € F, r > 0.

n n
Sugerencia: Sea {vi,...,v,} unabase de E. Probar que la aplicacién ||-||; : Z xiv; € E— Z |z;| € R
i=1 i=1
es una norma en E equivalente a || - ||.

Ejercicio 7. Sea ¢p = {(n)ney C R : lim x, = 0}. Se define en ¢ la métrica
n—oo

d(z,y) = sup{|zn — yn| : n € N}.



i) Demostrar que la bola cerrada B(z,1) = {y € Cy : d(z,y) < 1} no es compacta.

ii) Probar que (cg,d) es separable.

Ejercicio 8. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos. Se considera (X X Y, d ), donde

doo((x1,y1), (22, y2)) = max{d(z1,22),d (y1,y2)}.

Probar que (X X Y, dx) es compacto si y sélo si (X,d) e (Y,d) son compactos.

Ejercicio 9. Sea (X, d) un espacio métrico.

i) Sean K C X un compacto y sea * € X \ K. Probar que existe y € K tal que
d(xz, K) = d(x,y); es decir, la distancia entre z y K se realiza.

ii) Sean F, K C X dos subconjuntos disjuntos de X tales que F' es cerrado y K es compacto. Probar
que la distancia d(F, K) entre F' y K es positiva.

iii) Sean K, Ko C X dos subconjuntos compactos de X tales que K1 N Ky = (). Probar que existen

¢

x1 € K1y 9 € Ky tales que d(Kj, K9) = d(x1,x9); es decir, la distancia entre K; y Ky ”‘se

realiza”’.

Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Se define
K(X)={K C X : K es compacto y no vacio}.

i) Sea d(A, B) = sup{d(a, B)}. Verificar que d no es una métrica en K(X).
acA

ii) Se define § : K(X) x K(X) = R como §(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}. Probar que para todo
€ > 0 vale
d(A,B) <e <= ACN(B,e)y BC N(Ae),

donde N(C,e) ={x € X : d(z,C) < ¢} para cada C C X.

iii) Probar que  es una métrica en KC(X).

Ejercicio 11. Sean (X,d) e (Y, d’) espacios métricos y f : X — Y continua. Probar que:
i) Si (X,d) es compacto, entonces f(X) también lo es.

ii) Si ademads f es biyectiva, entonces f resulta un homeomorfismo.

Ejercicio 12. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Probar que para cada espacio métrico (Y, d’),
la proyeccién w: X x Y — Y definida por w(z,y) = y es cerrada.

Ejercicio 13. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos, y sea f : X — Y una funcién. Probar que si
Y es compacto y el grafico de f es cerrado en X X Y, entonces f es continua.

Ejercicio 14.



i) Sea f : R>, — R una funcién que es uniformemente continua en [a,b] y también en [b, +00).
Probar que f es uniformemente continua en R>,.

ii) Deducir que y/z es uniformemente continua en Rx>g.

iii) Sea f : R — R continua y tal que lim,, o f(z) = limy—4o f(z) = 0. Probar que f es
uniformemente continua en R.

Ejercicio 15. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A C X compacto. Probar quesi f: A — R es
continua y f(z) > 0 para todo x € A, entonces existe K > 0 tal que f(z) > K para todo = € A.

Ejercicio 16. Sea f: R — R una funcién continua y abierta.

i) Probar que f no tiene extremos locales; es decir, no existen xg € R y € > 0 tales que f(xg) < f(x)
(resp. f(zo) > f(x)) para todo x € (xg — €, 20 + €).

ii) Comprobar que existen a,b € RU {—o00,00} tales que f(R) = (a,b).

iii) Mostrar que f : R — (a,b) es un homeomorfismo y que ella y su inversa son funciones monétonas.



