ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 8: MEDIDAS COMPLEJAS Y EL. TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Ejercicio 1. Sea (€2, M) un espacio medible, y A\ : M — C una medida compleja

1. Probar que si definimos la variaciéon de A por
[e.e]

A(E) = sup 3 AE)|
n=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones
o

Q=|JE., (BneM)
n=1

de E en conjuntos medibles disjuntos, |A| es una medida no negativa y finita.
2. Probar que el conjunto
M(Q) ={\: M — C: X es una medida compleja }
es un espacio de Banch con la norma dada por la variacién total de A.
Al = AI(€)

Ejercicio 2. Sea u la medida de contar en R y sea m la medida de Lebesgue. Probar que
m < p pero no existe f tal que

m(E) = /E fdu.

i Por qué esto no contradice el Teorema de Radon-Nikodym?

Ejercicio 3.
(a) Sean A\ y p medidas no negativas sobre (2, M) y A(Q2) < co. Probar:
ALy & Ve>0,30=0()>0: pE)<d = ANE)<e

(b) Demostrar que la hipétesis A(2) < oo es necesaria en (a). (Sug. Considerar p la
medida de Lebesgue en (0,1) y A(E) = [5 % para todo £ C (0, 1) medible Lebesgue.)

Ejercicio 4. En R” consideramos una medida de Borel compleja A absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue m. Probar que la derivada de Radon-Nikodym de A con
respectoa m se puede calcular como

dA A(B

D gy MBr)

dm r—0 m(B(x,r))

para casi todo x con respecto a la medida de Lebesgue.

Ejercicio 5. Sea p una medida con signo definida en la o-dlgebra de Borel de R y sea
f:R — R dada por f(z)= u(—o0,z|. Probar:



(a) Probar que f es de variacién acotada y continua por la derecha. Sugerencia: en el
caso en que p es no negativa, f es creciente.

(b) u < msiy solosi f es absolutamente continua y en ese caso j—ﬁ% = f/.

(¢) pLlm siy solosi f =0 en casi todo punto respecto de m.

Ejercicio 6. Sea (2, M, 1) un espacio de medida finita y F' un subconjunto cerrado del
plano complejo C y g € L'(u) tal que si u(E) > 0 entonces:

'LL(IE)/Eg(:B)d,uGF

entonces g(x) € F para casi todo x respecto de p.

Ejercicio 7. Supongamos que (2, M, u) es un espacio de medida finita. Decimos que
A € M no vacio es un atomo para p si para todo E € M tal que E C A, u(E) = p(A) o
w(E) = 0. Si p no tiene atomos, diremos que es no atémica. Probar que si p es no atémica,
para todo t con 0 < t < p(2) existe A € M con p(A) =t.

Sugerencia: sean | = sup{u(B): B € M,u(B) <t} y u=inf{u(B): B M,u(B) >t}
Probar que existen conjuntos medibles L y U tales que u(L) =1y u(U) = u. Deducir que
u=1.

Ejercicio 8. (descomposicién polar de una medida compleja)

1. Si (2, M) un espacio medible, y A : M — C una medida compleja, ver que existe
h € LY(|A]) tal que

A(E) = /E h] ]

y tal que |h(x)] = 1 en casi todo punto respecto a |A|. Ademés h es tnica (salvo
igualdad en casi todo punto respecto a |\|)

2. Definimos la integral respecto de A por

/Qfd)\:/ﬂfhdw

para f € L'(|\]). Vea que fijada f : Q — C acotada, la integral define un funcional
lineal acotado sobre el espacio de Banach M (£2).

Ejercicio 9. (Descomposicién de Hahn) Sea (£2, M) un espacio medible, y A : M — R
una medida con signo

1. Probar que existen medidas no negativas AT y A~ tales que A = AT — X\~ y |\| =
AT+

2. Probar que existe una descomposicién €2 = P U N con las siguientes propiedades



a) Py N son medibles y PN N = (.

b) A estd concentrada en P, que es un conjunto positivo para \: para todo E C P
medible , A(E) > 0.

¢) A~ estd concentrada en IV, que es un conjunto positivo para \: para todo E C N
medible , A(E) <0.

Ejercicio 10. Sean (2, M, 1) un espacio de medida o-finito y f : @ — C tal que f €
LY(, 1). Definamos

)\f(E):/Efdu EeM

1. Probar que la correspondencia f +— Ay define un isomorfismo isométrico (es decir
que respeta la norma) entre L' (1) y el subespacio de M (£2) formado por las medidas
absolutamente continuas respecto a pu.

2. Si f:Q — R, encontrar la descomposicién de Hahn de ;.

Ejercicio 11. Dada una medida compleja i definida en la g-algebra de Borel de R se
define su transformada de Fourier de T}, como la funcién T}, : R™ — C dada por

1,6 = [ e du(a)

1. Ver que T}, estd bien definida y es una funcién acotada.

2. Si p es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, ver que se verifica
el Lema de Riemann-Lebesgue: lim¢|_, 4o 7).(§) = 0.

3. Ver que esto puede no ser cierto cuando p no es absolutamente continua respecto a
la medida de Lebesgue.



