ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 6 - ESPAcCIOS P

Ejercicio 1. Sean F C R"™ medible y 1 < p; < p2 < +00.
(a) Probar que si E tiene medida finita entonces LP?(E) C LP1(E).
b) Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede no valer si F tiene medida infinita.
Jemplo q p

(c) Probar que vale la reciproca de la afirmacién en (a).

Ejercicio 2. Sean F C R™ medible de medida finita y f : F — C medible.
(a) Probar que limy, o0 [|f[l, = [/l -

(b) Mostrar que el limite del item anterior puede no valer si la medida de E es infinita.

Ejercicio 3. Sean E C R” medibley f : R™ — R medible. Probar que para 1l < p,p’ < 400

1,1 _ :
tales que sty = 1 se tiene

1, = sup /E f(2)g(x)dz

9€Ds(E)
donde Dy(E) :={g € L’ (E) : |lglly <1y / f(z)g(z)dz existe}.
E

Ejercicio 4. Sean F C R™ medible y 1 < r < p < s < +o0. Probar que para toda
[ E — C medible se tiene

IFIE < WA+ A1
Ejercicio 5. Demostrar las siguientes afirmaciones:
(a) Si f,, = f en LP(E) para algiin 1 < p < 400 entonces f,—f sobre E.
(b) Si fn — fen LP(E), gn — g en LY (E) y % + i = 1 entonces f,gn — fg en L'(E).

(¢) Si|E| <oy fn— fen L®(FE) entonces f, — f en LP(F) para todo 1 < p < 4o00.

Ejercicio 6. Para cada n € N definimos f,, : [0, 1] = R dada por la férmula

en 0<x<i
fn: 1 "
0 E<$§l

Mostrar que la sucesién (fp)nen tiene limite en casi todo punto no converge en LP(]0, 1])
para ningin 1 < p < +o0.

Ejercicio 7. Sean E C R™ medible y (fn)neny € LP(E) con 1 < p < +o0. Probar que Sean
y f en LP(E). Probar que



(a) Probar que si f € LP(E) y |[fo — fllzr(m) — 0 entonces || fullLoz)y = |1 fll2r(2)-

(b) Si f, — f en casi todo punto de E entonces
[ falleeey = Wiy = lfa— fllee) — 0.
Sugerencia. Verificar que la sucesion (g, )nen dada por
gn = 2 (| ful? + 1FIP) = |fo = FIP

cae en las hipétesis del Lema de Fatou y aplicarlo.

Ejercicio 8. Sea k : R?” — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica

swp [ ey <c v sw [ g)lds <c
zeR™ JRn yeR” JRn

Probar que si 1 < p < 400 entonces el operador K : LP(R") — LP(R"™) dado por
K(ta) = [ kla)fw)dy
esta bien definido y es continuo.

Ejercicio 9. Para 1 < p < 400 y E C R" medible tal que 0 < |F| < 400 definimos

Ml = (o [ Ifras) "

Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) p1 <p2 = Ny [f] < Np,[f].
(b) Nplf + g < Np[f] + Nplg]-

1
(c) Sip estal que % + I% = 1 entonces |E]/ |f(x)g(z)|de < Np[f]Nplg].
E

(d) T Np[f] = [ flloc-

p——+00

Ejercicio 10. Sean £ C R" medible tal que 0 < |E| < 400y f € L*(E) con ||f|loc > 0.
Consideremos la sucesion (ax)reny € R>o definida por

= .ZUkZZT.
ak—/E|f<>|d

Demost lfm 255 = | f] o
emostrar que k—1>I—&1:loo ak Hf”oo

Ejercicio 11. Sea (f,)nen € LP para 1 < p < 400 tal que f, — f en casi todo punto.



(a) Probar que si sup,cy || fnllp < +00 entonces f € LP y ademads vale

[ fa@gtyiz > [ f@rg(e)da

para toda g € L? con p/ tal que % + 1% =1.

(b) (Es cierto este resultado para p = 17

Ejercicio 12. Probar que si f,, = fen LP con 1 < p < +00 y g, — ¢ puntualmente con
sup,en llgnlloo < 400 entonces f,,g, — fg en LP.

1
=2 con 1l < p;,r < +00

k
Ejercicio 13. (Holder generalizado) Demostrar que si Zpi
i=1""

entonces

k k
II7| <TTIfl-
=1 =1

,
Ejercicio 14.
(a) Mostrar que para 0 < p < 1 los entornos del origen en LP no son convexos.

(b) Concluir que LP no puede ser un espacio normado si 0 < p < 1.
Ejercicio 15. Sea f : R™ — C medible tal que para todo o > 0 se tiene
w(@) = [{z € R" : [f(z)| > a}| < c(1+a) .
Probar que f € L"(R™) para 0 < r < p.

Ejercicio 16. Sea p con 0 < p < +00. Probar que f € LP siy sélo si

> 2PPy(28) < +oo.
keZ

Probar, ademds, que existen constantes positivas ¢; y co que no dependen de f tales que
1 1
k N k |
e [ S u@) [ < Il < e |30 2
keZ keZ
Ejercicio 17. Sea E = [0, 3]. Probar que

(a) f(x) = x_%(lnxfl)_% € LP(E) para 1 < p < +oo pero f & L"(E) sir > p.

(b) g(x) =Inz~! € LP(E) para 1 < p < +oo pero g ¢ L¥(E).



Ejercicio 18. Probar que f(x) = a:_%(l + |Inz|)~! € L*(R>o) pero que f ¢ LP(Rxo)
para ningun p tal que 1 < p < +ooy p # 2.

Ejercicio 19. Dada f € LP(R™) con 1 < p < 400, demostrar las siguientes afirmaciones:

@ ([ e s@pa)” = 2,

[[A]|—=+o00

o) ([ 1re-m+ @)’ s 201,

[[2[|—0

Ejercicio 20.

(a) Sean f e LP(R") y g € LP (R™) con 1 < p,p’ < +0o0 tales que satisfacen % + }% =1.

Probar que la convolucién f * g estd bien definida y es una funcién uniformemente
continua y acotada.

(b) Demostrar que si £ C R™ es un conjunto medible tal que 0 < |F| < 400 entonces
D(E) = {z—y: 2,y E)
tiene interior no vacio.

Sugerencia: Considerar xp * X—E-

Ejercicio 21. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea

t+h/2
mo =5 [ fa.

—h/2

Probar que si f € L? entonces valen las siguientes afirmaciones:

(@) [Ifnlloc < A2 £]lp-

(b) fn € LPy | fullp < I fllp-
(©) I fnllr < AM7=1/P| £||, para cada 1 < p < 7.
)

(d) IIfn — fllp — 0 para 1 < p < +o0.
h—0

Ejercicio 22. Sean 1 < p,p’ < 400 que satisfacen % + ]% =1 y una funcién f € LP(R"™).

Probar que si (fx)ren € LP(R™) es una sucesion tal que para toda g € LP' (R™) vale que

Jdim [ f@g(@)de = | f@)g(a)da
—+00 Jrn R

entonces | f|l, < lminfy o || fxllp-

Ejercicio 23. Sean E C R"™ medible y 1 < p < +00. Definimos

LP(E) = {f : E — R medible : sup [t e e E: |f(z)] > t}yi] < to0}.
t>0

4



(a) Probar que LP(E) C LE(E).
(b) Mostrar que si E tiene medida finita y 1 < p < 400 entonces LE(E) C LY(E).

Ejercicio 24. Dados un intervalo [a,b] C Ry f € LP([a,b]) con 1 < p < 400 se define
F :]a,b] — R por la férmula

F(z) = / " rt.

Probar que existe una constante K > 0 tal que para toda particién de [a, b] de la forma
a=z90<x1 <...<xH=D>bresulta

-1
nz |[F(@iv) = F@)lP _
=0 (

Tip1 —x)Pt T




