ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 4 - INTEGRAL DE LEBESGUE

En los siguientes ejercicios utilizaremos la medida de Lebesgue en R™:

Ejercicio 1. Sean f : R” — R medible.

(a) Probar que si f es no negativa entonces para todo v € R" vale

[z +v)dx = f(z)dz.
R" R7

Concluir que si £ C R™ es medible entonces para todo v € R™ vale
/ [z +v)dx = f(z)dx.
E E+4v

(b) Probar quesi f es integrable sobre R™ entonces valen para f las mismas afirmaciones.

Ejercicio 2. Sean f : R” — R medible.

a) Probar que si f es no negativa entonces para todo a € R vale
& #

flaz)dx = l/n f(z)dz.

R™ |a|™

Concluir que si £ C R" es medible entonces para todo a € R vale

/Ef(ax)dx - a1|n/E F(x)da.

(b) Probar quesi f es integrable sobre R™ entonces valen para f las mismas afirmaciones.

Ejercicio 3. Sea f : E — R integrable tal que fA f(x)dx = 0 para todo A C FE medible.
Probar que f = 0 en casi todo punto de E.

Ejercicio 4. Sea f : E — R integrable tal que

\ [ sayie| = [ 11

Mostrar que f tiene signo constante en casi todo punto de F.

Ejercicio 5. Sean (f,)nen una sucesion de funciones integrables sobre E C R™ medible y
f integrable sobre E.

(a) Probar que si h’r_{l / |fu(x) — f(2)|dz = 0 entonces f,, — f sobre E.
n—-+0o0 E

(b) (Vale la reciproca?



Ejercicio 6.
(a) Sea f:R-g — R integrable. Probar que existe (z,)nen € Rso tal que

lim z, =400 vy lim f(xz,)=0.

n—-+0o n—-+00

(b) Mostrar que existe g continua e integrable sobre R~ tal que existe (zy)nen C Rso
que verifica

Jim o =oo vl lo(a)] = oo

Ejercicio 7. Sea f : R® — R integrable. Probar que

lim f(z)|dx = 0.
k=00 {xER”:\ka}‘ @)

Ejercicio 8.

(a) Sea (Ek)re(i,..ny una familia de conjuntos medibles contenidos en el intervalo [0, 1].
Probar que si para cada = € [0,1] el conjunto A, = {k € {1,...,n}:z € E}} tiene
por lo menos ¢ elementos entonces existe k € {1,...,n} tal que |Ey| > 1.

(b) Sean (FEp)nen una sucesién de conjuntos medibles de R™ y un nimero natural k.
Probar que si definimos

G ={z € R™ : z € E,, para al menos k valores de n}

entonces G es medible y |G| < £ 300 | |E,|.

Ejercicio 9.
(a) Mostrar que en el Lema de Fatou la desigualdad puede ser estricta.

(b) Mostrar que en el Lema de Fatou la hipétesis de que las funciones en la sucesién
sean no negativas es necesaria.

Ejercicio 10. Sea (fi)ren una sucesién de funciones integrables definidas sobre £ C R™
que converge en casi todo punto de F a una cierta funcién f.

(a) Probar que si supyey [5 |fr(2)|dz < +o00 entonces f es integrable.

(b) Probar que si 0 < f < f para todo k € N entonces

/f: lim | f.
E k—o0 E



Ejercicio 11.

(a) Sea £ C R™ medible y sea (fi)reny una sucesién decreciente de funciones medibles
no negativas definidas sobre E. Mostrar que si f1 es integrable entonces

/ lim fp = lim / fr < +o0.
Ek—>oo k—o00 E

(b) Para cada x € R~ mostrar que

lim n(x% —1)=Inx.
n— oo

Sugerencia. Considerar la funcién f,(t) = ¢w=! definida sobre (1, ).

Ejercicio 12. Probar que si f : [0,1] — R es integrable entonces
1
lim 2" f(z)dx = 0.

n—+oo 0

Ejercicio 13.
(a) Probar el Teorema de Convergencia Mayorada utilizando el Teorema de Egorov.

(b) Mostrar que el Teorema de Convergencia Mayorada es también vélido para funciones
a valores complejos.

Ejercicio 14. Probar que si g : R>g — R es integrable entonces

1 n
lim — / zg(x)dx = 0.
0

n—oo N

Ejercicio 15. Sean (f;)ren una sucesion de funciones medibles sobre R™ que converge en
casi todo punto a una cierta funcién f y tal que existe g integrable que verifica |fx| < g
para todo k € N.

(a) Probar que si parae >0y j € N definimos E; = ;5 ;{z € R" : [fx(2) — f(x)| > £}
entonces lim;_,  |E;| = 0.

(b) Deducir que f,, converge en medida a f.

2

Ejercicio 16. Sean g : (0,1) — R definida por la férmula g(z) = 2?sin(z72) y f = ¢'.

Probar que f es continua en (0, 1), existe el limite

lim /1 f(x)dx

e—0

pero f ¢ L'(0,1) (esto es: f no es integrable en (0,1)).




Los siguientes ejercicios utilizan la integral de Lebesgue con respecto a medidas mas ge-
nerales:

Ejercicio 17. Sea w : R™ — R una funcién medible no negativa (un peso). Definimos la
medida pesada asociada por:

pw(E) = / w(z) dz  para E C R medible (Lebesgue)
E

Probar que

(@) dpy(z) = [ f(2)w(z) do
R R

(usualmente se escribe p,, = w(z)dz) para toda funcién medible f : R — R no negativa,
o integrable respecto a p,,.

Ejercicio 18. Sean (X, M, ) un espacio de medida, y 7' : X — Y. Definimos v = T#pu
como en la practica 2. Probar que

/X F(T()) du(z) = /Y 1(y) dv

para toda funcién f : Y — R v-medible, no negativa o integrable respecto a v.



