ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 2: MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS

Ejercicio 1. Sea X un conjunto no vacio.

(a) Para cada F C X, definimos p(E) = card(F) si F es finito y u(E) = oo si E es
infinito. Probar que p es una medida definida en M = P(X). Esta medida se suele
llamar medida de contar (counting measure en inglés).

(b) Dado xy € X,para cada E C X, definimos 6,,(F) = xg(zo). Probar que J es una
medida en P(X). Esta medida se denomina delta de Dirac (concentrada en x).

(c) Sea (X, M, pu) un espacio de medida y sea A € M. Para cada E € M definimos
wa(E) = p(ANE). Probar que p14 es una medida en M.

(d) Sea (X, M) un espacio medible. Sean pj, ..., u, medidas definidas en ese espacio y
sean ai,...,a, constantes positivas. Probar que

H=aip + -+ anpin

es una medida.

Ejercicio 2. Sea X = {z,, }nen un conjunto infinito numerable. Supongamos que (wy)en
es una sucesién, con wy, € [0, +o0] para cada n € N. Tomemos M = P(X) y para cada

FE C X definamos
u(E) = Z Wn,
rn€FR

Probar que (X, M, u) resulta un espacio de medida. Reciprocamente, verificar que toda
medida en el espacio medible (X, M) es de esta forma.

Ejercicio 3. Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones en un espacio
de medida (X, M, u).

(a) Si(Ej)j>1 C M entonces p(liminf F;) < liminf pu(E;)

(b) Si (Ej)j>1 C M entonces p(limsup E;) > limsup p(Ej)

Ejercicio 4. Si (X, Mx, u) un espacio de medida es un espacio de medida, y T': X — Y
es una funcién, podemos usar 1" para definir una medida en Y de la siguiente manera:

My ={ECY :T7YE)e My}

v(E) = u(TY(E)) para E € My

Probar que (Y, My, v) resulta un espacio de medida. v = T#p se denomina la medida
empujada hacia adelante de p por T' (en inglés push-forward), y a los conjuntos de My



los llamamos medibles respecto a v. Esta construccién es muy util para definir medidas
en otros espacios a partir de la Lebesgue en R? como los siguientes ejemplos muestran.

Ejercicio 5. (medida de Lebesgue en el circulo) Consideramos el circulo unitario S! =
{z € C: |z| = 1} en el plano complejo (utilizamos la notacién compleja por comodidad).
Definimos la funcién T : [0, 27) — S por

T(0) = e = cos + i sen 6

Sea m la medida de Lesbesgue en [0,27) y v = T#m. u resulta una medida sobre el
espacio S, que satisface la propiedad de invariancia por rotaciones:

via-E)=v(E) (E c S'medible respecto a v,a € S*)

Ejercicio 6. Similarmente, para definir una medida v en el espacio de sucesiones de ceros
y unos
{0, = {2 = (zp)nen : ©n = 06 2, = 1 para cadan € N}

consideramos la funcién T : [0,1) — {0, 1}, que a cada = € [0,1] le asigna la secuencia
de digitos (z,) en su desarrollo en base 2:

oo
n
2=
n

n=1

8

(Si z admite dos desarrollos, para obtener una funcién, elegimos aquel en que x,, = 0 para
n > ng). Entonces definimos v = T#m donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1).

(a) Si consideramos
A={(2n) €{0, 1}t apy = dy, ap, = da, ... ap, = dj}
(donde d; es 0 o 1 para cada i y los k; son distintos), probar que v(A) = 5.
(b) Probar que v(By,) = 0 siendo B, el conjunto
B, = {(zn) € {0, 1} : 2, = 0 paran > ng}
(¢) ¢Cudl es la medida v(C) del conjunto
C = {(x,) € {0, 1} : z,, = 0 para infinitos n} ?
(d) (Cuél es la interpretacién probabilistica de este ejemplo?

Ejercicio 7. Sean (X, M) un espacio medible. Sea la funcién de conjuntos p : M — Rxg
que satisface:

1. ABeM AN ANB=0 = u(AUB) = pu(A)+ u(B)
2. ApeMneN) A A, \D = limy, o u(4,) =0.



Probar que i es una medida.

Ejercicio 8. Un espacio (X, M, u) se dice de medida completa si dado Z € M tal que
w(Z) =0, para cada Y C Z resulta que Y € M. En este caso, probar que:

(a) Si Z1 e M, Z1AZy € My u(Z1AZs) = 0, entonces Zy € M.
(b) Si E1,Ey € My u(E1 A E) =0 entonces pu(E7) = pu(Es).
Ejercicio 9. (completacién de una medida) Sea (X, M, p) un espacio de medida. Sea
M={ACX :A=EUM;Ec€ M,M CN € M,u(N) =0}
Sobre M se define fi(A) = u(E), si A= EU M , como en la definicién de M. Probar:
(a) M es una o-élgebra.
(b) 7 estd bien definida sobre M.

(c) (X, M,f) es un espacio de medida completa.



