ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA O - PRELIMINARES: CONJUNTOS Y FUNCIONES

Ejercicio 1. Sean (X;)icr y (Yi)jes dos familias de conjuntos. Demostrar las siguientes

afirmaciones:

(a) Y (X;u Y;)
zEI ]GJ ,])eIxJ
(b) ﬂ Y; (XiNY;)
zEI jeJ ,g)eIxJ
jeJ

Y; (X xY))
(4,9) EIXJ

)(UXOX Uv|= U xixy

iel jeJ (i,5)eIxJ

J
(c)
16[ J

(e) SiI=Jy paratodo i€ I se tiene ¥; C X; entonces

(U< () (7)< (0)
(f) Si A C I entonces

()< (u=) v ()< (0)

(g) Para cada conjunto F se tiene
F-JXi=(F-X)y F-[Xi=JF - X))
i€l iel iel i€l
Ejercicio 2.
(a) Sea (Ap k)nken una familia de conjuntos indexada en N x N. Probar que

U NAuc U Aur

keNneN neN keN

(b) Encontrar una familia de conjuntos (A, k)n ken tal que

U M 4w # () U Aue

keNneN neN keN



Ejercicio 3. Sean (J))icr, v (Xi)ier dos familias de conjuntos que satisfacen |JJ; = I.
leL

Probar las siguientes afirmaciones:

(a) UXz‘: U (U Xz')

i€l leL \ieJ,

(b) () Xi=() (ﬂ Xi)

iel leL \ieJ,

Ejercicio 4. Probar que si A y B son conjuntos tales que A x B = (A1 x By)U (A2 x Bs)
con (A1 X B1)N(As x Bg) =0, Ay x By # () 'y Ay X By # () entonces vale que

(A=A =AyB=B1UBy) 6 (A=A UAyy By = By = B)
Ejercicio 5. Sea f : E — F una funcién y consideremos dos pares de subconjuntos
A,BC EyC,D C F. Probar las siguientes afirmaciones:
(a) ACB= f(A) C f(B)
(b
(c

)
) f(AUB) = f(A)u f(B)
)
(d) Si f es inyectiva entonces f(AN B) = f(A)N f(B)
)
)
)
)

f
f(ANB) € f(A)N f(B)

(e) AC f(f(A) y F(F (D) C D

(f) Si f es inyectiva entonces f(E — A) C F — f(A)
(g) Si f es suryectiva entonces f(F — A) D F — f(A)
(

h) f7H(F - D)=E - f~(D)

Ejercicio 6. Sea f : E — F una funcién y consideremos dos familias (X;)icr y (Yj)jes
de subconjuntos de F y F, respectivamente. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) f('ngi) = LEJIf(Xz’)
(b) f(QIXi) C ‘fo(Xi)
(c) Si f es inyectiva entonces f(DIXZ) = ‘le(Xi)

(d) f7HNY) = NFHY)

JjeJ Jje€J
() FHUY) = Uiy
jeJ jeJ



Ejercicio 7. Dada una sucesién (E, ),cn de subconjuntos de E definimos el lémite inferior
y el limite superior de (Ep)pen como

lim inf £, := U ﬂ E,

neN k>n
limsup E,, := ﬂ U By
oo neN k>n

Probar las siguientes afirmaciones:

(a) E—liminf E, = limsup (F — E,)
n—oo

n—oo
(b) E —limsup E,, = liminf (F — E,,)
n—o00 n—=o0

(¢) liminf E,, C limsup E,

n—o0 n—o0

Cuando los limites inferior y superior de la sucesion (E, ),en coinciden decimos que existe
el limite de (E,, )nen v, en tal caso, denotamos a ambos conjuntos simplemente por lim E,,.
n—o0o

(d) Demostrar que si E,,11 C E, para todo n € N entonces lim E,, = () E,.

(e) Demostrar que si E,, C F, 11 para todo n € N entonces lim E, = |J E,.

n—oo neN

(f) Probar que si definimos la sucesién (Dy,)nen de subconjuntos de E por la férmula
recursiva

D=0
Dyi1 =D, A FE, paratodonéeN

entonces existe el limite de (D,)nen iy sélo si lim E, =0.
n—,oo
Ejercicio 8. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X se define la funcién

x4 : X — {0,1} denominada funcidn caracteristica de A por la férmula

XA(x)_{(l) i; ﬁ

Probar las siguientes afirmaciones:
(a) AC B < xa(z) < xp(x) para todo z € X
(b) xanB(z) = xa(x).xp(x) para todo z € X

(¢) xaus(z) = xa(z) + xB(x) — xanB () para todo x € X



Ejercicio 9. Sea (X,,)nen una sucesion de subconjuntos de X y f: X — Y una funcién.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) f(iminf X,) C lim inf £(X,)

(b) f(limsup X,) C limsup f(X»)

(¢) f(liminf X,,) C limsup f(X,)
n—00 n—o00

(d) Si f es inyectiva entonces en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 10. (El conjunto ternario de Cantor) Consideramos las transformaciones afines

Ty, T : [0,1] = [0, 1]
1 1 2
53:, Tr(z) = gac + 3

Definimos una sucesién de conjuntos F,, C [0, 1] por induccién

Tl(.l') =

Fy = [0, 1], F, = Tl(Fn—l) U TQ(Fn_l) (n > 1)

y definimos el conjunto ternario de Cantor como

oo (\n
n=1

(a) Describir geométricamente cémo es F),.

(b) Probar que C es un compacto, y C = T1(C) U T»(C) (Esta ultima propiedad suele
expresarse diciendo que C' es auto-similar).

(c) Probar que para cada € > 0 es posible cubrir a C' con finitos intervalos tales que sus
longitudes suman menos que €.

(d) Probar que un nimero real = € [0, 1] pertenece a C' si y sé6lo si admite un desarrollo
en base 3 de la forma

(o]
d
T = Z 3—2 donde d,, = 0od,, = 2 para cada n
n=1

(e) Probar que C tiene cardinal ¢ (el cadinal de R).

Ejercicio 11. (La funcién de Cantor-Lebesgue) Similarmente definimos inductivamente
una sucesién de funciones f, : [0, 1] — R de la siguiente manera

fo(z) = z para todo = € [0, 1]
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3 fn-1(32) siz €10,1/3)

: siz € [1/3,2/3

L fac1(3z —2) + 2 siz € (2/3,1]
Demostrar las siguientes afirmaciones:
(a) fn(0) =0,
(b) |fn(z) = fa1(2)| < 5= para todo n € N.

para todon > 1
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fn(1) =1y f, es continua y monétona creciente para todo n € N.

T T
0.25 0.50

(¢c) fn converge uniformemente en [0, 1] hacia una funcién continua f : [0,1] — [0, 1] que

llamamos la funcion de Cantor-Lebesgue.

(d) f es monétona creciente, f(0) =0, f(1) = 1.

(e) f es constante en cada componente conexa del complemento del ternario de Cantor

(;Cémo es geométricamente este conjunto?)




