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Espacios vectoriales

§1. Cuerpos

1.1.1. Un cuerpo es un conjunto k dotado de dos operaciones

+:kxk =k, ckxk =k,

a las que llamamos la suma y el producto de k, respectivamente, que satisfacen las siguientes

condiciones:

(Ky)
(K3)
(K3)

(Ky)

(Ks)
(Ks)
(K7)

(Ksg)

(Ko)
(Kio)

la suma es asociativa: (a +b) +c=a+ (b+c) paracadaa, b, c e k;
la suma es conmutativa: a + b = b + a paracada a, b € k;

hay un elemento neutro para la suma: existe un elemento 0 € k tal quea +0 = a
y0+a=aparatodoack;

todo elemento de k posee un opuesto aditivo: para todo a € k existe un elemento
a'ektalquea+a’ =0ya’+a=0;

el producto es asociativo: (a-b)-c=a-(b-c) paracadaa, b, c €k;

el producto es conmutativo: a-b =b-a paracadaa, b ek;

hay un elemento neutro para el producto: existe un elementol ek talquea-1=a
y1l-a =a paratodo a ek;

todo elemento de k distinto de 0 posee un inverso multiplicativo: para cada a € k
distinto de 0, existe a’ ek talquea-a’ =1ya’-a=1;

el producto se distribuye sobre la suma: a- (b+c) =a-b+a-cparacadaa, b, cek;

los elementos neutros de la suma y del producto son distintos: 0 # 1.

La condicién (K3) afirma que existe un elemento neutro para la suma y, de hecho, implica que

existe exactamente uno: en efecto, si 0 y 0’ son dos elementos de k que son neutros para la suma,



entonces
0=0+0"=0".

La primera de estas igualdades es consecuencia de que 0’ es un elemento neutro para la suma, y la
segunda de que 0 lo es. De manera similar, si a es un elemento de k, la condicién (K4) nos dice
que existe un elemento opuesto a 4, esto es, un elemento a’ e k tal que a +a’ =0y a' +a =0,
y este elemento estd univocamente determinado por a: si a”’ es otro elemento opuesto a a, de
manera que a + a”’ =0y a”" + a = 0, entonces tenemos que

a=a+0 por (K3)
=a' +(a+ad") porque a’’ es un opuesto a a
=(a"+a)+ad" por (K;)
=0+a" porque a’ es un opuesto a a
=a". por (K3), otra vez.

Como no hay entonces ambigiiedad posible, escribiremos desde ahora en adelante —a al elemento
opuesto de a.

Procediendo de la misma forma, es facil ver que el elemento 1 que es neutro para el producto
cuya existencia afirma la condicién (K7) es uno sélo y que el inverso de todo elemento distinto
de 0 que nos da la condicion (Kg) esta bien determinado. Gracias a esto ultimo, podemos escribir
sin ninguna ambigiiedad a™! al inverso de un elemento a € k ~ {0}.

1.1.2. Ejemplos.
(a) Los conjuntos Q, R y C de los nimeros racionales, reales y complejos, respectivamente,
dotados de sus operaciones usuales de suma y producto, son cuerpos.
(b) Sea Q(\/Z) el conjunto de todos los niimeros reales de la forma a + bv/2cona,b e Q.Sixe
y son dos elementos de Q(1/2), entonces tanto la suma x + y como el producto x y también
estan en Q(\/i): en efecto, six = a+ bv/2e y=c+ d\/2,cona, b, c,de @, entonces

x+y=(a+c)+(b+d)V2 xy = (ac +2bd) + (ad + bc)V/2

y es claro que los nimeros a + ¢, b + d, ac + 2bd y ad + bc pertenecen a Q. Esto nos dice que
podemos restringir las operaciones de R a Q(+/2), obteniendo de esta forma operaciones

+:Q(V2) x Q(V2) » Q(V2), - Q(V2) xQ(V2) - Q(V2).

Estas operaciones hacen de Q(+/2) un cuerpo. La verificacién de todas las condiciones de la
definicién 1.1.1 es inmediata salvo la de (Kg), que es consecuencia de la siguiente observacion:
si x es un elemento no nulo de Q(~/2), de manera que existen a, b € Q no simultdneamente
nulos tales que x = a + b\/2, entonces

x7' = 2 b V2

a2 +2b02 a2+2p2 7




(c) Elconjunto F, = {0,1} es un cuerpo silo dotamos de las operaciones de suma y producto

dadas por
+ 10 1 0 1
0[]0 1 0[{0 O
1|11 0 1710 1

(d) El conjunto F5 = {0,1,2} es un cuerpo si lo dotamos de las operaciones de suma y producto
dadas por

(e) Mas generalmente, se puede mostrar que si p es un numero primo y n € N, entonces existe un
cuerpo [Fpn con p" elementos, que éste es esencialmente tinico — llamamos a estos cuerpos
cuerpos de Galois— y que los cuerpos que se obtienen de esta forma son los tinicos cuerpos
finitos.

(f) Si X es una variable y k es un cuerpo, el conjunto k[ X | de los polinomios con coeficientes
en k en la variable X no es un cuerpo cuando lo dotamos de sus operaciones usuales de
suma y producto: por ejemplo, el polinomio X es no nulo y sin embargo no posee en k[ X ]
inverso multiplicativo. En cambio, en conjunto k(X) de las funciones racionales, esto es, el
de de las fracciones p(X)/Q(X) con py g elementos de k[ X] y g no nulo, es un cuerpo con
respecto a sus operaciones usuales.

(g) Los conjuntos N, Ny y Z de los enteros positivos, de los enteros no negativos y de los enteros,
respectivamente, no son cuerpos cuando los dotamos de sus operaciones usuales: en N no
hay un elemento neutro para la suma, en Ny no todo elemento posee un opuesto, en Z no
todo elemento no nulo posee un inverso. &

§2. Espacios vectoriales

1.2.1. Fijemos un cuerpo k. Un espacio vectorial sobre k es un conjunto V dotado de dos opera-
ciones

+:VxV -V, kx V>V
que llamamos la suma de V' y la multiplicacion escalar, que satisfacen las siguientes condiciones:

(V1) lasuma es asociativa: (x + y) +z=x+ (y +z) paracadax, y,z € V;

(V,) lasuma es conmutativa: x + y = y + x paracada x, y € V;



(V3) hay un elemento neutro para la suma: existe un elemento Oy € V talque x + 0y = x y
Oy +x = x paratodo x € V;

(V4) todo elemento de V posee un opuesto: para todo x € V existe un elemento x’ € V tal
quex +x' =0y yx' +x=0y;

(Vs) la multiplicacion escalar es asociativa: a- (b-x) = (a-b) - x para todo a, b € k y todo
xeV;

(V) la multiplicacion escalar es unitaria: 1- x = x para todo x € V;

(V7) la multiplicacion escalar se distribuye sobre la suma de k y sobre la suma de V:

a-(x+y)=a-x+a-yparatodoackytodox, yeV;
(a+b)-x=a-x+b-xparatodoa,bekytodoxeV.

Estas condiciones implican que hay en V' un unico elemento neutro para la suma: si Oy y 07, son
dos elementos neutros, se tiene que Oy = Oy + 0}, = 0},. Decimos que es el cero de V. De forma
similar, si x es un elemento de V, entonces hay un tnico elemento opuesto a x: si x” y x”" son dos
elementos opuestos a x, entonces

X =x"+0y=x"+(x+x") = (x"+x)+x" =0y +x" = x",

y esto nos permite escribir sin ambigiliedad —x para denotar al elemento opuesto de x.

1.2.2. Sikesun cuerpoy V es un espacio vectorial sobre k, llamamos a los elementos de k escalares
y alos elementos de V vectores. Sik = R, decimos generalmente que V' es un espacio vectorial real
en lugar de que es un espacio vectorial sobre R y sik = C, que es un espacio vectorial complejo.

1.2.3. Ejemplos.
(a) Sean € N, sea k un cuerpo y sea k" el conjunto de las n-uplas de elementos de k, que
consideraremos siempre como columnas. Si dotamos ak” de las operaciones + : k" xk" — k"
y-:k xk” - k" definidas de manera que

(X103 X))+ (Ve s ) = (1 + V1o X + y0)5

a-(xl,...,xn)t:(a-xl,...,a-x,,)t

para cada par de elementos (xi,...,x,) e (y1,..., y»)" dek” y cada a € k, entonces k” es
un espacio vectorial sobre k.

(b) Mas generalmente, sean m, n € N, sea k un cuerpo y sea M, , (k) el conjunto de las matrices
de n filas y m columnas con entradas en k. El conjunto M, ,,(k) es un espacio vectorial
sobre k con las operaciones de suma + : My, ,, (k) x My, ,,, (k) = My, ,,, (k) y de multiplicacion
por escalares - : k x M, ,, (k) > M, ,, (k) usuales:

o sia=(ajj)yb=(b;;)son dos elementos de M,, ,, (k), entonces la suma a + b es la
matriz (c;,j) concjj=a;j+b;jparacadaie[n]yje[m];y

o sidekesunescalarya = (a;;j) € My, (k), entonces A - a es la matriz ¢ = (¢;,j) con
cij=Aajjparacadaie [n]yje[m].



Notemos que si m = 1, el espacio M, ; (k) coincide con el espacio k" que describimos en el
ejemplo anterior. O

1.2.4. Ejemplos.

()

(b)

Sea X un conjunto no vacio y sea k un cuerpo. El conjunto k¥ de todas las funciones X — k
es un espacio vectorial sobre k con respecto a las operaciones

+ kX x kX - kX, Gk x kX - kKX
tales que

(f +8)(x) = f(x) +g(x),

(a-f)(x)=a-f(x)

para cada f, g e k¥, cadaa e ky cada x € X.

Mas generalmente, si X es un conjunto no vacio y V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k,
el conjunto W = VX de todas las funciones X — V es un espacio vectorial sobre k con respecto
a las operaciones

+: VEXx VX S v ckx VXS VX
tales que

(f +8)(x) = f(x) + 8(x),
(a-f)(x)=a-f(x)

paracada f, g€ VX, cadaa e k y cada x € X. &

1.2.5. Ejemplos.

(a)

(b)

(©)

Seak un cuerpoysea V = k[ X] el conjunto de los polinomios en la variable X con coeficientes
en k. Si dotamos a V' de la operaciones usuales de suma de polinomios y de multiplicacién
por escalares, entonces V' es un espacio vectorial.

Sea V = {*} un conjunto con un unico elemento, que denotamos *. Hay exactamente una
funcién + : V x V' - V y hay exactamente una funcién - : k x V. — V, y es facil verificar
que V es un espacio vectorial con respecto a esas operaciones. El cero de V es * y entonces
podemos escribir V = {0y }. Llamamos a este espacio vectorial un espacio vectorial nuloy
lo escribimos, cuando esto no dé lugar a confusiones, simplemente 0.

Si K es un cuerpo y k € K es un subcuerpo de K, entonces K es un espacio vectorial sobre k
con respecto a la operacion de suma + : K x K - K de K y a la multiplicacién - : k x K > K
por elementos de k que se obtiene restringiendo la multiplicacién - : K x K - K de K
ak x K. De esta forma podemos ver al cuerpo C como un espacio vectorial sobre R o sobre Q,
por ejemplo. <&



1.2.6. Proposicion. Sea k un cuerpo y sea V un espacio vectorial sobre k.
(i) Paratodox €V es0-x=0y.
(ii) Paratodo a€kesa-0y = 0y.
(iii) Paratodo x € V es (-1)-x = —x.

Demostracién. Observemos primero que
six € Vestal que x + x = x, entonces x = Oy. (1)
En efecto, si x tiene esa propiedad, tenemos que
x=x+0y=x+(x+(-x))=(x+x)+(-x) =x+(-x) = Oy.
Six € V, entonces
0-x+0-x=(0+0)-x=0-x

y nuestra observacion (1) nos dice que 0 - x = Oy: esto prueba la afirmacion (i) de la proposicion.
Si ahora a € k, entonces

a-OV+a~0V:a-(OV+OV):a-0V

y, usando otra vez la observacion (1), concluimos que a - Oy = Oy, como afirma la parte (ii) de la
proposicion. Para ver que vale la parte (iii), consideramos un elemento x € V' y calculamos que

x+(-1)-x=1-x+(-1)-x=(1+(-1))-x=0-x=0y

y, de manera similar, que (-1) - x + x = Oy. Estas dos igualdades nos dicen que (-1) - x es un
elemento de V opuesto a x y, como sabemos que hay uno solo, que (-1) - x = —x. O

CONVENCION

A partir de este momento fijaremos un cuerpo k arbitrario en todo lo que

sigue y todos los espacios vectoriales que consideremos seran espacios

vectoriales sobre k. Por otro lado, escribiremos simplemente 0 para denotar

tanto al cero del cuerpo k como al de todos los espacios vectoriales con
los que estemos trabajando.



§3. Subespacios

1.3.1. Sea V un espacio vectorial. Un subconjunto U de V es un subespacio de V si

(S1) 0eU;
(S2) six, yeU,entoncesx + y e U;
(S3) siaekyxeU,entoncesa-x e Us

Cuando ése es el caso, escribimos U < V.
1.3.2. Un subespacio de un espacio vectorial es, de manera natural, él mismo un espacio vectorial:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si U es un subespacio de V, entonces U es un espacio
vectorial con respecto a las operaciones

+:(x,y)eUxUr—x+yelU i(a,x)ekxUr—a-xeU

obtenidas de las de V por restriccion.

Notemos que es precisamente porque U satisface las condiciones (S,) y (S3) que las operaciones
+:VxV > Vy.-:kxV —> VdeV serestringen a operaciones + : UxU - Uy -:kxU - U.
Desde ahora en adelante, cada vez que consideremos un subespacio de un espacio vectorial, lo
dotaremos implicitamente de la estructura de espacio vectorial que nos da esta proposicion.

Demostracion. Que las condiciones (V1), (V2), (Vs), (V) vy (V7) se cumplen en U es consecuencia
inmediata de que se cumplen en V. La condicion (S;) implica que (V3) se cumple en U, ya que 0,
que esta en U por hipdtesis, es un elemento neutro para la suma de U. Resta ver, entonces, que la
condicion (V) se satisface en U. Pero si x € U, entonces sabemos que x" = (1) - x € U por (S3)
y que, segin la Proposicion 1.2.6(iii), se tiene que x + x’ = 0y x” + x = 0 en V: en vista de la forma
en que estan definidas las operaciones de U, esto nos dice que x’ es el opuesto de x. Ul

1.3.3. Si V es un espacio vectorial, entonces los subconjuntos {0} y V de V son subespacios de V'
—la verificacion de las condiciones de la definicion 1.3.1 es inmediata en los dos casos. Estos son los
subespacios triviales de V. Casi siempre escribiremos simplemente 0 al subespacio {0}. Llamamos
al subespacio 0 el subespacio nulo de V', llamamos al subespacio V de V el subespacio impropio
de V' y decimos que todos los demds son subespacios propios.

1.3.4. Ejemplos.
(a) Sean e Nysea V =k”. Es facil ver que los siguientes subconjuntos de V' son subespacios
de V:

U1:{(X1,...,xn)te V:xlz()})
U2={(x1,...,xn)teV:x1+...+xn=0}’
Uy ={(x1,...,%n)" € Vix) = x3,%3 = x4}.

(b) Sea X = (0,1) el intervalo unidad abierto de R y sea V' = R¥ el espacio vectorial real de todas
las funciones X — R, como en el Ejemplo 1.2.4(a). Los siguientes subconjuntos de V son



subespacios de V:

Up={f€eV:fescontinua},
U, = {f € V : f tiene derivada en todo punto de X},
U; = {f € V: f tiene derivada en todo punto de X y f’ es continua en X},

Us={feV:fescontinuay f(3) = 0},
U5:{feV:fescontinuayfjff(x)dx:0}. S

1.3.5. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial.
(i) Si Uy y U, son subespacios de V, entonces la interseccion Uy N U, también lo es.
(ii) Mds generalmente, si {U; : i € I} es una familia arbitraria de subespacios de V, entonces la
interseccion My U; es un subespacio de V.

Demostracion. Basta que probemos la segunda parte, ya que contiene a la primera como un caso
particular. Sea entonces {U; : i € I} una familia de subespacios de V' y pongamos U = ;¢ U;.
Para ver que U es un subespacios de V, verificamos una a una las condiciones de la definicién 1.3.1:

o Siiel, entonces 0 € U;, porque U; es un subespacio de V, y entonces 0 € (;c; U; = U.

o Sean x e y dos elementos de U. Si i € I, entonces x e y estan en U;, yaque U € U, y
entonces x + y € U;, porque U; satisface la condicion (S,). Esto nos dice que x + y € U.

o Seanaekyx e U.Siielentoncesx € U;y, como U; es un subespaciode V, a - x € U;.
Vemos asique a-x € ;g U; = U.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

1.3.6. A diferencia de lo que ocurre con la interseccidon de subespacios de un espacio vectorial, la
union de subespacios no es en general un subespacio. De hecho, vale la siguiente observacion:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sean Uy y U, dos subespacios de V. La union Uy U U, es
un subespacio de V si y solamente si coincide con U} o con Us.

Notemos que esto ultimo ocurre exactamente cuando o bien U; € U, o bien U, ¢ Uj.

Demostracion. Si Uyu U, coincide con Ui o con Uy, es claro que se trata de un subespacio. Veamos
la implicacién reciproca. Supongamos que U; U U, es un subespacio de V y que ni Uj no esta
contenido en U, ni U, estd contenido en U,. Existen entonces vectores x € Uy \ Uy e y € Uy \ Uy.
Como ambos perteneces a U; U U, y esta union es un subespacio de V, se sigue de esto que
x + y € Uy U U,. Esto es absurdo: si x + y € U, entonces y = (x + y) — y € Uy, contradiciendo la
eleccionde y,ysix + y € Uy, x = (x + y) — y € U,, contradiciendo la de x. O]



§4. Combinaciones lineales

1.4.1. Sea V un espacio vectorial. Si S € V' es un subconjunto de V, decimos que un vector v € V
es combinacion lineal de los elementos de S si existen n € Ny, elementos xj, ..., x, de S y escalares
a, ..., an € k tales que

X=aixy+ -+ apXy.

En esta definicion permitimos que # sea igual a 0: como una suma de cero elementos de V tiene
valor 0, esto significa que el elemento 0 de V' es una combinacion lineal de los elementos de S.
Escribimos (S) al conjunto de todos los elementos de V' que son iguales a una combinacion lineal
de elementos de S. Cuando S = {xy, ..., x, }, escribimos (xi, ..., x,) en lugar de ({x1,...,x,}).

1.4.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si S y T son subconjuntos de V' y S € T, entonces se
tiene que (S) € (T).

Demostracion. En efecto, si S € T € V, entonces todo vector de V que es combinacion lineal de
elementos de S es, claramente, combinacidn lineal de elementos de T. O

1.4.3. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial. Si S es un subconjunto de V, entonces el sub-
conjunto (S) es un subespacio de V que contiene a S.

En vista de esto, tiene sentido que llamemos a (S) el subespacio generado por S.

Demostracion. Sea S € V un subconjunto. Como siempre, verificamos cada una de las condiciones
de la definicién 1.3.1:

+ Que 0 es un elemento de (S) es consecuencia de la observacion hecha en la definicién 1.4.1.

o Supongamos que x e y son dos elementos de (S), de manera que existen 1, m € Ny, elementos
Xly-esXn € Y15 ..., Ym de Sy escalares ay, ..., an, by, ..., by, € ktales que x = ajx; +--- + apx,
ey=biy1+-+bmym Pongamos z; = x;yc; = a; paracadai € [n]yzi= yinyci =bi_n
paracadaie {n+1,...,n+ m}. Tenemos entonces que

X+y=axi+-+anXy +biyi+ -+ b ym = 121+ + CnimZnim»

y esto muestra que x + y es una combinacion lineal de elementos de S, esto es, que es un
elemento de (S).

o Sean a e ky x € (S), de manera que existen n > 0, x1, ..., X, € S y escalares ay, ..., a, €k
tales que x = a;x; + -+ + a,x,. Como

a-x=a-(ax;+-+ayxy) = (aa))x + -+ (aay)xn,

vemos que 4 - x es una combinacion lineal de elementos de S y, entonces, que estd en (S).

Para terminar, nos queda probar que S < (S), pero esto es inmediato: si x € S, entonces x =1- x
y esto muestra que x es una combinacion lineal de elementos de S. O]



1.4.4. Ejemplos.

(a)

(b)

(©)

(d)

Seasean € N,sea V = k" yparacada i € [n] escribamos e; al elemento
1

de k" cuyas componentes son todas nulas salvo la i-ésima, que es igual a 1. El conjunto
S ={e1,...,en} generaa V. En efecto, si x = (x,...,x,) es un vector de V, entonces
claramente vale que

X =X1e1+ -+ Xu€y.

Sea k[ X] el espacio vectorial de los polinomios en la variable X con coeficientes en k. El
conjunto S = {X' : i € Ny} de los monomios genera a k[ X] como espacio vectorial: en
efecto, por la definicién misma de lo que es un polinomio, todo elemento de k[ X] es una
combinacion lineal de elementos de S.

Sea X un conjunto y sea V = kX el espacio vectorial de todas las funciones X — k. Para cada
x € X sea §, : X — kla funcidn tal que

1, siy=x;
0x(y) = .
0, en cualquier otro caso.
Sea, finalmente, S = {8, : x € X}. Afirmamos que

el conjunto S genera a 'V si y solamente si el conjunto X es finito.

Para ello, supongamos primero que X es finito, sea n el numero de sus elementos y sean
X1, ..., X sus elementos. Si f € V, entonces es inmediato verificar que

f=f(x1)8x + -+ f(xn)0x,

y esto nos dice que f € (S). Asi, S genera a V en este caso.

Supongamos ahora que X es infinito y mostremos que S no generaa V. Sea f : X — kel
elemento de V tal que f(x) =1 para cada x € X y, para llegar a un absurdo, supongamos que
f €(S), de manera que existen elementos xj, ..., x, € X y escalares ay, ..., a, € k tales que

f=a16x, ++anly,. (2)

Como estamos suponiendo que X es infinito, existe un elemento x € X distinto de todos los
elementos xj, ..., x, y entonces evaluando ambos lados de la igualdad (2) en x vemos que

1= f(x) = (a10, + -+ andyx,)(x) = 0.

Esto, por supuesto, es absurdo, y podemos concluir que V' 2 (S).

Si V es un espacio vectorial nulo, entonces V = (). En efecto, sabemos que (&) es un
subespacio de V, asi que necesariamente contiene al elemento cero de V' y, como ése es de
hecho el tinico elemento de V, vale la igualdad que afirmamos. O
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1.4.5. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial, sea U un subespacio de V' y sea S un subconjunto
de V. El subespacio (S) estd contenido en U si y solamente si S € U.

Demostracién. Si (S) ¢ U, entonces S € U, ya que sabemos que S < (S): esto nos dice que la
condicion del enunciado es necesaria. Veamos que es suficiente.

Supongamos que S € U, sea x € (S) y mostremos que x € U. Como x es combinacién lineal
de elementos de S, existen n € No, x1,..., x, € Sy ay, ..., a, € k tales que x = ayx; + -+ + a,xy,.
Para cada i € [n] tenemos que a;x; € U, yaque x; € S € U y U es un subespacio, y entonces,
juntando todo, vemos que x = ajx; + -+ + a,X, € U, como queriamos. O

1.4.6. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si S es un subconjunto de V, entonces el subespacio
(S) es el menor subespacio de V que contiene a S y, de hecho, coincide con la interseccién de todos
los subespacios de V' que contienen a S,

(s)= N v.

u<v
ScU

Demostracion. Llamemos W a la interseccion que aparece en el enunciado. Como es una intersec-
cion de subespacios de V, la Proposicion 1.3.5(ii) nos dice que W es un subespacio, y como todos
los subespacios que aparecen en la interseccién contienen a S, tenemos que S € W.

Afirmamos que W es el menor subespacio de V' que contiene a S: en efecto, si U es otro
subespacio de V que contiene a S, entonces U es uno de los espacios que aparecen en la interseccion
que define a W'y, en consecuencia, es W ¢ U.

En particular, como (S) es un subespacio de V que contiene a S, esto nos dice que W ¢ (S).
Por otro lado, como W contiene a S, la Proposicion 1.4.5 nos dice que (S) € W. Vemos asi que
(S) = W y esto completa la prueba de la proposicion. O

§5. Dependencia e independencia lineal

1.5.1. Sea V un espacio vectorial sobre k y sea S un subconjunto de V. Decimos que S es lineal-
mente dependiente si existen un entero positivo #n € N, elementos xj, ..., x, de S distintos dos a
dos y escalares ay, ..., a, € k, no todos nulos, tales que a;x; + --- + a,x, = 0, y decimos que es
linealmente independiente en caso contrario. Observemos que el subconjunto vacio @ de V es
linealmente independiente.

1.5.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial.
(i) SiSc TcVysSeslinealmente dependiente, entonces T es linealmente dependiente.
(ii) SiSc T cVyT eslinealmente independiente, entonces S es linealmente independiente.
(iif) SiSC V y0¢eS, entonces S es linealmente dependiente.
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Demostracion. (i) Sean Sy T subconjuntos de V tales que S € T'y S es linealmente dependiente.
Existen entonces n € N, xy, ..., x,, € S distintos dos a dos, y escalares ay, ..., a, € k no todos nulos
tales que ajx; + -+ + ap,x, = 0. Como S ¢ T, cada uno de los vectores xj, ..., x, estaen T, y es
claro que esto implica que T es linealmente dependiente.

(ii) Esta afirmacion es la contrarreciproca de la de (i).

(iif) Si S € V contiene a 0, podemos tomar n =1, x; = 0 y a; = 1: como a;x; = 0 en ese caso, el
conjunto S es linealmente dependiente. O

1.5.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Un subconjunto S de V' es linealmente independiente
si y solamente si satisface la siguiente condicion:

cada vez que Xy, ..., x,, son elementos de S distintos dosa dos y ay, ..., a, € k son
escalares tales que ayx; + --- + a,x, = 0, se tiene que de hecho a = --- = a, = 0.

Demostracion. En efecto, la condicién que aparece en el enunciado dice simplemente que el
conjunto no es linealmente dependiente. O

1.5.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea S € V un subconjunto. Las siguientes dos
afirmaciones son equivalentes:

(a) Elconjunto S es linealmente dependiente.

(b) Existex € S tal que x € (S~ {x}) y (S~ {x}) = (S).

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que S es linealmente dependiente, de manera que existen
un entero positivo n € N, vectores x, ..., x, € S distintos dos a dos y escalares ay, ..., a, € k no
todos nulos, tales que

aix;+ -+ apx, =0. (3)

Como los escalares no son todos nulos, existe i € [n] tal que a; # 0y entonces de la igualdad (3)
vemos que

xi = (—a;'a)x + -+ (—a;ta;)xi + - + (—a; an) X

Los vectores xj, ..., X, ..., X, que aparecen aqui a la derecha estdn todos en S \ {x;}, asi que
xi € (S~ {x;}). Esto prueba lo que queremos.

(b) = (a) Supongamos que existe x € S tal que x € (S \ {x}), de manera que existen n € Ny,
Xi> ..oy Xp €SYyay, ..., a, €k tales que

X =aixy+ -+ ApXy. )

De entre todas las elecciones posibles de n, de los vectores x, ..., x,, y de los escalares ay, ..., a,,
que generalmente son muchas, quedémonos que alguna que tiene n minimo. En ese caso, los
vectores Xxi, ..., X, son distintos dos a dos: en efecto, si no fuese el caso y tuviéramos, por ejemplo,
que x1 y x; son iguales, tendriamos que x = (a; + d2)x; + asx3 + -+ + anX,, contradiciendo la
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minimalidad de n. Por otro lado, como esos 1 vectores estin en S \ {x}, son todos distintos de x
Y, en consecuencia, vemos que los n + 1 vectores x, xi, ..., X, son distintos dos a dos.
De la igualdad (4) se deduce que

(-Dx+ax1++apx, =0

y, como los n + 1 vectores que aparecen aqui estan en S y son distintos dos a dos y claramente no
todos los coeficientes son nulos, esto muestra que S es linealmente dependiente. O

1.5.5. Lema. Sea V un espacio vectorial, sea S un subconjunto de V linealmente independiente y
sea x € V \ 8. El conjunto S U {x} es linealmente independiente si y solamente si x € V \ (S).

Demostracién. Supongamos primero que el conjunto S U {x} es linealmente dependiente, de
manera que existen n € N, elementos x;, ..., x, € SU {x} distintos dos ados y escalaresay,...,a, €k
no nulos tales que

axy+ -+ apx, =0. (5)
No puede ser que todos los vectores xy, ..., x, sean distintos de x: en ese caso estarian todos en S
y esto es imposible ya que S es linealmente independiente. Podemos suponer, entonces, que x; = x
y de (5) deducir que
a a
X=x1= (——2) +o (——2) €(S).
ay ay

Para probar la implicacion reciproca, supongamos ahora que x € (S), de manera que exis-
ten n € Ny, elementos x, ..., x, € S distintos dos a dos y escalares ay, ..., a, € k tales que

X = ajx; + -+ + ayx,. Como x no pertenece a S por hipotesis, los n + 1 vectores x, x1, ..., X,

de S U {x} son distintos dos a dos y, como claramente (—1)x + a;x; + -+ + a,x, = 0, el conjunto

S u {x} eslinealmente dependiente. O
§6. Bases

1.6.1. Sea V un espacio vectorial. Decimos que un subconjunto % de V es una base de V si
+ 2 es un conjunto linealmente independiente, y

o % generaa V, de manera que V = (A).

1.6.2. La siguiente proposicion explicita las propiedades mas importantes que tienen las bases de
un espacio vectorial:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si 9 es un subconjunto de V, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(a) A esunabasedeV.
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(b) % es un conjunto linealmente independiente y es maximal con esta propiedad: todo sub-
conjunto S de V tal que 28 ¢ S es linealmente dependiente.
(c) B generaaV y es minimal con esta propiedad: ningiin subconjunto propio de 9 generaa V.

Demostracion. Sea %8 un subconjunto de V.

(a) = (b) Supongamos que # es una base de V. En vista de la definicion 1.6.1, el conjunto %
es linealmente independiente. Mostremos que es maximal con esta propiedad.

Sea S € V un subconjunto tal que S 2 %, de manera que existe algun vector x € S \ %. Como
2 es una base de V, genera a V y entonces x € (#). Como x € S \ 4, es claro que # € S \ {x}
y, en consecuencia, que x € (%) € (S \ {x}). La Proposicién 1.5.4 nos dice, entonces, que S es
linealmente dependiente.

(b) = (c) Sea # un subconjunto de V linealmente independiente y maximal con esta propie-
dad. Veamos que # genera a V' y que es minimal con esta propiedad.

Seax € V. Six € A, es claro que x € (A), asi que supongamos que no es ése el caso. Entonces
2B U {x} esun subconjunto de V que contiene propiamente a % y la maximalidad de este ultimo
implica que # U {x} es un conjunto linealmente dependiente. Existen entonces # € N, vectores

X1, ..., Xn € B U {x} distintos dos a dos y escalares ay, ..., a, € k no nulos tales que
a1xy+ -+ apx, = 0. (6)
Observemos que no puede ser que todos los vectores xj, ..., x,, pertenezcan a %, porque este

conjunto es linealmente independiente: uno de ellos es entonces igual a x y, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que, de hecho, es x; = x y, por lo tanto, que los otros vectores
X2, ..., X, pertenecen a A. En ese caso, la igualdad (6) implica que

xX=x = aflazxz +ot al_lanxn € (A).

Esto muestra que (%) = V, esto es, que & genera a V, como queriamos.

Sea ahora T un subconjunto propio de % y supongamos que T generaa V. Como T ¢ %,
existe un vector x € Z\ T,ycomo x € V = (T), existen n € Ny, vectores xy, ..., x, € T distintos
dos a dos y escalares ay, ..., a, € k tales que x = a;x; + -+~ + a,x,,. Esto nos dice que

@mxy+ o+ apxy + (-1)x = 0. )

Como los vectores xj, ..., X, son distintos dos a dos y son todos distintos de x, ya que estan
en Ty x no, y los escalares que aparecen en la combinacién lineal (7) no son todos nulo, vemos
asi que el conjunto & es linealmente dependiente. Esto es absurdo, ya que contradice nuestra
hipotesis sobre Z. Esta contradiccion provino de suponer que T, que es un subconjunto propio
de &, generaa V,y prueba, entonces, que & es un subconjunto generador minimal de V, como
queriamos.

(c) = (a) Sea # un subconjunto de V que genera a V y que es minimal con esa propiedad.
Para ver que se trata de una base, alcanza con que mostremos que es linealmente independiente.
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Supongamos, para llegar a una contradiccién, que no lo es. La Proposiciéon 1.5.4 nos dice
entonces que existe x € Z tal que (Z \ {x}) = (#) y esto es absurdo, ya que en ese caso S \ {x}
es un subconjunto propio de % que genera a V. Esto completa la prueba de la proposiciéon. [

1.6.3. Decimos que un espacio vectorial V es finitamente generado si existe un subconjunto finito
S € V que generaa V, esto es, tal que V = (S). Si V satisface esta condiciéon podemos mostrar
que V posee una base:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si V es finitamente generado, entonces V posee una base
finita. Mds precisamente, si S es un subconjunto finito de V' que lo genera, entonces existe una base
de V contenida en S.

Demostracién. Sea S = {xj,...,x,} un subconjunto finito de V tal que (S) = V. Claramente S
posee subconjuntos que generan a V —por ejemplo, S mismo es uno de ellos— y entonces hay un
subconjunto T de S de cardinal minimo entre todos ellos: esto es, existe un subconjunto T de S
que genera a V' y tal que todo subconjunto de S con menos elementos que T no generaa V. En
particular, ningun subconjunto propio de T genera a V', de acuerdo a la Proposicién 1.6.2, esto
significa que T es una base de V. O

§7. Dimension

1.7.1. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea n € Ny. Si V posee una base que tiene n elementos,
entonces todo subconjunto de V con mas que n elementos es linealmente dependiente.

Demostracién. Supongamos que % = {x1,...,X,} esuna basede V,sea T = {y1,..., ¥} un
conjunto linealmente independiente de m elementos y supongamos, para llegar a un absurdo,
que m > n. Mostremos que para cada r € {0, ..., n} vale que

existen indices iy, ..., in—, € [n], distintos dos a dos, tales que el conjunto ®)

{1, s ¥r> Xip» ... Xi,_, } es una base de V.

Para hacerlo, procedemos por induccién en r. Notemos que cuando r = 0 no hay nada que probar,
ya que basta tomar i; = j para cada j € [n].

Sea entonces 7 € {0,...,n — 1} y supongamos que existen indices iy, ..., in_, € [n], distintos
dos a dos, tales que el conjunto S = {y1,..., yr, Xi,...,Xi, ,} es una base de V. Como este
conjunto es una base, sabemos que existen escalares ay, ..., a;, by, ..., by, € k tales que

Yre1 = Q11+ Aryr + bixi 4+ by, )

No puede ser que todos los escalares by, ..., b,_, sean nulos: de ser ése el caso, a partir de la
igualdad (9) obtendriamos una combinacién lineal nula no trivial de elementos del conjunto T,
que es linealmente independiente. Asi, alguno de esos escalares es no nulo y, sin pérdida de
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generalidad, podemos suponer que se trata del ultimo, b,,_,. De la igualdad (9), entonces, podemos
deducir que

Xin_, = (—bal )}’1 ot (— & ))’r + L)’r+1 + (—bi)x,-1 ot (—bg;:l)xin_,_l.

n—r by-r bn-r n—r

Sea S = {y1,..., ¥r+1, Xi;» - - -» Xi,_,_, }- La tltima igualdad nos dice que x,,_, € (S") y entonces que

(8') = (80 {xur}) = (SU () 2(8) = V.,

de manera que S’ genera a V. Para ver que S’ es una base nos resta probar que es linealmente
independiente. Sean entonces ¢y, ..., ¢r41, d1, - .., dy—r—1 € Kk escalares tales que

ayi+ -+ CrpYra + dixi + -+ dp_pixi, . = 0. (10)

Ahora bien, si en esta igualdad usamos la igualdad (9) para eliminar y,.;, vemos que

Y1+ -+ Cryr+ cr+1(a1y1 +otapyr+bixg + 4 b,,_,xinfr)

+dixi, ++dpp1xi, ,, =0

Y, agrupando términos, que

(Cl + Cr+1611))/1 +ot (Cr + Cr+1ar)yr + (Cr+1b1 + dl)xil +oet (Cr—lbn—r—l + dn—r—l)xi,,_r_l

+ cr+1bn,x,-n_, = 0.

Como el conjunto S es linealmente independiente, esto nos dice que los coeficientes que aparecen
en esta combinacion lineal son todos nulos, esto es, que valen las igualdades

CL+ Cr1G1 = -+ = Cr + Crdr = 0,
crabi+dy = =crabp 1 +dy =0,
Cra1bp—r = 0.

Recordando que el escalar b,_, no es nulo, la ultima de estas ecuaciones nos dice que ¢,4; =0y,
usando eso, todas las otras nos dicen que ¢; = - = ¢, =0y que d; = -+ = d,_,_1 = 0. Asi, hemos
concluido que todos los coeficientes que aparecen en la combinacién lineal (10) son nulos: esto
significa que el conjunto S’ es linealmente independiente, como queriamos probar.

Esto completa la induccién que prueba nuestra afirmacion (8). En particular, si tomamos r = n
ahi, vemos que el conjunto {1, ..., y,} es una base de V. Ahora bien, esto significa, entre otras
cosas, que existen escalares ey, ..., e, € k tales que y,41 = e1y1+:-+€, ¥, y esto es absurdo ya que el
conjunto T es linealmente independiente. Esta contradiccion muestra que nuestra hipdtesis de que
m es estrictamente mas grande que #n no puede satisfacerse y, en consecuencia, la proposiciéon. [l

1.7.2. La afirmacién (8) en la que basamos la prueba de esta proposicion es conocida como el
Lema de Intercambio de Steinitz, por Ernst Steinitz (1871-1928).
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1.7.3. La consecuencia mas importante de la Proposicion 1.7.1 es el siguiente resultado, que es
fundamental en todo lo que sigue:

Teorema. Sea V' un espacio vectorial. Si V posee alguna base finita, entonces todas sus bases son
finitas y tienen el mismo niimero de elementos.

Demostracién. Supongamos que & = {x1,...,x,} es una base finita de V con n elementos y
que A’ es otra base cualquiera de V. Si &’ tiene mds que n elementos, podemos elegir n + 1
vectores y1, ..., Yn+1 distintos dos a dos en #’ y, en consecuencia, el conjunto {y1, ..., Y41} €s
linealmente independiente: esto es absurdo, ya que contradice a la Proposicién 1.7.1. Vemos asi
que el conjunto %’ es necesariamente finito y que tiene a lo sumo # elementos. Esto prueba la
primera afirmacién del teorema. Intercambiando los roles de Z y de %’ en el razonamiento que
acabamos de hacer, vemos que también prueba la segunda afirmacién. O

1.7.4. Decimos que un espacio vectorial V tiene dimension finita si posee una base finita y, en ese
caso, que el cardinal de esa base es la dimension de V, que escribimos dim V; en caso contrario
decimos que V tiene dimension infinita. El Teorema 1.7.3 nos dice que todas las bases de un espacio
vectorial de dimensidn finita tienen la misma cantidad de elementos, asi que la definicion de la
dimension tiene sentido.

1.7.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si V tiene dimension infinita, entonces existe un
subconjunto S € V infinito y linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que V no tiene dimension finita y mostremos inductivamente que

existe una sucesion (S;) ;o de subconjuntos de V linealmente independientes
y tales que para cada i € Ny el conjunto S; tiene exactamente i elementos y (11)
Si & Sis1-

Empezamos poniendo Sy = &, que es un subconjunto finito linealmente independiente de V' con
0 elementos. Para continuar, supongamos que # € Ny y que ya construimos el conjunto S,,. Como
Sy es finito, no puede ser que (S, ) sea igual a V, porque en ese caso S,, contendria, de acuerdo a la
Proposicion 1.6.3, una base de V' y ésta seria finita, contradiciendo nuestra hipdtesis sobre V. Asi,
existe un vector x € V \ (S,,) y podemos considerar el conjunto S,.1 = S, U {x}, que claramente
contiene a S,. Como x ¢ (S,), en particular x ¢ S, y, en consecuencia, el conjunto S, tiene n + 1
elementos. Veamos que S, es linealmente independiente. Para ello, supongamos que, por el
contrario, existen elementos xj, ..., xix de S, distintos dos a dos y escalares ay, ..., a; € k no
nulos tales que

ayxy + -+ agx, = 0. (12)

Los vectores x7, ..., x; no pueden ser todos distintos de x, porque en ese caso pertenecerian todos
a S, ylaigualdad (12) nos dirfa que S, es linealmente independiente. Sin pérdida de generalidad,
entonces, podemos suponer que Xx; = X y, en consecuencia, que xa, ..., Xx € S,. Se sigue entonces
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de (12) que

X=x= (—Z—j)xz +oe (—%)xk € (Sn),

y esto es imposible en vista de la forma en que elegimos el vector x. Esta contradiccion nos dice
que no puede ser que S, sea linealmente dependiente, asi que es linealmente independiente.
Todo esto prueba la afirmacion (11). Para probar la proposicion, consideremos el conjunto
S = Uns1 Sn» que es infinito, y mostremos que es linealmente independiente.
Sino lo fuese, existirian elementos y;, ..., yx € S distintos dos a dos y escalares by, ..., by € k
no nulos tales que

biyi+-+bry =0. (13)

Ahora bien, para cada i € [k] existe m; € Ny tal que y; € Syn;, y podemos considerar el entero
m = max{my, ..., my}. Se sigue de (11) que yy, ..., yx € Sy, y entonces la igualdad (13) implica
que el conjunto S,, es linealmente dependiente. Esto es absurdo. O

1.7.6. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n. Si U es un subespacio de V,
entonces U tiene dimension finita y vale que dim U < dim V.

Demostracion. Sea U un subespacio de V' y supongamos que no tiene dimension finita. La
Proposicién 1.7.5 nos dice que entonces existe un subconjunto S € U infinito y linealmente
independiente. Como S esta contenido en V, esto es absurdo en vista de la Proposicion 1.7.1.
Vemos asi que U tiene que ser necesariamente de dimension finita. Sea % una base de U.
Como 4 es un subconjunto linealmente independiente de V, la Proposicion 1.7.1 afirma que tiene
a lo sumo 7 elementos, y esto significa precisamente que dim U < dim V. O]

1.7.7. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y consideremos un subconjunto
S={x1,...,x,} de V de exactamente n elementos. Si S es linealmente independiente o si S genera
a 'V, entonces S es una base de V.

Demostracion. Supongamos primero que S es linealmente independiente. Si no es una base, la
Proposicién 1.6.2 nos dice que existe un subconjunto T de V' que contiene estrictamente a S y
que es linealmente independiente y, en vista de la Proposicién 1.7.1, esto es imposible, ya que este
conjunto T tiene mas que # elementos.

Supongamos ahora que S genera a V. Si S no es una base, la Proposicion 1.6.2 implica que
existe un subconjunto propio T de S que genera a V', segiin Proposicion 1.6.3, este conjunto T
contiene una base % de V. Claramente, esta base # tiene menos elementos que S, y esto es
absurdo, ya que dim V' = n. Asi, el conjunto S debe ser una base, como queriamos. O]

1.7.8. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finitan. SiO <r<ny{xy,...,x } es
un conjunto con r elementos que es linealmente independiente, entonces existen vectores x,.1, ..., Xp
en V tales que {xy,...,x,} es una base de V.
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Demostracién. Sear € {0,...,n—1} ysea S = {x,...,x,} un subconjunto linealmente inde-
pendiente de V de r elementos. Claramente existen subconjuntos linealmente independientes
de V que contienen a S —por ejemplo, el conjunto S mismo— y todos ellos tienen a lo sumo n
elementos, de acuerdo a la Proposicion 1.7.1. Podemos entonces considerar el nimero m € Ny
maximo con la propiedad de que hay en V un subconjunto linealmente independiente T con m
elementos y tal que S ¢ T Por supuesto, es m < n.

Fijemos un tal subconjunto T linealmente independiente de V' con m elementos y que contiene
a S, y supongamos que es m < n. El conjunto T no puede generar a V: si lo generase, seria una
base de V' con menos de n elementos, lo que es imposible. Existe entonces un vector x € V.~ (T) y,
de acuerdo al Lema 1.5.5, el conjunto T" = T U {x} es linealmente independiente. Esto es absurdo,
ya que T’ contiene a S y tiene mds que m elementos, contradiciendo la forma en que elegimos al
ndimero m. Asi, no puede ser que m sea menor que 7 y, en consecuencia, es m = .

Basta entonces que elijamos como X4y, ..., X, alos n — r elementos del conjunto T \ § para
obtener la conclusion del enunciado. O]

1.7.9. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea U un subespacio de V.
(i) EsU =V siysolamente sidim U = dim V.
(ii) Es U = 0 si y solamente si dim U = 0.

Demostracion. (i) La condicion es evidentemente necesaria. Para ver que es suficiente, suponga-
mos que dim U = dim V y sea %8 una base de U. Se tiene entonces, por supuesto, que (%) = U; por
otro lado, como # es un subconjunto linealmente independiente de V con cantidad de elementos
igual adim V, genera a V' vy, en consecuencia, (%) = V. Asi, es U = V, como queremos.

(i) Sabemos que la dimensién de un espacio nulo es 0. Reciprocamente, si dim U = 0, entonces
el conjunto vacio & genera a U y esto es posible solamente si U = 0. O

1.7.10. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Si (F,),eN es una sucesion de
subespacios de V tales que

o obien F, C F,y; para todor € N
o o bien F, 2 F,y; para todo r € N,

entonces existe ro € N tal que F, = F,, para todo r > r.

Demostracion. HACER. O
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§8. Coordenadas y cambio de base

1.8.1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea & = (x1, .. ., X, ) una base ordenada
de V. Para cada x € V existen escalares ay, ..., a, € k tales que x = a;x; + --- + a,x,, y estos
escalares estdn univocamente determinados por x: llamamos al vector (ay, ..., a,)" € k" el vector
de coordenadas de X con respecto a la base # y lo denotamos [ x| .

La observacion mas importante sobre esta construccion es la siguiente:

Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y sea % una base ordenada de V.
La funcion cz : x € V > [x]5 € k™ es una biyeccién.

Demostracién. Consideremos la funcién d : k" — V tal que paracadaa = (4ay,...,4a,) € k" es
d(a) = a1x1 + -+ + a,x,. Para probar la proposicion es suficiente que mostremos que ¢ y d son
funciones mutuamente inversas.

e Sixe Vycyg(x)=(ay,...,an), entonces de la definicién misma de la funcién c se sigue
que d(cp(x)) = aix) + - + apx, = x.
o Porotrolado,sia = (ay,...,a,) €k" yxeselvectord(a) = ajx; +---+a,x, de V, entonces
claramente c»(d(a)) = cx(x) = a.
Vemos asi que d o ¢ = idy y que ¢ o d = idg», como queriamos. d
1.8.2. Sea V un espacio vectorial de dimension finitanysean B = (x1, ..., xy) Y B = (Y1, -» ¥n)
dos bases ordenadas de V. Para cada i € [n] sabemos que existen escalares ¢y ;, ..., ¢,,; € k tales
que x; = €1,; Y1+ + Cn,i Y1, Y podemos entonces considerar la matriz

1,1 " CLm
C(B,% )=+ -~ + |eMy(k),

Cnl " Cum

a la que llamamos matriz de cambio de base de 7 a %': sus columnas de esta matriz son lso
vectores de coordenadas de los elementos de la base % con respecto a la base %'

1.8.3. La razdn por la que nos interesamos en esta matriz es que permite expresar las coordenadas
de un vector cualquiera de un espacio vectorial con respecto de una base en términos de sus
coordenadas con respecto a otra:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sean B y B’ dos bases ordenadas
de V. Para cada x € V se tiene que

[x]z = C(A, «%ﬂ) [x]2
, de hecho, la matriz C(%, B') es la unica con esta propiedad.

Demostracion. Supongamos que B = (x1,...,X), B = (15> yn) y C(B, B") = (ci,j), de
manera que para cada i € [n] se tiene que

Xi=CLiY1+ "+ Cn,ili-
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yseax € Vy[x]g=(ay...,a,). Tenemos entonces que

X = axg+ o+ ApXy
= ar(cLyr+ o+ Cuayn) +o F an(CLuyr+ o+ Conyn)
= (cppa1 + -+ cLpan) 1+ + (Cna@1+ -+ Cunn) Yn
y esto significa que para cada i € [n] la coordenada i-ésima de x con respecto a la base %’
es precisamente la componente i-ésima del vector C(%, %’) - [x]#. Esto prueba la primera
afirmacion de la proposicion.
Para ver la segunda, basta observar que si A € M, (k) es una matriz tal que [x]z = A- [x]%

para todo x € V, en particular se tiene que —como el vector de coordenadas [x;] # es el i-ésimo
vector e; de la base ordenada estandar de k" — la columna i-ésima de A es

A-ei=A-[xi]z = [xilw,
Vemos asi que la matriz A es entonces la matriz C(%, #'). O

1.8.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n.
(i) Si P es una base ordenada de V, entonces C(%, B) = I,,, la matriz identidad de M ,, (k).
(ii) Si B, B’y B" son bases ordenadas de V, entonces

C(B,B")=C(H ,B") C(B,%").
(iii) Si By B’ son bases ordenadas de V, entonces la matriz C(B, B') es inversible y
C(B,B)"'=C(H,B).

Demostracién. La primera afirmacion es evidente. Veamos la segunda: sean B = (xy,...,x,),
B = (Y1s-..syn) Yy B" = (21,...,2a) tres bases ordenandas de V, y sean C(%4, #') = (a; ;) y
C(#',#") = (b;,;) las matrices de cambio de base de # a A’ y de A’ a A", respectivamente.
Esto significa que paracada i € [n] es

Xi=auiy1t -+ aniyn

Yi= bl,,-zl + e+ bn,iZn-
Usando esta segunda igualdad en la primera vemos que para cada i € [n] se tiene, de hecho, que

Xi=ayiy1+ -+ an,iYn
= al,i(bl,lzl + -+ bn)lzn) + -+ an,i(bl,nzl + -+ bn,nzn)
= (bl,lal,i +oeeet bl,nan,i)zl +eeet (bn,lal,i +oeeet bn,nan,i)zn'
Vemos asi que el vector de coordenadas de x; con respecto a la base %" es la i-ésima columa

de la matriz C(#', B") - C(AB, B") y, entonces, que esta matriz coincide con C(A, B"), como
afirma la parte (ii) de la proposicién.
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Para ver la tltima parte, sean Z y %’ dos bases ordenadas de V. De acuerdo a lo que ya
probamos, se tiene que

C(#,B)-C(B, B =C(B,B) =1,

C(B.2)-C(#,B) = C(#, B = 1,

y entonces es claro que las matrices C(%, #’) es inversible y que que C(%, #')™' = C(#', A).
La proposicion que asi probada. O

1.8.5. De acuerdo a la Proposicion 1.8.4(iii), la matriz de cambio de base entre dos bases ordenadas
de un espacio vectorial de dimensidn finita es una matriz inversible. Es ttil muchas veces saber
que, de hecho, toda matriz inversible aparece de esta forma, en el siguiente sentido:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n. Si 9 es una base ordenada de V' y

C € GL, (k) es una matriz inversible, entonces existe una y sélo una base ordenada %' de V tal que
C(B,4")=C.

Demostracion. HACER. O

§9. Sumas de subespacios

1.9.1. Sea V un espacio vectorial. Sin >0y Uy, ..., U, son subespacios de V, entonces denotamos
Up+--+ Uy, 0 X1, U; yllamamos suma de los subespacios Uy, ..., U, al subespacio de V generado
por la unién Uy U --- U Uy, esto es, ponemos

U +-+ U, =(Uyu---uUy,).

1.9.2. De acuerdo a la definicion, la suma de una familia de subespacios es el conjunto de las
combinaciones lineales de los elementos de la unidn de éstos. La descripcién alternativa de esta
suma dada en la siguiente proposicion es muchas veces util:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Sin >0y Uy, ..., U, son subespacios de V, entonces
Up+-+U,={x1++x,:x1€Up,...,x € Uy}.

Demostracion. Escribamos T al conjunto que aparece a la derecha en la igualdad que tenemos
que probar. Para ver que coincide con Uj + - + Uy, es decir, con (U U --- U U, ), mostraremos que
es un subespacio de V que contiene a U; U --- U U, y que es el menor subespacio de V' con esta
propiedad: en vista de la Proposicion 1.4.6, esto es suficiente.

Primero, veamos que el subconjunto T es un subespacio de V:

e ComoOe€ T;paracadaic[n],es0=0+---+0¢T.
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o Sean x e y dos elementos de T, de manera que para cada i € [n] existen x; e y; en U; tales
quex =x;+:-+X,ey=y +-+ y, Entonces

x+y=(x+-+x)+(On++yn)=(a+n)++xn+yn)

y esto nos dice que x + y estaen T, ya que x; + y; € U; paracada i € [[n]]
o Sean a € k yx € T. Existen entonces x; € Uy, ..., x, € Uy tales que x = x1 + - + X, Yy, en
consecuencia,

a-x=a-(x1+-+x,)=ax ++axy,.

Como ax; € U; para cada i € [n], esto muestra que ax € T.

Para terminar, veamos que T es el menor subespacio de V que contiene a U;U---U U,: supongamos
que W es un subespacio de V que contiene a U;U---uU, y mostremos que necesariamente también
contiene a T. Ahora bien, si x € T, entonces existen x; € Uy, ..., x, € Uy, tales que x = x1 + --- + x,
y, como U; € W para cada i € [n], esto implica que x € W, ya que W es un subespacio. U

1.9.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea n > 0 y consideremos subespacios Uy, ..., Uy
y subconjuntos Sy, ..., S, de V. Sicada i € [n] el conjunto S; € V genera a Uy, entonces la unién
Stu--uS, generaa Uy + -+ Up.

Demostracién. Supongamos que para cada i € [n] es U; = (S;) ysea S = S;U---U S,,. Como para
cadai € [n] esS; C S, se tiene que U; = (S;) € (S). Asi,es Uyu---uU U, € (S) v, por lo tanto,
Up+--+ U, = (Uyu---uUy,) € (S). Por otro lado, como claramente S ¢ Uy +---+ U, y Uy +---+ U,
es un subespacio de V, es (S) € U; + - -+ + Uy,. Concluimos de esta forma que (S) = Uy + -+ + Uy,
como afirma la proposicion. O

1.9.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si Uy y U, son subespacios de V de dimension finita,
entonces tanto Uy N U, como Uy + U, son subespacios de dimension finita de V' y vale que

dim(U1 + Uz) + dim(U1 n Uz) =dim U, + dim U,.

Demostracion. Sean U, y U, subespacios de dimensién finita de V. Como U; n U, es un sub-
espacio de Uj y este tltimo tiene dimension finita, la Proposicion 1.7.6 nos dice que U; N U, tiene
dimension finita. Sea n = dim Uy n U, y sea B = {xy, ..., %, } una base de Uy n U,. Como A es
linealmente independiente y esta contenido en Uj, la Proposicion 1.7.6 nos dice que, si 7 = dim Uy,
es r > ny, por otro lado, la Proposicidn 1.7.8 que existen vectores y;, ..., ¥, € U, tales que
P = {X1,...»Xus V1, ..., Yr—n} €s una base de U;. De manera similar, sis = dimU, ess > ny
existen vectores zy, ..., zs_, € U, tales que el conjunto %, = {x1,...,%Xu,21,...,Zs—n} €s una base
de U,. Mostraremos que

el conjunto B' = {x1,...,%n, Y1s-++> Vr—n>Z1> - - - » Zs—n | € una base de Uy + U, (14)
con exactamente r + s — n elementos.

Por un lado, esto implicara que U; + U, tiene dimension finita y, por otro, que

dim(Uy+ Uy) =r+s—n=dimU; +dim U, - dim(U; n U,),
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como afirma la proposicion.

Como B’ = %, U PB,, la Proposicion 1.9.3 nos dice que (B') = (B0 %) = Uy + Uy y, en
consecuencia, que el conjunto %’ genera a U; + U,.

Supongamos ahora que ay, ..., au, by, ..., br_y, €1, ..., Cs—n € k son escalares tales que

AX)+ ot ApXy + DY+ o+ by Yo+ 121+ o+ CspnZson = 0. (15)

Siponemos x = ayxj+--+auXpy, ¥y = biyi+-+br_pnVr_n Y2 = €121+ - + Cs_nZs_n, la igualdad (15)
nos dice que U; 3 x + y = —z € U, y, entonces, que z € U; N U,. Como Z es una base de U; n Uy,
existen escalares dy, ..., d, € k tales que dyx; + -+ + dyxy = 2 = €121 + -+ + Cs—nZs—n, €5 decir,

dix;+ - +dpxy + (—c1)z1 + -+ (=Cs-n)Zs—n = 0.

Ahora bien: el conjunto %, es linealmente independiente, asi que de esta tltima igualdad podemos
concluir que ¢; = --- = ¢;_, = 0. Usando esto y la ecuacion (15) vemos que

X+t anXy +biyi+ o+ by Yr—n =0

¥, como el conjunto % es linealmente independiente, que a; =---=a, =0y by =--- = b,_,, = 0.
Asi, todos los coeficientes que aparecen en (15) son nulos. Esto implica, primero, que los 7 + s — n
Vectores Xi, ..., Xp> V1> ---> Yr—n»> 21> - --» Zs—n son distintos dos a dos y, en segundo lugar, que el
conjunto %’ es linealmente independiente. Esto prueba (14), como queriamos. O]

1.9.5. Corolario. Sea V' un espacio vectorial. Si Uy y U, son subespacios de V de dimension finita,
entonces el subespacio Uy + U, de V también tiene dimension finita y

dim(U1 + Uz) <dim U +dim U,.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la Proposicion 1.9.4, una vez que observamos
quedim Uy n U, > 0. O

§10. Sumas directas de subespacios

1.10.1. Sea V un espacio vectorial y sean Uy, ..., Uy subespacios de V. Decimos que los subespacios
Uy, ..., Ui son independientes si para cada i € [k] se tiene que

Uin (Up+-+ U+ + Ug) = 0.

Si ademas vale que V = Uj + -+ + Uy, entonces decimos que V es la suma directade Uy, ..., Uy y
escribimos V =U; & - @ Uy.
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1.10.2. La siguiente observacion nos permite hacer pruebas por induccion:

Lema. Sea V' un espacio vectorial y sean Uy, ..., Uy subespacios de V. Si los subespacios Uy, ..., U
son independientes, entonces los subespacios Up ..., Ug_; son independientes ), en consecuencia,
Ui + -+ + Uiy es la suma directa de Uy, ..., Uy_;.

Demostracién. En efecto, si los subespacios Uy, ..., U de V son independientes e i € [k — 1],
entonces

Ui 0 (Up+ -+ Uj+ o+ Ugy) S U0 (Uy + o+ U + -+ Uy + Ug)
y esta ultima interseccion es el subespacio nulo de V. O

1.10.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sean Uy, ..., Uy subespacios de V. Las siguientes
tres afirmaciones son equivalentes:
(@) EBsV=U & U
(b) Para cada x € V existen uinicos x € Uy, ..., x € Uy tales que x = x; + -+ + x.
(c) EsV =U+--+Ugysix; € Uy ..., xp € Ug son tales que x1 + --- + x; = 0, entonces
x1=-=x,=0.

Demostracion. (a) = (b) Seax € V. Como V = U + - + Uy, la Proposicién 1.9.2 nos dice que
existen x; € Uy, ..., xi € Uy tales que x = x1 + --- + x. Asi, vale la afirmacion de existencia de (b).
Para ver la unicidad, supongamos que los vectores x{ € Uy, ..., x; € Uy también son tales que
X =x] 4+ x{. Se tiene entonces que

(xa—-x))++(xp—xp)=(x1+-+xg) = (x{+-+x) =x—x=0.
Sii € [k], esto implica que
~(xi = x{) = (= xf) e G =) o+ (o= )

y como el lado izquierdo de esta igualdad esta en U; y el lado derecho en Uy + -+ + Ui+ + Uk
vemos que, de hecho, es

(xi=x)) €U0 (Up+ -+ Uj + -+ Up).

La hip6tesis nos dice que esta interseccion es el subespacio nulo de V, asi que x; — x; = 0, esto es,
x; = x;. Concluimos asi que también vale la afirmacién de unicidad de (b).

(b) = (c) Sivale (b), entonces que V = Uj + -+ + Uy, es consecuencia inmediata de la Proposi-
cion 1.9.2 y la ultima afirmacion de (c) es el caso particular de (b) en el que x = 0.

(c) = (a) Tenemos que verificar la condicion de la definicion 1.10.1. Sea i € [k] y supongamos
que x es un elemento de U; N (Uy + -+ + Ui+t Uy ). Esto significa, por un lado, que x € U; v,
por otro, que existen x; € Uy, ..., m, oo, Xp € Ug talesque x = x3 + - + X; + -+ x;. Como
esto nos dice que

x1+---+x,-_1+x+x,-+1+---+xk:0,
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la hipétesis (c) implica, entre otras cosas, que x = 0. Asi, la interseccion U;n (U +-+ +fJ\,-+ o+ Ug)
solo contiene al vector nulo y esto es lo que teniamos que probar. O

1.10.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si Uy, ..., Uy subespacios independientes de V,
todos de dimension finita, entonces el subespacio Uy ® --- ® Uy de V también tiene dimension finita y

dim(U; @ - @ Uy) = dim Uy + -+ + dim Uy.

Mds atin, si para cada i € [ k] el conjunto B; es ua base de U;, entonces la union B = %, U --- U By
es una base de Uy & -+ @ Uy.
Demostracion. Probemos la primera afirmacion haciendo induccién sobre k.
o Sik =1, no hay nada que probar.
o Sik =2, entonces que U; y U, sean subspacios indendientes de V significaque Uy n U, =0
y entonces las dos afirmaciones del enunciado son consecuencia de la Proposicion 1.9.4.
« Finalmente, sea n > 2, supongamos que la proposicion es ciertasi k = n—1ysean Uy, ..., U,
subespacios independientes de V. De acuerdo al Lema 1.10.2, los subespacios Uy, ..., U,—;
son independientes, asi que la hipdtesis inductiva nos permite concluir que

dim(Uy @@ Uy—1) =dim Uy + --- + dim Uj,_1.

Por otro lado, los subespacios U; @ - ® U,_; y U, de V son independientes, ya que la
hipétesis nos dice que (U + -+ + Uy—1) N Uy, = 0, y entonces el caso k = 2 de la proposicion,
ya que probamos, implica que
dim(Uy @ @ U,) =dim((Uy @+ & U,_1) @ Uy)
= dim(U1 DD Un—l) +dim U,
=dimU; +--+dimU,_1 +dim U,,.
Esto completa la induccién.

HACER: La ultima afirmacién. O

1.10.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sean Uy, ..., Uy subspacios
deV.SiV=U+-+UgydimV =dim U +--- + dim Uy, entonces V= U; & --- & Uy.

Demostracion. HACER. O
1.10.6. Proposicion. Sea V un espacio vectoria, sean Vi, ..., V, subespacios de V' y supongamos que

V=Vi®-- @&V, Siparacada i € [r] tenemos un subespacio U; de V; y ponemos U = Uy + --- + U,
entonces, de hecho, esta suma es directa, de manera que U = Uy @ --- @ U,.

Demostracion. HACER. O
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§11. Complementos y codimension

1.11.1. Sea V un espacio vectorial. Si S es un subespacio de V, llamamos complemento de S en V
a todo subespacio T'de Vtalque V=S T.

1.11.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. Si 9 es una base de V
y el conjunto B' = B W generaa W, entonces B’ es una base de W y el conjunto B" = B~ 5"
es base de un complemento de W en V.

Demostracion. HACER. O

1.11.3. Corolario. Si V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces todo subespacio de V
posee un complemento en V.

Demostracién. HACER. O

1.11.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Sea S un subespacio de V' y Ty y T, dos complementos
de S de V. Si T tiene dimension finita, entonces T, también tiene dimension finita y, de hecho,
dimT; =dim T.

Demostracién. Supongamos que T tiene dimension finita, sea n = dim Ty y sea & = {x1,..., %, }
una base de Tj. Para cada i € [n] existens; € Se y; € T talesque x; = s; + y;,yaque V=S @ T».
SeayeT,. Como V =S§S@ T, existens € Sy x € T tales que y = s + x. Como % es una base de Tj,
existen escalares ay, ..., a, € k tales que x = ajx; + --- + a,x,. Observemos que

y=s+x
=S+ apxg + -+ dpXy
=s+ay(si+ 1)+ +an(sn+yn)

=(s+as1++apsy) + (ay1+-+anyn),
de manera que
y=(ay+-+anyn) =(s+ais1++ ausy).

Como el lado izquierdo de esta igualdad esta en T; y el derecho en S, de que S N T, = 0 podemos
deducir que, de hecho, ambos lados son nulos y, en particular, que y = a;y; + --- + a,, y,. Esto nos
dice que el conjunto {y, ..., y,} genera a Ty: asi, este subespacio de V tiene dimension finita
ydim T, <n =dim T;.

Ahora que sabemos que T, también tiene dimension finita podemos repetir el razonamien-
to que acabamos de hacer pero con los roles de T; y de T, intercambiados: concluiremos que
dim Ty < dim T; y, en definitiva, que T} y T tienen la misma dimensién, como afirma la proposi-
cién. O
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1.11.5. Si V es un espacio vectorial, decimos que un subespacio S de V tiene codimension finita
en V si posee un complemento en V de dimension finita y en caso contrario que tiene codimension
infinita en V. Observemos que la Proposicion 1.11.4 nos dice que si S tiene codimensidn finita
entonces todos sus complementos tienen dimension finita y, de hecho, que todos tienen la misma
dimension: llamamos codimension de S en V a la dimensién comun de sus complementos.

1.11.6. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial. Si V tiene dimension finita, entonces todo sub-
espacio S de V tiene codimension finita y

dimS +codimy S =dim V.

Demostracion. Supongamos que V tiene dimension finita, sea n = dim V y sea S un subespacio
de V. La Proposicion 1.7.6 que S tiene dimension finita y que si r = dim S entonces r < n. Sea
PB' ={x1,...,x,} unabase de S; de acuerdo a la Proposicion 1.7.8, hay vectores x41, ..., X, € V
tales que # = {xi, ..., x, } es unabase de V. Consideremos el subespacio T = (x4, ..., %) de V.
Como el conjunto B"” = {x,41,...,x, } tiene n—r elementos, estos son linealmente independientes
y generan a T, es claro que dim T = n — r. Para completar la prueba de la proposicion bastara que
mostremos que T es un complemento para Sen V, estoes,que V=So T.

« Sea x € V. Como el conjunto # es una base de V, hay escalares ay, ..., a, € k tales que
X = @X) + -+ ApXpy. SIPONEMOS § = A1X) + -+ + Ay Xy Y | = Apy1Xps1 + -+ + dpXy, €ntonces
seS,teTyclaramentex =s+t €S+ T. Esto muestraque V=8+T.

« Por otro lado, supongamos que x € SN T. Como %’ y %" son bases de S y de T, res-
pectivamente, existen escalares ay, ..., d, by, ..., b,_, € k tales que x = ayx; + --- + a,x, y
X = biXpp1 + - + by_rx,. Esto implica que

a1xXy+ -+ ap Xy + (—bl)xﬁq + ot (_bnfr)xn =0

Yy, como Z es linealmente independiente, que a; = -+ = a, = 0. Esto nos dice que x = 0y,
entonces, que SN T = 0.

La proposicion queda asi probada. d

1.11.7. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si S y S’ son subespacios de V tales que S ¢ §',
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) S tiene codimension finitaen V.

(b) S tiene codimension finita en S’ y S tiene codimension finita en V.
Cuando valen, entonces

codimy S = codimg' S + codimy S’.

Demostracion. HACER. O
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Funcioneslineales

§1. Funciones lineales

2.1.1. Sean V' y W espacios vectoriales. Decimos que una funcién f : V. — W es lineal, o que es
un homomorfismo de espacios vectoriales, si

flx+y)=f(x)+f() fA-x) =2 f(x)

paracada x, y € Vycada A € k. Si ademas es W = V, de manera que el dominio y codominio
de f coinciden, decimos que f es un endomorfismo de V.

2.1.2. Ejemplos.

(a) SiV esun espacio vectorial, entonces la funcién identidad idy : x € V = x € V eslineal. Mas
generalmente, si U es un subespacio de V, entonces la funcién de inclusion x e U » u € V
es lineal.

(b) Si V esun espacio vectorial, la funcién constante x € V + 0 € V con valor el elemento cero
de V es lineal.

(c) Sean m y n enteros positivos. Si A € My, ,(k) es una matriz de m filas y n columnas con
entradas en k, entonces la funcion x € k” — Ax € k™ es lineal. Mostraremos mads adelante
que, de hecho, todas las funciones lineales k — k™ son de esta forma.

(d) Sea X un conjunto y sea k¥ el espacio vectorial de todas las funciones X — k. Si x € X,
entonces la funcién f € kX + f(x) €k es lineal.

(e) Sea C(R) el espacio vectorial real de todas las funciones continuas R — R y sea C'(R) el
subespacio de C(R) de aquellas funciones que son derivables y tienen derivada continua. La
funcién f € C'(R) = f’ € C(R) es lineal.

(f) Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita ny sea Z = (xy, ..., x,) una base ordenada
de V. La funcién x € V ~ [x] 2 € k" que manda cada vector de V ala n-upla ordenada de
sus coordenadas con respecto a 4 es una funcion lineal. O
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2.1.3. Proposicion. Sean U, V y W espacios vectoriales. Si f : U - V y g: V - W son funciones
lineales, entonces la composicion g o f : U — W también es una funcion lineal.

Demostracion. Sean f : U - Vy g: V — W funciones lineales. Para ver que la composicion
go f: U — W eslineal, verificamos las dos condiciones de la definicion:

« Six e yson dos vectores de U, entonces

(goN)x+y)=g(f(x+y))=g(f(x)+f(»)) =g(f(x)) +g(f(»))
=(go f)(x) +(go ().

e SidekyxeUes

(g°f)(Ax) = g(f(Ax)) = g(Af (x)) = Ag(f(x)) = A(g ° f)(%). 0

2.1.4. El siguiente resultado nos da, por un lado, una forma sistematica de construir funciones
lineales y, por otro, una forma de compararlas:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea B = {xi, ..., x,} una base
de V. Si W es un espacio vectorial e yi, ..., y, € W son n elementos de W, entonces existe una y
s6lo una funcion lineal f : V. — W tal que f(x;) = y; para cada i € [n].

Demostracion. Sea W un espacio vectorial y sean y;, ..., y, € W. Construimos una funcién
f:V — W dela siguiente manera: si x € V, entonces hay escalares ay, ..., a, € k univocamente
determinados por x tales que x = a;x; + --- + a,x,, y podemos poner

f(x)=aiy+-+anyn.

Veamos que la funcién que obtenemos asi es lineal y que satisface la condicién del enunciado:

o Supongamos que x y x’ son elementos de V. Sean ay, ..., ay, by, ..., b, € k escalares tales
que x = a;x;+ -+ dyXx, yx' = byx; + -+ byx,. De acuerdo a la definicion de f, es entonces
f(x)=ayyi+-+anyny f(x") =biy1+ -+ byyn y, en consecuencia,

flx)+ f(x") = (aiyr + -+ anyn) + (biy1 + -+ + buyn)
=(a1+b)y1+-+ (an+by)yn. (1)

Por otro lado, como

x+x" = (g + o+ anxy) + (byxy + -+ bpxy) = (ag + by)xy + -+ + (an + by) X,
la definicién de f nos dice que

flx+x")=(ar+b)y1++(an+byp)yn. (2)

Como los miembros derechos de las igualdades (1) y (2) son iguales, los izquierdos también
lo son y tenemos que f(x +x") = f(x) + f(x').
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o Seanahorad ekyx e V. Sean ay, ..., a, € k los escalares tales que x = a;x; + -+ + a, Xy,
de manera que f(x) = a1y1 + -+ + apyn. Como Ax = dayxy + -+ + Aayxy,, es

f(Ax) =Aagyr + -+ Aapyn = AMay + -+ anyn) = Af(x).
o Finalmente, si i € [n]), es claro que x; = 0x; + --- + 0x;_1 + 1x; + 0x;11 + -+~ + 0x,,, asi que la
definicion de f nos dice que f(x;) =0y + -+ 0y;i_1 + 1y; + 0yip1 + - + 0y = ¥
Con esto, la afirmacién de existencia de la proposiciéon queda probada. Veamos la unicidad.
Supongamos que g, ¢’ : V — W son dos funciones lineales tales que g(x;) = y; y £’ (x:) = yi
paracadai € [n]. Six € X, existen escalares ay, ..., a, € k tales que x = ayx; + -+ + a,x, y entonces,
como g es lineal, se tiene que

gx)=glaxy+ -+ anxy) = mg(x1) + -+ ang(xn) = a1y + - + anyn.

De la misma forma, es g’(x) = ayy1 + -+ a, yn y, en consecuencia, g(x) = g’ (x). Las funciones g
y &' son, por lo tanto, iguales. O

§2. Imagen y preimagen

2.2.1. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V' — W una funcidn lineal. Si U es un subespacio
de V,la imagen de U por f es el subconjunto

fU)={f(x):xeU}

de W. Por otro lado, si U es un subespacio de W, la preimagen de U por f es el subconjunto

FUU) = {x eV f(x) e U}

de V. En particular, llamamos imagen de f y escribimos Im(f) a la imagen f(V) de V por f,
y llamamos niicleo de f y escribimos Nu( f) a la preimagen f~(0) del subespacio nulo de W.

2.2.2. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V - W una funcion lineal.
(i) Si U es un subespacio de W, entonces la preimagen f~*(U) de U por f es un subespacio de V.
En particular, el niicleo Nu(f) de f es un subespacio de V.
(ii) Si U es un subespacio de V, entonces la imagen f(U) de U por f es un subespacio de W.
En particular, la imagen Im(f) de f es un subespacio de W.

Demostracion. (i) Sea U un subespacio de W. Verifiquemos que f~'(U) es un subespacio de V:

« Como f(0)=0€eU,es0¢e f(U).
o Six,ye f(U),entonces f(x) € Uy f(y) € U. Como U es un subespacio de W, se sigue
de esto que f(x +y) = f(x) + f(¥) € U, de manera que x + y € f}(U).
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¢ Silekyxe f1(U), tenemos que f(Ax) = Af(x) € U, porque f(x) € U, y entonces
Ax e fY(U).
(i) Sea ahora U un subespacio de V.
e« Como0eU,es0=f(0)ef(U).
e Six,ye f(U),existenv,w e U talesque x = f(v) e y = f(w) y entonces

x+y=f)+fw)=flv+w)ef(U),

yaquev+weU.
e Sidlekyxe f(U), de manera que existe v € U tal que x = f(v), es

Ax=Af(v) = f(Wv) € (V)

porque Av € U.
Esto muestra que f(U) es un subespacio de W. O

§3. Monomorfismos y epimorfismos

2.3.1. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V' — W una funcién lineal. Decimos que

« f esun monomorfismo si es inyectiva, y que
o f esun epimorfismo si es sobreyectiva.

2.3.2. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcion lineal. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) La funcion f es un monomorfismo.
(b) Elnticleo Nu(f) de f es el subespacio nulo de V.
(c) Si S es un subconjunto linealmente independiente de V, entonces la imagen f(S) de S por f
es un subconjunto linealmente independiente de W.

Demostracién. (a) = (b) Supongamos que f esinyectiva. Six € Nu(f), entonces f(x) =0 = f(0),
asi que la hipotesis implica que x = 0: vemos que el nucleo Nu( f) s6lo contiene al vector nulo
de V' y que, en consecuencia, es el subespacio nulo de V.

(b) = (c) Supongamos que Nu(f) = 0y probemos la afirmacion contrarreciproca de la de (c).
Sea S un subconjunto de V' y supongamos que su imagen f(S) por f es linealmente dependiente.

Esto significa que existen elementos yi, ..., y, € f(S) distintos dos a dos y escalares ay, ..., a, € k
no todos nulos tales que a;y; + --- + a, ¥, = 0. Ahora bien, como los vectores y, ..., y, estan
en f(S), existen vectores xj, ..., x, € S tales que y; = f(x;) para cada i € [n] y, como aquéllos

son distintos dos a dos, éstos también lo son. Observemos que

flaixy + -+ apxy) =arf(x1) + -+ anf(xy) =ayy1+-+apyn =0,
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asi que ajx; + -+ + ap,x, € Nu(f). La hipétesis de que Nu(f) = 0 nos dice entonces que, de hecho,
es aix) + -+ + ayx, = 0y esto muestra que el conjunto S es linealmente dependiente .

(c) = (a) Si f no es un monomorfismo, entonces existen dos vectores distintos x e y en V tales
que f(x) = f(y) y entonces la imagen del conjunto S = {x — y}, que es linealmente independiente,
es el conjunto f(S) = {0}, que no lo es. O

2.3.3. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcién lineal. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcion f es un epimorfismo.

(b) LaimagenIm(f) de fes W.

(c) SiS es un subconjunto de V que genera a V, entonces la imagen f(S) de S por f generaa W.

Demostracion. Observemos que la equivalencia entre las afirmaciones (a) y (b) es inmediata.

(a) = (c) Supongamos que f es un epimorfismo, sea S un subconjunto de V tal que V = (S)
y mostremos que W = (f(S)). Sea y € W. Como f es sobreyectiva, existe x € V tal que f(x) = y,
y como S generaa V, existen xi, ..., x, € Syay, ..., a, € k tales que x = a;x; +--- + a,x,. Entonces

y=f(x) = flaa+ -+ anxn) = aif (x1) + -+ anf(xa) € (£(5)),

ya que, por supuesto, los vectores f(x1), ..., f(x,) estanen f(S).

(c) = (a) Probemos la implicacién contrarreciproca: supongamos que f no es sobreyectiva
y mostremos que existe un subconjunto S de V que genera a V y tal que f(S) no generaa W.
De hecho, podemos poner simplemente S = V, que claramente genera a V. Sabemos que f(S) es
un subespacio de W'y, como f no es sobreyectiva, que es un subespacio propio: esto nos dice que
(f(S))=f(S) ¢ W, como queriamos. O

§4. Isomorfismos

2.4.1. Sean V' y W espacios vectoriales. Una funcion lineal f : V' — W es un isomorfismo si existe
otra funcién lineal g: W — V talque go f = idy y f o g = idw; observemos que en ese caso esta
funcién g también es un isomorfismo, al que llamamos el isomorfismo inverso de f. Por otro lado,
decimos que el espacio V es isomorfo al espacio W, y escribimos V = W, si existe un isomorfismo
V- W.

2.4.2. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales. Una funcion lineal f : V. — W es un isomorfis-
mo si y solamente si es biyectiva. Cuando es ése el caso, la funcién inversa f™: W — V es también
un isomorfismo.

Demostracion. Sea f : V — W un isomorfismo y sea g : W — W el isomorfismo inverso de f,
de maneraque go f =idy y fo g =idy. Six € Nu(f), entonces x = g(f(x)) = g(0) = 0: esto
nos dice que la funcién f es inyectiva. Por otro lado, si y € W, entonces y = f(g(y)) € Im(f):
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la funcién f es por lo tanto sobreyectiva. Asi, f es biyectiva y esto prueba la necesidad de la
condicion.

Veamos ahora la suficiencia. Supongamos que f : V - W es una funcién lineal biyectiva y
mostremos que se trata de un isomorfismo. Ahora bien, como f es biyectiva, posee una funcién
inversa f': W — V y es suficiente que probemos que se trata de una funcién lineal, ya que por
supuesto vale que f 1o f=idyy fo f' =idy.

« Sean x e y dos elementos de W. Como f ' o f =idy y f es lineal,

fU ) =x+y= )+ FFO) = @)+ )

de manera que los vectores f!(x + y) y f!(x) + f'(y) tienen la misma imagen por f.
Como f es inyectiva, esto implica que f~!(x + y) = f1(x) + £ '(»).
+ Sean A ek yx € W. Usando otra vez que f ' o f = idy y que f es lineal vemos que

FU ) = Ax = Af(f(x)) = fF(Af ()
y, como f es inyectiva, que f1(Ax) = A1f 1(x).

Esto completa la prueba de la proposicion. O

2.4.3. Proposicion. La relacion de isomorfismo entre espacios vectoriales es una relacion de equiva-
lencia, esto es:

o es reflexiva: cualquiera sea el espacio vectorial V, se tiene que V = V;

o es simétrica: si V' y W son espacios vectorialesy V.=~ W, entonces W = V; y

o es transitiva: si U, V y W son espacios vectoriales y se tiene que U = V y V = W, entonces
tambiénes U = W.

Demostracion. Veamos las tres afirmaciones de a una:

o Si V esun espacio vectorial, sabemos que la funcién identidad idy : x € V > x € V es lineal
y, como claramente es biyectiva, se trata de un isomorfismo: se sigue de esto que V = V.

« Supongamos que V' y W son espacios vectoriales y supongamos que V' = W, de manera
que existe un isomorfismo f : V - W. De acuerdo a la Proposicion 2.4.2, sabemos que la
funcién inversa f~': W — V también es un isomorfismo y entonces W = V.

o Sean U, V y W espacios vectoriales tales que U 2 V' y V = W, de manera que existen
isomorfismos f : U - Vy g: V - W. La Proposicién 2.1.3 nos dice que la composicién
go f:U — W esuna funcion lineal. Como es ademas biyectiva, se trata de un isomorfismo
Y, por lo tanto, U = V. O

2.4.4. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcién lineal. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcion f es un isomorfismo.

(b) EsNu(f)=0elm(f)=W.

(c) Si S esuna base de V, entonces su imagen f(S) por f es una base de W.
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Demostracion. Esto sigue inmediatamente de las Proposiciones 2.3.2 y 2.3.3, junto con el resultado
de la Proposicion 2.4.2 que nos dice que una funcioén lineal es un isomorfismo si y solamente si es
a la vez un monomorfismo y un epimorfismo. O

2.4.5. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales.
(i) Si V= W yV tiene dimension finita, entonces W tiene dimension finita y dimV = dim W.
(ii) Reciprocamente, si V y W tienen dimension finita y dim V = dim W, entonces V.= W.

Demostracion. (i) Si V = Wy V tiene dimension finita, entonces hay un isomorfismo f : V.- W
y una base finita % de V. De acuerdo a la Proposicion 2.4.4, el conjunto f (%) es una base de W'y,
como es finita, W tiene dimension finita. Mas precisamente, como f es una biyeccion, Z'y f(A)
tienen la misma cantidad de elementos, asi que dim V' = dim W.

(ii) Supongamos que V' y W tienen dimension finita y que dim V =dim W,y sean =dim V.
Sean B = {x1,...,x,} Y B = {y1,..., yn} bases de V y de W, respectivamente. La Proposi-
cién 2.1.4 nos dice que existen funciones lineales f : V.- Wy g: W — V tales que f(x;) = »
y g(yi) = x; paracada i € [n].

Lafuncién gof : V — Veslineal yes tal que (go f)(x;) = x; paracada i € [n]: se trata de una
funcién lineal V' — V que coincide sobre la base %4 de V con la funcién identidad idy : V — V,
y la Proposicién 2.1.4 implica entonces que g o f = idy. De la misma forma, podemos ver que
f o g =idw y, en consecuencia, concluir que f es un isomorfismo. Asi, V' y W son espacios
vectoriales isomorfos, como afirma la proposicion. O]

§5. El teorema de la dimension

2.5.1. Teorema. Sean V' y W dos espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcion lineal. Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) El espacio vectorial V tiene dimension finita.

(b) Tanto el niicleo Nu(f) como la imagen Im(f) de f tienen dimensién finita.
Cuando estas afirmaciones se cumplen, se tiene ademds que

dim V = dim Nu(f) + dimIm(f). (3)

Demostracién. Supongamos primero que V tiene dimensién finita y sea n = dim V. Como Nu( f)
es un subespacio de V, la Proposicion 1.7.6 nos dice que tiene dimension finita. Sea r su dimension
y sea {x1,...,x,} una de sus bases. Como Nu( f) estd contenido en V, este conjunto {x1,...,x,}
esta contenido en V' y es alli linealmente independiente. La Proposicién 1.7.8 nos dice que existen
vectores Xy41, ..., X, € V tales que el conjunto # = {xi,..., X, Xr41,.-., X} €s una base de V.
Mostraremos que

el subconjunto B' = {f(xr41), ..., f(xn)} de W tiene n — r elementos y es una

base de Im(f). @)
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Se sigue de esto que Im( f) tiene dimensidn finita, que dim Im(f) = n — ry, en consecuencia, que
dmV=n=r+(n-r)=dimNu(f) +dimIm(f).

Esto probara que la afirmacion (a) del teorema implica la afirmacién (b) y que cuando vale aquella
vale la igualdad (3).

Veamos entonces (4) Sea primero y € Im(f), de manera que existe x € V tal que y = f(x).
Como % es una base de V, existen escalares ay, ..., a, € k tales que x = a;x; +---+ a,x, y entonces

y=f(x) = f(axi + -+ + anxn)
=bif(x1) + -+ anf(xn)
= ar+1f(xr+l) +oeeet anf(xn) € (%,>,

porque f(x;) = -+ = f(x,) = 0. Vemos asi que el conjunto A’ genera a Im(f).
Por otro lado, supongamos que by, ..., b,_, € k son escalares tales que

blf(x,»_H) + et bn_rf(x,,) =0.

Como f es lineal, esto nos dice que f(b1xp41 + -+ + by_rx,) = 0y, en consecuencia, que el vector
bixp41 + -+ + by_rx, estd en el nicleo Nu(f). Como el conjunto {x, ..., x,} es una base de este
subespacio, existen entonces escalares cy, ..., ¢, € k tales que

C1X1+ -+ CrXp = DiXpyy + -+ by Xy,

Ahora bien: como el conjunto % es una base, es linealmente independiente y esta ultima igualdad
implica que, entre otras cosas, b = --- = b,_, = 0. Concluimos de esta forma que los n — r vectores
f(xp41), ..., f(x,) son distintos dos a dos y que el conjunto %’ es linealmente independiente.

Para completar la prueba del teorema, tenemos que mostrar que vale la implicacion (b) = (a).
Supongamos que Nu(f) e Im(f) tienen dimensidn finita, sean r = dim Nu(f) y s = dimIm(f)
ysean B = {x1,....x,} y B" = {y1,..., s} bases de Nu(f) y de Im(f), respectivamente.
Sii € [s], el vector y; estd en Im(f), asi que existe z; € V tal que f(z;) = y;. En vista de la
Proposicién 1.6.3, para ver que V tiene dimension finita bastara que veamos que el conjunto
B ={x1,...,%Xr,21,...,2s} generaa V.

Sea entonces x € V. Como f(x) € Im(f) y el conjunto %" es una base de Im(f), existen
escalares by, ..., bs € k tales que f(x) = b1y, + -+ + bsys y entonces

f(x - (byzy + -+ bszs)) = f(x) = f(byzy + -+ + bszs)
= f(x) = (buf (1) + -+ bsf(25))
= f(x) = (biyr + -+ + bsys)
=f(x) - f(x)
=0.
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Asi, el vector x — (byz + -+ bsz; ) esta en Nu( f) y, como %’ es una base de ese subespacio, existen
escalares ay, ..., a, € k tales que

x = (bizy + - + bszg) = ayxy + -+ + arx;.
Por supuesto, esto nos dice que
X =apx)+ -+ apx, + bizg + o + byzs € (B)
y prueba, en definitiva, que & genera a V, como queriamos. O

2.5.2. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcion lineal.
(i) Si f essobreyectiva y V tiene dimension finita, entonces W también tiene dimension finita
ydimW <dim V.
(ii) Si f esinyectiva y W tiene dimension finita, entonces V también tiene dimension finita y
dimV <dimW.

Demostracion. (i) Supongamos que f es sobreyectiva y que V' tiene dimension finita. Esto ultimo,
de acuerdo al Teorema 2.5.1, implica que Nu(f) y W = Im(f) tienen dimension finita y que

dimV =dimNu(f) +dimIm(f) >dimIm(f) =dim W.

(i) Supongamos ahora que f es inyectiva y que W tiene dimension finita. La imagen Im(f)
de f, que es un subespacio de W, tiene entonces dimension finita. Por otro lado, como la funcién f
es inyectiva, su nicleo Nu( f) es el subespacio nulo de V, que tiene dimension finita —nula, de
hecho— y el Teorema 2.5.1 nos dice que V tiene dimension finita y que

dimV =dim Nu(f) +dimIm(f) =dimIm(f) <dim W,
como afirma el enunciado. O

2.5.3. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcion lineal. SiV y W
tienen dimension finita y dim V = dim W, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) f es un isomorfismo.
(b) f es un monomorfismo.
(c) f es un epimorfismo.

Demostracion. Supongamos que los espacios V' y W tienen dimension finitay quedim V' = dim W.
Es claro que si f es un isomorfismo, entonces es un monomorfismo y un epimorfismo: esto nos
dice que (a) implica a (b) y a (c). Veamos las implicaciones reciprocas. Del Teorema 2.5.1 sabemos
que

dim V =dim Nu(f) +dimIm(f). (5)

Si f es un monomorfismo, entonces el nucleo de f es el subespacio nulo de V y la igualdad (5)
nos dice que dim W = dimV = dimIm(f): como Im(f) es un subespacio de W, esto implica
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que Im(f) = W, esto es, que f es sobreyectiva. Si, en cambio, f es un epimorfismo, entonces
Im(f) = W, de manera que dimIm(f) = dim W = dim V'y, de acuerdo a (5), dim Nu(f) = 0. Esto
significa que Nu(f) = 0y, en consecuencia, que f es inyectiva. O]

§6. El espacio de homomorfismos entre dos espacios vectoriales

2.6.1. Si W son dos espacios vectoriales, escribimos hom(V, W) al conjunto de las funciones
lineales V — W. Es un subconjunto del espacio vectorial WV de todas las funciones V — W que
construimos en el Ejemplo 1.2.4(b) y, de hecho, se trata de un subespacio:

+ El elemento nulo de WV es la funcién constante nula x € V ~ 0 € W y esta funcién es
lineal, por lo que pertenece a hom(V, W).

o Sif,gehom(V, W), entonces f + g € hom(V, W): en efecto, para cada x, y € V tenemos
que

(f+8)(x+y)=f(x+y)+g(x+y)
=f(x)+ f(y) + g(x) +g(»)
=f(x) +g(x) + f(y) +g(y)
=(f+ex)+(f+2D)

yparacadad ekyx eV, que

(f +8)(Ax) = f(Ax) + g(Ax)
= Af(x) +Ag(x)
= M(f(x) +g(x))
=A(f +8) (%)

e Sidekyfehom(V, W) entonces Af € hom(V, W), ya que paracadax, y € Ves

(Af)(x+y) = Af(x+y)
=Mf )+ f(»)
=Af(x) +Af(y)
=(AN)x) + (AN B)

yparacadayekyx eV, que

(Af)(ux) = Af(ux)
= Auf(x)
= urf(x)
= u(Af)(x).
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Desde ahora en adelante, cada vez que veamos a hom('V, W) lo consideraremos con la estructura
de espacio vectorial que tiene como subespacio de WV,

2.6.2. Si U, V' y W son espacios vectoriales, decimos que una funcién : V. x W — U es bilineal si

B(x+x',y) =B(x,y) + B(x',y), B(Ax,y) = AB(x, y),
Blx,y+y")=B(x,y) +B(x, "), B(x,Ay) = AB(x, y)

paracadax, x’ € V, y,y € W, A € k. Observemos que las primeras dos condiciones nos dicen
que para todo y € W la funcién x € V ~— fB(x,y) € U es lineal, mientras que las dos ultimas
condiciones que para todo x € V la funcién y € W — (x, y) € U es lineal: decimos por eso que
una funcion bilineal es una que es lineal en cada una de sus dos variables.

2.6.3. Proposicion. Sean V y W dos espacios vectoriales. La funcién
e:(fox)ehom(V,W)x Vi f(x)e W

es bilineal.

Demostracién. Sean f, f' € hom(V, W), x, x" € V y A € k. Calculando, vemos que
e(f+fhx)=(f+f)(x) = f(x) + f'(x) = e(fx) + &(f', %),
e(Af,x) = (Af)(x) = Af(x) = Ae(f, %),
e(fix+x") = flx+x") = f(x) + f(x)) = e(f, x) + &(f, x")

e(f,Ax) = f(Ax) = Af (x) = Ae(f, ),

y estas cuatro igualdades nos dicen que la funcion ¢ es bilineal. O
2.6.4. Proposicion. Sean U, V y W espacios vectoriales. La funcion

B:(f,g) ehom(V,W)xhom(U,V)r fogehom(U, W)
es bilineal.

Demostracién. Sean f, f' € hom(V, W), g € hom(U, V) y A € k, y verifiquemos las dos primeras
condiciones de la definicion:

e Paracadax e Ues

BUf+1.8)(x) = ((f+f)og)(x)
=(f+/)(s(x))
= f(g(x)) + f'(g(x))
=(fog)(x)+(f og)(x)
=B(f,g)(x) + B(f', &) (x)
= (B(f,8) +B(f',8))(x)
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asi que B(f + f',g) = B(f. &) + B(f". &),
o Para cada x € U, calculamos que
BOAS,8)(x) = ((Af) 0 ) (x)
= (Af)(g(x))
=Af(g(x))
=A(feg)(x)
= AB(f>8)(x),

asi que B(Af,g) = AB(f, &)

La verificacion de las otras dos condiciones es enteramente similar. O

§7. El dlgebra de endomorfismos de un espacio vectorial

2.7.1. Un dlgebra sobre k es un espacio vectorial A dotado de una operacion de multiplicacion
tAxA—- A

tal que
(A;) la multiplicacién - es una funcidn bilineal;
(Az) la multiplicacion - es asociativa: para cada a, b, c € A setiene que (a-b)-c=a-(b-c);

(A3) la multiplicacion - posee un elemento neutro: existe un elemento 1 € A tal que para
cadaag € Asetienequea-l=ayl-a=a.

Es importante observar que no exigimos que la multiplicacién de un dlgebra sea conmutativa y, de
hecho, en general no lo es.

2.7.2. Ejemplos.

(a) Veamos al cuerpo k con su estructura usual de espacio vectorial sobre k. Si dotamos a k de
la multiplicacién - : k x k — k que tiene en tanto cuerpo, k es un algebra sobre k.

(b) Mas generalmente, si K es un cuerpo y k ¢ K es un subcuerpo de K, vimos en el Ejemplo
1.2.5(c) que podemos ver a K como un espacio vectorial sobre k de manera natural y, de
hecho, si lo dotamos de su multiplicacion, resulta ser un algebra sobre k.

(c) Sea k[X] el espacio vectorial de los polinomios en la variable X con coeficientes en k. La
multiplicacion - : k[ X] x k[ X] — k[ X] es bilineal, asociativa y posee un elemento neutro, asi
que hace de k[ X ] un dlgebra sobre k.

(d) Sea X un conjunto no vacio y sea k* el espacio vectorial de todas las funciones X — k,
como en el Ejemplo 1.2.4(a). Si dotamos a kX de la operacién usual - : kX x kX — kX de
multiplicaciéon de funciones, entonces es un algebra sobre k. O
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2.7.3. Los dos ejemplos de algebras mds importantes para nosotros son los que da la siguiente
proposicion.
Proposicion.
(i) Sea V un espacio vectorial. El espacio vectorial End(V') de los endomorfismos de V es un
dlgebra sobre k con respecto a la operacion de multiplicacion

+:(f,g) €End(V) x End(V) > f o g € End(V)

dada por la composicion.
(ii) Sea n € N. El espacio vectorial M, (k) de las matrices cuadradas de n filas y n columnas es un
dlgebra sobre k con respecto a la operacion de multiplicacion matricial

-2 (A, B) € My (k) x M (k) —~ AB e M, (k).

Demostracion. (i) Sabemos de la Proposicidn 2.6.4 que esta operacion es bilineal. Es asociativa
porque la composicién de funciones es una operacion asociativa y claramente tiene a la funcién
identidad idy € End(V') como elemento neutro.

(ii) Esto es consecuencia de la distributividad y la asociatividad de la multiplicacién matricial,
y de que la matriz identidad I,, es un elemento neutro para la multiplicacion. O

§8. La matriz asociada a una funcion lineal

2.8.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, sean #n = dim V' y m = dim W sus
dimensiones, y sean # = (x1,..., %) Y B = (y1,..., ym) bases ordenadas de V y de W, respec-
tivamente. Si f : V — W es una funcion lineal, para cada i € [n] hay escalares ay;, ..., am,; € k
bien determinados tales que

f(xi) = aviyi + -+ am,iym>
las coordenadas de f(x;) con respecto a la base #’. De esta manera obtenemos mn elementos

de k, que podemos ordenar en forma de una matriz

a,r o ALn

€ My, n(k)

Am1l *° Amn
de m filas y n columnas con entradas en k, a la que llamamos la matriz de f con respecto a las bases
ordenadas % y %'y escribimos [ f]7,. Explicitamente: para cada i € [n], la i-ésima columna de

esta matriz tiene las coordenadas, en orden, de la imagen del i-ésimo vector de la base # con
respecto a la base %'
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2.8.2. Ejemplos.

(a) Sean m, n € N, sea A = (a;j) € My, »(k) una matriz y consideremos la funcion lineal
fa:xek™ > Ax e k™. Sean B = (x1,...,%,) Y B = ()1,..., Ym) son las bases ordenadas
estandares de k” y de k™, respectivamente. Como el vector f4(x;) = Ax; es la columna
i-ésima de la matriz A, esto es, (ay,;, ..., am, )", y este vector se escribe en la forma

fA(xi) =ani)1t -t am,iyYm

en la base %', vemos que la matriz de f4 con respecto a las bases ordenadas Z y &' es
precisamente la matriz A.

(b) Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea n = dim V. Siidy : V — V esla funcién
identidad de V, entonces para cada base ordenada % de V se tiene que

1 0 0
. 7 0 1 :
['dV]éé:In: . . )
: -0
0 - 0 1

la matriz identidad de » filas y n columnas. Observemos que es es cierto porque estamos
usando la misma base % tanto para el dominio como para el codominio de idy: si usasemos
bases distintas, la matriz que obtendriamos seria otra.

(c) Sean € Ny consideremos el espacio vectorial V = k[ X]<, de los polinomios con coeficientes
enk de gradoalosumo n. Sea f : p € V = p’ € V el endomorfismo de V que manda
cada elemento de V a su derivada y sea Z = {1, X, ..., X"} la base usual de V. Sabemos
que f(1) = 0y que para cada i € [n] es f(X') = iX*"\. Esto implica inmediatamente que
la matriz de f con respecto a las bases % de su dominio y % de su codominio es la matriz
cuadrada de n + 1 filas y columnas

0 0 0
0 2 0
/1 0 n-1 0 ©
: 0 n
0 0

2.8.3. Larazon por la que estamos interesados en la matriz de una funcién lineal es la siguiente:

Proposicion. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita y sean 2B y %' bases ordenadas
de V y de W, respectivamente. Si f : V — W es una funcion lineal y x € V, entonces

()] = [£1% - [x]a

y, de hecho, [f1%, es la tinica matriz con esta propiedad.
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En otras palabras: el vector de coordenadas del vector f(x) con respecto a la base ordenada %’
es el producto de la matriz [ f ]g de f y el vector de coordenadas [x]4 de x con respecto a la
base .

Demostracién. Sean n = dimV ym = dimW,ysean B = (x1,...,x,) Y B = V15> Ym)-
Sea f : V - W una funcién lineal y sea x € V. Si [x]% = (a1,...,a,)" € k™ es el vector de
coordenadas de x y [f]%, = (bi,j) € My n(k) es la matriz de f, entonces

X =a1X1+- -+ ayXy

f(.XJ) = bl,j}/l + e+ bm,jym
para cada j € [n] y, en consecuencia,

f(x)=f(axy+ -+ anxy)
arf(xy) +-+anf(xn)

al(bl,lyl +oee t bm,lym) +oeee t an(bl,n)/l +oeee t bm,n)’m)

(bl,lal + e+ bl,nan)yl + e+ (bm,lal + e+ bm,nan)yn.

Esto significa que

bl,la1+"'+b1,nan b1,1 bl,n a

[f(0)]e = : =+ -~ =15 [x]e

bm,lal +oeeet bm,nan bm,l bm,n an

como afirma la proposicion.

Para ver la unicidad, supongamos que A € M, ,, (k) es otra matriz tal que [ f(x)] % = A-[x]»
paratodo x € V. Sii € [n], entonces la columna i-ésima de A es, escribiendo e; al vector i-ésimo
de la base ordenada estandar de k",

Avei=A[xilz=[f(xi)]z,

y este tltimo vector es precisamente la columa i-ésima de [f]%,. Esto muestra que, de hecho,
A=[f1%. O

2.8.4. Proposicion. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, sean n = dimV y
m = dim W sus dimensiones, y sean B y 9B’ bases ordenadas de V y de W, respectivamente.
La funcion

®: fehom(V, W) [f1% € My, (k)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, el espacio vectorial hom(V, W) tiene
dimension finita y

dimhom(V, W) =dimV -dim W.
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Demostracién. Sean B = (x1,...,%,)y B' = ()1, ..., ym) bases ordenadas de V' y de W, respec-
tivamente. Mostremos primero que la funcién ® es lineal:

+ Sean f, g € hom(V, W),y supongamos que ®(f) = [f17% = (ai,;) y ®(f) = [g] % = (s )-

Esto significa que para cada i € [n] es

f(xi) =aviyi+-+ am,iYm

g(xi) =briyi+-+bmiym

y entonces

(f +&)(xi) = f(xi) + g(x:)
= (ayiyr+ -+ amiym) + (bLiyi + -+ bmiym)

= (al,i + bl,i))’l R (am,i + bm,i)}’m-

Vemos asi que

O(f +g) = [f +gl% = (aij+ bij) = O(f) + D(g).

« Seanahora A eky f e hom(V, W). Sea ®(f) = [f]%, = (ai,j), de manera que para cada
ie[n]esf(xi)=ayiy1+-+ am,iym- Como entonces

(Af)(xi) = Af (xi)
= /\(al,iyl +eet am,i}’m)

= ()tal,i))’l + -+ (Aam’i)yma

se tiene que

®(1f) = [Af1% = (Aaij) = Mai,) = AD(f).

Para ver que la funcion @ es inyectiva, mostremos que tiene nicleo nulo. Sea f € hom(V, W)y
supongamos que O( f) es el elemento nulo de M, (k), esto es, que la matriz [ f]7, = (a;,;) tiene
todas sus entradas nulas. Esto significa que f(x;) = 0 para cada i € [n] y, entonces, que f coincide
con la funcién nula 0 : V.- W en cada elemento de la base Z. Sabemos, de la Proposicion 2.1.4
que esto implica que f = 0. Asi, Nu(®) = 0, como queriamos.

Por otro lado, la funcién @ es sobreyectiva: si A = (a;,;) es un elemento de My, ,, (k), la Propo-
sicion 2.1.4 nos dice que existe una funcion lineal f : V.- W tal que f(x;) = ayiy1+ -+ m,iYm
para cada i € [1] y es claro que esta funcién tiene matriz [f]%, = A. Asi, ®(f) = Ay Aestaenla
imagen de ®.

Hemos probado asi que ® es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como el espacio de
matrices M, , (k) tiene dimension finita y, de hecho, su dimensién en mn, la Proposicion 2.4.5
nos dice que hom(V, W) tiene dimension finita y que su dimension es mn. Esto completa la

prueba de la proposicion. O
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2.8.5. Proposicion. Sean U, V y W tres espacios vectoriales de dimension finita y sean B, B' y B"
bases ordenadas de U, de V' y de W, respectivamente. Si f : U - V y g: V. — W son funciones
lineales, entonces la matriz de la composicion g o f : U — W con respecto a las bases ordenadas
y B es

B B B
(80 f1%n = [8lan - [fla-
Demostracion. Pongamos p = dimU, n = dimV ym = dimW, y sean # = (xl,...,xp),
B = (s yn)YyB" = (21,...,2m). Sean f : U > Vyg:V - W funciones lineales y
sean [f]5, = (a;;) e My p(k) y [g]j%:, = (bi,j) € My (k) sus matrices, de manera que

f(xi) =ayiyi+-+aniyn

paracadaic[p]y

g(yj) =brjz+ -+ by, jzm
para cada j € [n]. Se tiene entonces que
(g0 f)(xi) = g(f(xi))
= g(aniyi + -+ aniyn)
= avig(y) + -+ anig(yn)
= al,,-(bmzl + -0+ bm,lzm) + e+ an,i(bl,nzl + e+ bm,nzm)

= (bl,lal,i toee+ bl,nan,i)zl +oeee Tt (bm,lal,i toeet bm,nan,i)zm

para cada i € [p] y, como consecuencia de esto, que

biiay + -+ bypany bl,lal,p toeee+ bl,nan,p
G
(g0 f15%m = : :

bm,lal,l +oeee t bm,nan,l bm,lal,p +oeee bm,nan,p

by - bin a,r o Adup

bm,l bm,n anl - Anp
B B

= (8% - [f1%:-
Esto es lo que queriamos probar. O]

2.8.6. Proposicion. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, sean n = dimV y
m = dim W sus dimensiones, y sean B y B’ bases ordenadas de V' y de W, respectivamente.
(i) Sif:V — W es un isomorfismo, entonces m = n, la matriz [ 1%, es cuadrada e inversible, y
la matriz de la funcién inversa f~' con respecto a las bases ordenadas B' y B es

% =(1%)"
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(ii) Reciprocamente, si f : V. — W es una funcién lineal tal que la matriz [£]%, es inversible,

entonces la funcion f es un isomorfismo.

Demostracion. (i) Como f es un isomorfismo, sabemos de la Proposicion 2.4.5 que tiene que ser
m = n. De acuerdo a la Proposicion 2.8.5 y el Ejemplo 2.8.2(b) sabemos que

2 1% =1 e f15 =lidv]s =1,
Y que

(15175 = o 15 = lidwl = T,
asi que la matriz [ f]7, es inversible y la matriz [ f —1];%’ es su inversa.
(ii) Supongamos que f : V — W es una funcion lineal tal que la matriz A = [ f]%, es inversible;
HACER: observemos que en particular esto implica que A es cuadrada, esto es, que n = m. De

acuerdo a la Proposicion 2.8.4, existe una funcién lineal g: W — V tal que | g]?;' =A"l Es

B

(g0 f1% =815 - [f1% = AT A=1, = [idv]]
Y, otra vez de acuerdo a la Proposicién 2.8.4, esto nos dice que g o f = idy. De manera similar

podemos ver que f o g = idy V, en definitiva, que f y g son isomorfismos inversos. O]

2.8.7. La matriz de una funcion lineal con respecto a bases ordenadas del dominio y del codominio
depende, por supuesto, de la eleccion de esas basesr. La siguiente proposicion nos dice precisamente
cdmo es esta dependencia.

Proposicion. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensién finita y sean 5, y 9B, dos bases
ordenadas de V y %, y %, dos bases ordenadas de W. Si f : V. — W es una funcion lineal, entonces

B, %
(15, = C(#0. 25) - [f15, - C(#], ).
Demostracion. Six € V, se tiene que
C(%2. %) - [f1, - C(B. 1) - [x] = C(80. 83) - [£13, - [x)
= C(%, %3) - [ f(x)] 2,
=[f(%)]a-

En vista de la afirmacién de unicidad de la Proposicién 2.8.3, esto implica la igualdad de que
aparece en el enunciado. O
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§9. Proyectores

2.9.1. Proposicion. Es lo mismo tener una descomposicion en suma directa que una familia de
proyectores ortogonales.

Demostracion. HACER. O

§10. Cocientes

2.10.1. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. Decimos que dos vectores x e y
de V son congruentes modulo W si x — y € W y en ese caso escribimos x = y o, si queremos poner
de manifiesto al subespacio W, x =y y. Esto define una relacion en el conjunto V y se trata, de
hecho, de una relacion de equivalencia:

o Esreflexiva: si x € V, entonces x —x =0 € W, asi que x = x.
« Essimétrica: six, y € V son tales que x = y, de manera que x — y € W, entonces tenemos
que y —x = —(x — y) € Wy, por lo tanto, que y = x.
o Es transitiva: si x, y, z € V son tales que x = y e y = z, entonces x — y e y — z son elementos
de Wyx—z=(x-y)+(y-z) también, lo que implica que x = z.
Podemos, por lo tanto, considerar el conjunto cociente de V por esta relacion de congruencia:
lo escribimos V/W. Si x es un vector de V, escribiremos [x] a su clase de equivalencia: asi,
[x] ={y € V:x = y}; si necesitamos explicitar el subespacio W, escribimos [x |y . Por otro lado,
si u es un elemento de V/W y x es un vector de V que estd en u, de manera que u = [x], decimos
que x es un representante de uen V.
Queremos hacer del conjunto V//W un espacio vectorial y para ello tenemos que construir
operaciones de suma y de multiplicacion por escalares.

e Six, x’, y, ' son elementos de V tales que x = x" e y = )/, entonces
(x+y)=(x"+y)=(x-x)+(y-y)eW,
asi que x + y = x" + y'. Se sigue de esto que hay una funcién
FVIWS VW > VW

tal que cada vez que x e y son elementos de W se tiene que [x] + [y] = [x + y].
« Six e yson elementos de V tales que x = y y A es un escalar, entonces Ax = 1y, ya que
Ax — Ay = A(x — y) € W. Esto implica que hay una operacién

ckxVIW-SVIW

tal que cada vez que A ek y x € V vale que A - [x] = [Ax].
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2.10.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. El conjunto V |W
dotado con las operaciones de suma y producto por escalares de k construidas arriba es un espacio
vectorial. La funcién m: x € V — [x] € V/W es una funcién lineal sobreyectiva cuyo niicleo es
precisamente el subespacio W.

Siempre que en la situacion de esta proposicion consideremos el conjunto V /W sera dotado
de esta estructura de espacio vectorial. Lo llamamos el espacio cociente de V por W. La funcién m
es la proyeccion canénicade Va V[/W.

Demostracién. Para ver que V//W es un espacio vectorial, tenemos que mostrar que se cumplen
las condiciones de la definicién 1.2.1.

» La suma es asociativa: si u, v y w son elementos de V/ W, entonces existen x, y,z € V tales
queu = [x],v=[y]lyw=[z].y
(urv)+w=([x]+[y]) +[2] =[x+ y] + [2] = [(x + y) + 2]
=[x+ ()] =[x]+[y+z]=[x]+(y]+[2])
=u+((v+w).
« La suma es conmutativa: si # y v son elementos de V//W, entonces existen x, y € V tales
queu = [x]yv=[y], y se tiene que
utv=[x]+yl=lx+yl=ly+x] =Dy +[x]=v+u

o Laclase [0] es un elemento neutro para la suma: si u es un elemento de V//W, existe x € V
tal que ¢ = [x] y entonces

[0]+u=[0]+[x]=[0+x]=[x]=u

u+x=[x]+[0]=[x+0]=[x]=u.

« Todo elemento de V/W posee un opuesto: si u es un elemento de V//W, entonces existe
xeVtalqueu=[x]y

u[=x] = [x] +[-x] =[x + (=x)] = [0]

[=x]+u = [-x]+[x] = [(-x) + x] = [0],
asi que [—x] es un opuesto para u.
o La multiplicacion por escalares es asociativa: sia, b e k y u € V/W, entonces existe x € V
tal que u = [x]y
a-(b-u)=a-(b-[x])=a-[b-x]=[a-(b-x)]=[(a-b) x]
=(a-b)-[x]=(a-b) u.

48



o La multiplicacion por escalares es unitaria: si u € V/W, entonces existe x € V tal que
u=[x]y
lru=1-[x]=[1-x]=[x] =u.

o La multiplicacion por escalares se distribuye sobre la sumade V/W:siaekyu,ve V/W,
entonces existen x, y € V talesque u = [x]yv =[y],y

a-([x]+[yD=a-[x+yl=[a(x+y)]=[a-x+a-y]

[a-x]+[a-y]=a-[x]+a-[y]=a-u+a-v

a-(u+v)

« La multiplicacién por escalares se distribuye sobre la suma dek: sia, b ekyu e V/W,
entonces existe x € V tal que u = [x] y

(a+b)-u=(a+b)-[x]=[(a+b)-x]=[a-x+b-x]=[a-x]+[b-x]
=a-[x]+b-[x]=a-u+b-u

Para ver que la funcién m del enunciado es una funcion lineal, observamos quesia, b ekyx, y e V,
entonces

n(a-x+b-y)=[a-x+b-y]=[a-x]+[b-y]=a-[x]+b-[y]
=a-n(x)+b-n(y).
Six € V estd en el nicleo de 7, entonces su imagen 77(x) = [x] es el elemento neutro de V/W,
es decir, [x] = [0]. Esto significa que x = 0y, por lo tanto, que x = x — 0 € W: vemos asi que
Nu(7) € W. Reciprocamente, si x € W, entonces x — 0 € W, de manera que x = 0y, por lo tanto,
n(x) = [x] = [0], es decir, x € Nu(7). O
2.10.3. Una consecuencia inmediata de lo que acabamos de probar es:

Corolario. Sea V un espacio vectorial. Todo subespacio de V es el niicleo de una funcion lineal de
dominio V.

Demostracién. Si W es un subespacio de V, entonces la proyecciéon 7: V — V /W es lineal y su
nucleo es W, y esto prueba el corolario. O]

2.10.4. Elsiguiente resultado es lo que nos va a permitir en casi todos los casos construir funciones
lineales cuyo dominio es un cociente:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea W un subespacio de V y seanm : V - V[W Ila
proyeccion canédnica al cociente. Si U es un espacio vectorial y f : V — U es una funcion lineal tal
que W < Nu( f), entonce existe exactamente una funcion lineal f : V/W — W tal que f = f o m,
de manera que para cada x € V es f([x]) = f(x).

Demostracion. Para cada x, y € V vale que
x=y = f(x)=f(y)-
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En efecto, si x = y entonces x — y € W ¢ Nu(f) y por lo tanto f(x) - f(y) = f(x - y) = 0.
Esto significa que existe exactamente una funcién f : V/W — U tal que para cada x € V es
f([x]) = f(x), como en el enunciado. Si a, b e kyu,v e V/W, existen x, y € V tales que u = [x]
yv = [y], y entonces

flau+bv) = f(a[x] +bly]) = f(lax +by]) = f(ax +by) = af (x) + bf ()
= af([x]) +bf([y]) = af(u) + bf (v).

Esto nos dice que la funcién f es lineal y completa la prueba de la proposicion. d

2.10.5. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial, sea W un subespaciode V ysean:V — VW la
proyeccion candnica al cociente.
(i) Si C es un complemento de W en V, entonces la restriccion nt|c : C — V [W de la proyeccion
a C es un isomorfismo.
(ii) Si W tiene codimension finita en V, entonces V [W tiene dimension finita y, de hecho,

dim V/W = codimy W.
(iii) Si V tiene dimension finita, entonces V |W también y
dimV/W =dimV —dim W.

Demostracién. Sea C un complemento de W en V ysea 1|¢c : C — V/W la restriccion de wa C.

Siue V/Wyx e Vestal que u = [x], entonces existen w € Wyce Cconx =w+ Y,
como x — ¢ = w € W, se tiene que 77(c) = [¢] = [x] = u. Esto nos dice que la restriccion 7|¢
es sobreyectiva. Por otro lado, si ¢ € C es tal que 7|c(c) = [c] es el cero [0] de V/W, entonces
c—0¢e W,esdecir,c € W: como V = W@ C, vemos que c € W C = 0, en definitiva, que 7|¢ es
un isomorfismo. Esto prueba la primera parte de la proposicion.

Para ver la segunda, supongamos que W tiene codimension finita en W'y fijemos un comple-
mento C de W en W. De acuerdo a lo que acabamos de probar, hay un isomorfismo C = V/W
asi que por un lado V//W tiene dimension finita, porque C tiene dimensién finita, y, por otro,
tenemos que codimy W =dim C =dim V/W.

Finalmente, si V' tiene dimension finita, sabemos de la Proposicion 1.11.6 que el subespacio W
tiene codimension finita y que codimy W = dim V —dim W: la parte (iii) es entonces consecuencia
inmediata de la parte (i). O

2.10.6. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial, sea W un subespaciode V ysean:V — VW la
proyeccion al cociente. Si 9B es una base de V tal que el conjunto B’ = BnW generaa W y ponemos

B" = B~ B, entonces la restriccién | gn : B — V| W es inyectiva y el conjunto (%" es una

base de V| W.

Demostracién. De acuerdo a la Proposicion 1.11.2, el conjunto %" es base de un complemento C
de W en V, yla Proposicion 2.10.5(i) nos dice que la restriccién 7|¢ : C — V /W de la proyeccién n
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a este complemento C es un isomorfismo. Por supuesto, se sigue de esto que la restriccion 7|z~ es

inyectiva —ya que es la restriccion de 77| ¢ al conjunto #”'—y que n( %" ) esunabasede V/W. [

§11. Los teoremas de isomorfismo

2.11.1. Nuestro objetivo en esta seccion es probar los llamados teoremas de isomorfismo de Noether,
que son fundamentales en la manipulacion de los espacios cociente que definimos en la seccion
anterior. Fueron enunciados y probados originalmente —en el contexto de de los médulos y en
casos especiales— por Emmy Noether (1882-1935, Alemania) en [Noe26] y, tres afilos mds tarde
—en el contexto de los grupos y con toda generalidad— por Bartel Leendert van der Waerden
(1903-1996, Paises Bajos) en su libro Moderne Algebra [vdW3o0], que es considerado como el
tratado fundacional del algebra moderna.

2.11.2. El primer teorema de isomofismo nos da una descripcion a menos de isomorfismo de la
imagen de una funcidn lineal en términos de un cociente de su dominio:

Proposicion. Si f : V — W es una funcién lineal, entonces hay un isomorfismo

¢: V/Nu(f) —~Im(f)
tal que para cada x € V es ¢([x]) = f(x).

Demostracion. Sea f : V — W una funcidn lineal. La Proposicion 2.10.4 implica que existe una
funcién lineal f : V//Nu(f) - Im(f) tal que f([x]) = f(x) para todo x € V. Para probar la
proposicidn, entonces, hay que mostrar que se trata de un isomorfismo, ya que si ése es el caso
podremos poner ¢ = f.
« Sea primero u € V/Nu(f) tal que f(u) = 0. Si x € V es un representante de u, de manera
que u = [x], entonces f(u) = f([x]) = f(x) = 0y x € Nu(f): esto nos dice que x = 0y,
por lo tanto, que u = [x] = [0] es el elemento nulo del cociente V/ Nu( f). Asi, la funcién f
es inyectiva.
« Por otro lado, si z € Im(f), existe x € V tal que f(x) = z y entonces f([x]) = f(x) = z:
vemos asi que f es sobreyectiva. O

2.11.3. El segundo teorema de isomorfismo afirma que ciertos subcocientes —esto es, cocientes de
subespacios— de un espacio vectorial son isomorfos:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si Wy y W, son dos subespacios de V, entonces hay un
isomorfismo

Wi Wi+ W,
: —
VVIHWZ Wz

¢

tal que para cada x € W; se tiene que ¢([x|winw,) = [X]w,-
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Es usual acompanar el enunciado de esta proposicion con el siguiente diagrama
Wi+ W,
W W,
WinWw,

en el que las lineas representan las relaciones de inclusion entre los subespacios de V' que aparecen
en el enunciado: la conclusion de la proposicion es que los cocientes correspondientes a lados
opuestos de este rombo son isomorfos.
Demostracién. Sim: Wy + Wp - (Wy + W)/ W, la proyeccion candnicaer: Wy - Wy + W la
inclusién, podemos considerar la composicién
Wi+ W,
f=mor: W) > ——.
W,

Ahora bien: si x € Wy n Wh, es

f(x) =m(i(x)) = n(x) = [x]w,

y, como x € W,, este ultimo elemento del cociente (W; + W,)/W, es nulo. De acuerdo a la
Proposicidn 2.10.4, entonces, existe una funcion lineal f Wi/ (M n W) = (W) + Wa) /W tal
que para cada x € W) es

F([xIwanws) = F(x) = [x]ws,.

Mostremos que f es un isomorfismo:

« Supongamos primero que u € Wi/(W; N W,) estéd en el nicleo de f. Six € W es un
representante de u, de manera que u = [x]w;nw,, entonces

fu) = f(x) = [x]w, = 0

y esto significa que x € W,. Se sigue de esto que x € W; n W, y, por lo tanto, que
u = [x]wow, = [0]winwy,» €l elemento nulo de W;/(W; n W;). Vemos asi que f es in-
yectiva.

« Sea, porotrolado, v € (Wj+W,)/W,, de manera que existe y € Wi+ W talquev = [ y]w,. Es-
to implica que existen y; € Wy e y, € W con y = y;+ 2y, en particular, que y— y; = y2 € Wa,
esto es, que [¥]w, = [1]w,. Pero entonces f([y1]) = [»1]w, = [¥]w, = v» con lo que v est4
en la imagen de f. La funcién f es, por lo tanto sobreyectiva. ]

2.11.4. El tercer teorema de isomorfismo se ocupa de cocientes interados, esto es, de describir
cocientes de espacios cocientes. Para enunciarlo, necesitamos hacer antes la siguiente observacion.
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Si V es un espacio vectorial y W; y W, son subespacios de V tales que W; € W5, entonces
el conjunto W,/ Wj es un subconjunto de V /W, esto es, toda clase de congruencia médulo W,
en Wj es una clase de congruencia médulo W, en V. Para verlo, basta observar que si u € Wi/ W,
y x € u, de manera que u = [x], entonces

yeW:y=sw,x}={yeV:y=w x}.
Una consecuencia inmediata de esto es que

un elemento de V /W, estd en Wi/ W, si y solamente si tiene un representante

(6)

en V que estd en W).

Més aun, el subconjunto Wi/ W, de V /W, es un subespacio: no es vacio, ya que contiene a [0]y,,
ysia, bekyu,veW/W,, de manera que existen x, y € Wy con u = [x] y v = [ y], se tiene que

au+bv=al[x]+b[y]=[ax+by|le W}/W,

ya que, por supuesto, ax + by € Wj.
Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Si Wy y W, son subespacios de V tales que Wy ¢ W,,
entonces hay un isomorfismo

VoV/W,

¢p:— -
Wo Wi/ W,

tal que para cada x € V vale que ¢([x]w,) = [[x]wl]wz/wl'

Demostracién. Seanm : V. — V/Waymy: V/Wy — (V/W,)/(Wi1/ W) las proyecciones candni-
casy sea

(V/Wa)

f:7T2°7113V—>(W1/W2)

su composicion, de manera que paracadax € Ves f(x) = [[x] Wz] . Six € Wi, entonces el ele-

Wi/ W,
Wi/ w, € el cero de (V/W,)/[(Wi/ Wy).

La Proposicion 2.10.4 nos dice por lo tanto que existe una funcion lineal

fe VoL VW,
W Wws

mento [x]w, de V//W, pertenece a Wi/ W, asi que [[x]wz]

tal que f([x]w;) = [[x] WZ]W1 Jw, Para todo x € V. Para probar la proposicién mostraremos que
esta funcién f es un isomorfismo.

« Supongamos que u € V /W es tal que f(u) = 0y sea x € V un representante de u, de manera
que u = [x]w, y que f(u) = [[X]WZ]WI/WZ es el cero de (V/W,)/(Wi/W,). Esto nos dice
que [x]w, es un elemento de W;/W, y, de acuerdo a la observacidn (6) que hicimos arriba,
que x € Wy: vemos asi que u = [x]w; es el cero de V//W;. Esto prueba que la funcién f es
inyectiva.
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+ Sea ahora v un elemento de (V/W,)/(Wi/W,). Existe w € V//W, tal que v = [w]y,/w, ¥,
a su vez, existe x € V tal que w = [x]w,. Se sigue de esto, entonces, que

F(5Tw) = (0w, = Wl =

y, por lo tanto, que la funcién f es sobreyectiva. O

2.11.5. Junto con los tres teoremas de isomorfismo anteriores es importante el siguiente teorema
de correspondencia, que describe los subespacios de un espacio cociente.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. Sim: V — V/W esla
proyeccién candnica,

o L(V)w es el conjunto de todos los subespacios de V que contienena W y

o L(V|W) es el conjunto de todos los subespacios de V| W,

entonces la funcion
$:UeZ(V)wrn(U)e L(VIW)

es una biyeccion. Mds aiin, si Uy y U, son dos elementos de £ (V') w, se tiene que
Ui c U, < ¢(Uy) € ¢(U).

Demostracién. Sea m : V. — V[W la proyeccién candnica. Si U es un subespacio de V, su
imagen 7z(U) por 7 es un subespacio de V/W, asi que podemos considerar la funcion

$:UeZL(V)wrn(U)e Z(V]W).
Por otro lado, si T es un subespacio de V/W sabemos que la preimagen 77!( T') es un subespacio
de Vy,yaqueOe T,es W=n"(0) € n7!(T). Esto significa que hay una funcién
y:TeZ(VIW) e (T) e L(V)w.
Afirmamos que ¢ y ¥ con biyecciones inversas:

¢ SiU e Z(V)y,entonces y(¢(U)) = n71(n(U)). Esto claramente contiene a U; por otro
lado, si x € mY(n(U)), entonces 7z(x) € n(U) y existe u € U tal que n(x) = m(u): esto
implica que x — u € Nu(7) = W ¢ Uy, por lo tanto, que x € U. Asi,es y(¢(U)) = U.

« Siahora T € Z(V/W), entonces ¢(y(T)) = n(n'(T)). Esto estd evidentemente conte-
nido en T'y, a su vez, contiene a T porque la funcién 7 es sobreyectiva. Esto nos dice que

y(¢(1)) = T.

Esto prueba la primera afirmacién de la proposicion. La segunda es consecuencia de que

o siUy, Uy € Z(V)w, entonces

U U, = ¢(U1) = n(Uh) € 7(U2) = ¢(U2),
o siTy, T € £(V]W), entonces

TeT, = y(h)=n ' (1) cn ()= y(Tz)
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y de que ¢ y ¥ son biyecciones inversas. O]

§12. Subespacios invariantes

2.12.1. Sea V un espacio vectorial y sea f : V — V un endomorfismo de V. Un subespacio W
de V es f-invariante si f(W) € W. Cuando ése es el caso, podemos considerar la funcién lineal
fw:x e W f(x) e W que se obtiene de f restringiendo a la vez el dominio y el codominio
a W. Llamamos al endomorfismo fy de W la restriccion de f a W.

Por otro lado, si W es f-invariantey 77 : V — V/W esla proyeccion candnica al cociente V/W,
entonces W ¢ Nu(7) y la Proposicion 2.10.4 nos dice que existe exactamente una funcidn lineal
fWiVI/W - V/W tal que f([x]) = [f(x)] paratodo x € V.

2.12.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V' y sea W un
subespacio de V que es f-invariante.
(i) Si fw y f" son inyectivas, entonces f es inyectiva.
(i) Si fw y f" son sobreyectivas, entonces f es sobreyectiva.
(iii) Si f es inyectiva, entonces fy es inyectiva y, si ademds W tiene dimension finita, " es
inyectiva.
(iv) Si f es sobreyectiva, entonces f" es sobreyectiva y, si ademds W tiene codimension finita en V,
fw es sobreyectiva.

Demostracion. (i) Supongamos que fy y f" son inyectivas, y sea x € V tal que f(x) = 0. En
ese caso tenemos que f " ([x]) = [f(x)] = 0 en V//W, asi que la inyectividad de f" implica que
[x] =0, esto es, que x € W. Pero entonces fiy(x) = f(x) =0y, como f es inyectiva, tiene que
ser x = 0. Esto muestra que f es inyectiva.

(ii) Supongamos ahora que fiy y f" son sobreyectivas, y sea y € V. Como f" es sobreyectiva,
existe x € V tal que fV([x]) = [f(x)] = [y], de manera que y — f(x) € W. Como fi es
sobreyectiva, existe z € W tal que fw(z) = f(z) = y — f(x). Como entonces y = f(x + z), esto
nos dice que y esta en la imagen de f y, en definitiva, que f es sobreyectiva.

(iii) Supongamos que la funcion f es inyectiva. Six € W estal que fy(x) = f(x) = 0, entonces
por supuesto es x = 0y, por lo tanto, fy es inyectiva.

Supongamos ahora ademas que W tiene dimension finita. Como fy : W — W es inyectiva,
como acabamos de probar, es también sobreyectiva. Sea u € V/W tal que f(u) = 0. Six e V
es un representante de u en V, de manera que u = [x], entonces f" (u) = [f(x)]y, como este
elemento de V//W es nulo, tenemos que f(x) € W. Como sabemos que fy es sobreyectiva, esto
nos dice que existe y € W tal que fw (y) = f(¥) = f(x). Ahora bien, esto implica que f(y—x) =0
y, como f es inyectiva, que y — x = 0, esto es, que x = y € W. Asi, es u = [x] = [0]. Esto prueba
que " es inyectiva.
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(iv) Finalmente, supongamos que f es sobreyectiva. Siu € V/W 'y y € V es un representante
de u en V, entonces existe x € V tal que f(x) = yy, en consecuencia, f" ([x]) = [f(x)] = [y] = u:
vemos de esta forma que f" es sobreyectiva.

Supongamos, para terminar, que W tiene codimension finita. De acuerdo a la Proposi-
cién 2.10.5(ii), el espacio V//W tiene dimension finita y esto implica que el endomorfismo f"
de V/W es inyectivo, ya que es sobreyectivo. Sea y € W. Como f es sobreyectiva, existe x € V
tal que f(x) = y. Se tiene entonces que f"([x]) = [f(x)] = [¥] = 0, ya que y € W y, como
W es inyectiva, que [x] = 0, esto es, que x € W. Luego fw(x) = f(x) = y yla funcién fiy es
sobreyectiva, como queremos O

2.12.3. Sin las hip6tesis de finitud que aparecen en ellas, las dltimas dos partes de la Proposi-
cién 2.12.2 dejan de ser ciertas. Veamos un ejemplo de esto: sea k” es el espacio vectorial de todas
las funciones Z — k, sea f : k2 — kZ es la funcion lineal tal que f(¢)(n) = ¢(n +1) para cada
¢ ekZycadaneZ, ysea W es el subespacio de kZ de las funciones ¢ : Z — k tales que ¢(n) = 0
si n € N. Tenemos entonces:

« Elsubespacio W de k” es f-invariante. En efecto, si ¢ ¢ W y n € N, entonces

f(¢)(n) =¢(n+1) =0,

ya que n + 1 también estd en N.

« La funcién f es un automorfismo de k” y, de hecho, su inversa es la funcién g : k% — k” tal
que g(¢)(n) = ¢(n —1) para cada ¢ € k” y cada n € Z.

« La funcién fiy no es sobreyectiva. En efecto, si £ : Z — k es la funcidn tal que £(0) =1y
&(n) = 0sineZ~ {0}, entonces el unico elemento { de kZ tal que f({) = £ es g(&), pero
calculandolo se ve inmediatamente que este elemento no pertenece a W.

« La funcién f" no es inyectiva. Por ejemplo, si #7 : Z — k es la funcién tal que (1) = 1y
n(n) = 0 para todo n € Z ~ {1}, entonces # ¢ W, de manera que [#] # 0 en k*/W, pero

f([n]) = [f(m)] = 0 en ese espacio, ya que f (1) € W.

Esto implica, claro, que W no tiene ni dimensién finita ni codimension finita en k%
Este ejemplo también muestra que no podemos eliminar la hipétesis de finitud en la segunda
parte del siguiente resultado:

2.12.4. Corolario. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V y sea W un
subespacio de V que es f-invariante.

(i) Si fw y " son isomorfismos, entonces f es un isomorfismo.

(i) Si f es un isomorfismo y V tiene dimensién finita, entonces fy y f" son isomorfismos.

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata de las partes (i) y(ii) de la Proposi-
cidn 2.12.2, y la segunda de las partes (iii) y (iv) de ésta, ya que si V tiene dimension finita, entonces
W tiene tanto dimension finita como codimensién finita en V. O]

2.12.5. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y sea f : V. — V un endo-
morfismo de V. Si W es un subespacio f-invariante de V de dimensién r y B = (x1,...,%n)
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es una base ordenadas de V tal que ' = (x1,...,x,) es una base ordenada de W, entonces
PB" = ([xr41])>--->[xn]) es una base ordenada del cociente V /W y la matriz de f con respecto a B
tiene una descomposicion en bloques triangular superior de la forma

- (17 i)

con C una matriz de M, ,,_, (k).

Demostracion. HACER. O
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Dualidad

§1. El espacio dual

3.1.1. Si V es un espacio vectorial, llamamos espacio dual a V' y escribimos V™ al espacio vectorial
hom(V, k). Muchas veces llamamos a los vectores de V* funcionales.

3.1.2. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial.
(i) Si'V tiene dimension finita, entonces el espacio dual V* también tiene dimension finita y, de
hecho, se tiene que dim V = dim V*.
(i) Sin =dimV y B = {x1,...,x,} es una base de V, entonces para cada i € [n] existe
exactamente una funcion lineal ¢; : V — k tal que para cada j € [n]
1, sii=j;

¢i(xj) = { (1)

0, en caso contrario.

El conjunto B* = {¢1,..., ¢n} es una base de V*.

Llamamos a la base 8™ del espacio dual V* descripta en esta proposicion la base dual a la base
de V.

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.8.4, ya que la
dimension de k como espacio vectorial es 1, y que para cada i € [n] existe exactamente una
funcion lineal ¢; : V' — k que satisface la condicién (1) se sigue de la Proposicién 2.1.4. Veamos,
para completar la prueba, que el conjunto B = {¢1, ..., ¢, } es una base de V*:

o Siay,...,a, € kson escalares tales que a;¢; + --- + a,¢, = 0 en V*, entonces para cada
ie[n]es

0= (a1 + -+ andn)(xi) = a1(xi) +- + anpn(xi) = a;.

Esto muestra que %* es un conjunto linealmente independiente.
q ) p
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o Por otro lado, sea ¢ € V* y consideremos el elemento v = ¢(x1) ¢y + -+ + ¢(x,, ), de V™.
Si i€ [n], entonces

y(xi) = (@(x)r+ -+ G (xn) ) (xi) = $(x) ha(xi) + - + P(xn) P (xi) = $(x1)

y esto nos dice que ¢ y v son funciones lineales V' — k que coinciden sobre los elementos
de la base #: de acuerdo a la Proposicidn 2.1.4, entonces, es ¢ = y. Como claramente y
pertenece a (#*), vemos que ™ generaa V*. O

3.1.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n. Si B = (x1,...,x,) es una
base ordenada de By B* = (¢1,...,¢n) esla base de V* dual a B, entonces para todo x € V se
tiene que

x=¢1(x)xg+ -+ Pp(x)xy

y para todo ¢ € V* se tiene que

¢ =d(x1)1+ -+ d(xn) P

Demostracion. Sea x € V. Como Z es una base, sabemos que existen escalares ay, ..., a, € k tales
que x = aixy + -+ + anx,. Si i € [n], entonces

Gi(x) = ¢i(amxs+ -+ anxy) = arpi(x1) + -+ andi(x,) = a;.

Esto prueba la primera afirmacién. Por otro lado, la segunda afirmaciéon fue probada en la
demostracion de la Proposicion 3.1.2. O]

3.1.4. La base dual a una base de un espacio vectorial depende claramente de ésta tltima: la
siguiente proposicion nos dice exactamente como.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Si B y %' son dos bases ordenadas
de V y B* y B' son las correspondientes bases duales, se tiene que

C(#B™*,%8)=C(B,%5)".

Demostracién. Sean = dimV ysean B = (x1,...,%n), B = (Y1, >¥n)> B = (¢1,. .., dn)
y #"™ = (y1,...,¥y). Supongamos ademds que C(%, #') = (ci,;j), de manera que para cada
j € [n] se tiene que x;j = ¢y jy1 + - + € jyn- Si j, k € [n], se tiene que

V/k(xj) = ll/k(Cl,jyl +t Cn,jyn) = Cl,jllfk(yl) toet Cn,jl/fk()/n) = Ck,j
y entonces usando la ultima afirmacién de la Proposicién 3.1.3 vemos que

Vi = Uk (x1) @1+ + Wi (X0) P = Cadr + - + P
SiC(#"™,#*) = (di;j), estonos dice que d; j = ¢j; paracada i, € [n] y prueba a proposiciéon. []
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3.1.5. Sea V un espacio vectorial. Para cada x € V, hay una funciéon ®(x) : ¢ € V* > ¢(x) e k
y es facil ver que se trata de una funcion lineal, de manera que ®(x) € V**, el espacio bidual de V,
esto es, el espacio dual de espacio dual de V. Obtenemos de esta forma una funcion

O:V >V

Proposicion. Sea V un espacio vectorial. La funcion @ : V. — V** que acabamos de describir es
lineal. Si V tiene dimension finita, es un isomorfismo.

Demostracion. Veamos primero que ® es lineal: six, y € V ys A, u € k, entonces para cada
funcional ¢ € V* se tiene que

O(Ax +uy)(¢) = p(Ax + uy)
=Ag(x) + pug(y)
= A0(x)(¢) + u®(y)(¢)
= (A0(x) +u®(y))(¢)
y esto significa que @ (Ax + py) = AD(x) + ud@(y).
Supongamos ahora que V tiene dimension finita, sea n = dim V, sea & = (x1,...,%,) una

base ordenada de V y sea 8" = (¢1,..., ¢,) la correspondiente base dual. Sea x € V un vector
tal que ®(x) = 0. De acuerdo a la Proposicién 3.1.3, sabemos que

x=¢1(x)x1 + - + du(x)xy

= Q(x)(¢p1) + -+ P(x)(¢1)
=0.

Esto muestra que la funcién @ es inyectiva. Como V tiene dimension finita, V* también tiene
dimension finita y, de hecho, dim V* = dim V; por la misma razén, V** tiene dimension finita y
dim V** = dim V. La Proposicion 2.5.3 nos permite concluir entonces que @ es un isomorfismo,
COmo queremos. O

§2. Anuladores

Anulador a derecha

3.2.1. Sea V esun espacio vectorial ysea V* su espacio dual. Si S es un subconjunto de V, llamamos
anulador a derecha de S al conjunto

S§°={¢peV*:¢(x)=0paratodox € S}.
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3.2.2. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial y sea V* su espacio dual.
(i) Setieneque0° =V yV°=0.
(i) Si Sy T son subconjuntosde V y S € T, entonces S° 2 T°.
(iii) Si S es un subconjunto de V, entonces S° es un subespacio de V* y coincide con (S)°.
(iv) Si Sy T son subespacios de V, entonces

(8+T)"=8nT°, S°+T°c(SnT)°. (2)
Si ademds V tiene dimension finita, entonces esta ultima inclusion es una igualdad.

Demostracion. (i) Todo elemento de V™ se anula en 0, asi que 0° = V. Por otro lado, si un elemento
de V* se anula en todo V, necesariamente se trata de la funcén nula: esto significa que V° = 0.
(ii) Sean S y T subconjuntos de V talesque S € T'ysea ¢ € T°. Six € S, entonces x € Ty,
como ¢ € T°, es ¢(x) = 0. Esto muestra que ¢ € S°.
(iii) Sea S un subconjunto de V. Para cada x € S tenemos una funcién

ex:Pe Vi ¢(x) ek
y esa funcidn es lineal. De la definicion de S° es inmediato que

S =) Nu(ex)

x€e§

y entonces la Proposicion 1.3.5(ii) nos dice que S° es un subespacio de V*, ya que paracada x € S
el subconjunto Nu(ey ) lo es.

Como S ¢ (S), la parte (ii) implica que (S)° € S°. Veamos la inclusién reciproca. Sea
¢ € S° yseax € (S), de manera que existen n € Ng, x1, ..., X, € Sy ay, ..., a, € k tales que
X = aix; + -+ + an,x,: se tiene entonces que

d(x) =dp(arxy + -+ anxy) = ap(x1) + -+ andp(x,) =0

ya que ¢(x;) = 0 para todo i € [n]. Esto muestra que x € (S)° y, en definitiva, que S°S < (S)°,
como queriamos.

(iv) Sean S y T subespacios de V. Como S € S+ Ty T ¢ S + T, la parte (ii) implica que
(S+T)°cS°y(S+T)° c T°. Vemos asi que, de hecho, (S + T)° ¢ S° n T°. Por otro lado,
sea € S°NT°yseax € S+ T, de manera que existens € Syt € T con x = s + t. Entonces
d(x) =¢(s) + ¢(t) =0yvemos que ¢ € (S + T)°. Esto prueba la igualdad de (2)

Siahora ¢ € S°+ T°, de manera que existen 0 € S°y 7€ T° con ¢ = 0+ 7,y x € SN T, entonces
¢(x) = 0(x) + 7(x) = 0: esto nos dice que ¢ € (SN T)° y, en definitiva, que S° + T° < (SN T)°.

Para terminar, supongamos que V tiene dimension finita y mostremos que la inclusion de (2)
es una igualdad. Sea ¢ € (Sn T)°. Como V tiene dimension finita, sus subespacios S, T,
SN TyS+ T tienen todos dimension finita. Sea & = (xi,...,%,) una base de S n T, sean
Vir ..., ys € V talesque B’ = (x1,..., %4, Y1,..., ys) esunabasede S, ysean zj, ..., z; € V tales que
PB'" = (x1,...,%,21,...,2¢) es una base de T. Como en la prueba de la Proposicion 1.9.4, pode-
mos ver que (xl, ce s Xy Yl Vr 2l e e e zt) es una base de S + T. Existen entonces vy, ..., v, € V
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tales que (X1,...,Xp, V1, -+ > Vs> 215+ - -»Z£> V1, - - - » V) €8 una base de V. Como consecuencia de
esto, la Proposicion 2.1.4 nos dice que existe una funcion lineal ¢' : V — k tal que

¢'(x;) =0, siie[r]; ¢ (yi)=0, siie[s];
¢'(zi) = ¢(zi), siie[t]; ¢'(vi)=0, siie[n].

Observemos que ¢’ € S°, ya que esta funcion se anula en cada uno de los elementos de la base .
Sea, por otro lado, ¢" = ¢ — ¢'. Como

¢"(xi) = ¢(xi) - ¢'(xi) =0 siie]r]

¢"(zi) = ¢(z1) - ¢'(zi) =0 siie[t],
vemos que ¢’ € T°, y entonces ¢ = ¢’ + ¢" € S° + T°. O

3.2.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Si S es un subespacio de V,
entonces tanto S como su anulador a derecha S° tienen dimension finita y

dimS+dimS° =dimV. @3)

Demostracion. Sea S un subespacio de V. Como S y $° son subespacios de V y de V*, respec-
tivamente, que tienen dimension finita, sabemos que S y S° tienen ellos también dimensién
finita. Sean n = dimV y s = dimS. Sea (x1,...,x;) una base de S y sean xg1, ..., x, € V ta-
les que # = (x1,...,%,) es una base de V. Sea, finalmente, Z* = (¢1,...,¢,) la base de V*
dual a A. Para ver que vale la igualdad (3) del enunciado, es suficiente con que mostremos que
B’ = (¢s+1, - - . ) esunabase de S°. Como es un subcojunto de %, es linealmente independiente,
y s6lo queda mostrar que genera a S°.

Sea ¢ € §°. Como el conjunto #” es una base de V*, existen escalares ay, ..., a, € k tales que
¢ =ardy+ -+ and,. Sii € [s], el vector x; estd en S y entonces

0=¢(x;) = (a1 + -+ andn)(xi) = a;.

Esto nos dice que, de hecho, ¢ = agi1¢si1 + - + andy € (#’) y completa la prueba. O

Anulador a izquierda

3.2.4. Sea V es un espacio vectorial y sea V* su espacio dual. Si S es un subconjunto de V*, el
anulador a izquierda de S es el conjunto

°S={xeV:¢(x)=0paratodo ¢ € S}.
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3.2.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea V* su espacio dual.
(i) Si S es un subconjunto de V*, entonces °S es un subespacio de V.
(ii) Setiene que °0 =V y, si V tiene dimension finita, que °(V*) = 0.
(iii) Si S y T son subconjuntos de V* y S € T, entonces °S 2 °T.
(iv) Si Sy T son subespacios de V*, entonces

(S+T)=°Sn°T, °S+°Tc°(SnT).

Si ademds V tiene dimension finita, entonces la ultima inclusion es una igualdad.

Demostracion. (i) Si S € V™, entonces a definicién de °S implica inmediatamente que

°S = [ Nu(¢),
$eS
asi que °S es un subespacio por la Proposicion 1.3.5(ii).
(ii) El tnico elemento del subespacio nulo de V* es la funcién nula y ésta que se anula en todo
elemento de V: esto significa que °0 = V.
Supongamos ahora que V tiene dimension finita y probemos que °(V*) = 0: para ello es
suficiente que mostremos que

para cada elemento no nulo x € V \ 0 existe ¢ € V* tal que ¢(x) # 0. (4)

Sea entonces x € V \ 0. Como el conjunto {x} es linealmente independiente, la Proposicion 1.7.8
nos dice que si n = dim V, existen vectores x;, ..., x, € V tales que (x,x5,...,x,) es una base
de V. Si (¢1,...,¢n) esla correspondiente base dual, entonces ¢;(x) =1 # 0. Esto prueba (4).

(iii) Sean S y T subconjuntos de V™ talesque S € T. Six € °T y ¢ € S, entonces ¢p(x) = 0
porque ¢ € T. Vemos asi que °T € °S.

(iv) Sean S y T subespacios de V*. Como S € S+ Ty T ¢ S+ T, la parte (iii) de la pro-
posicién que acabamos de probar nos dice que °(S+ T) € °Sy °(S+ T) € °T, de manera que
°(§+T) c°Sn°T. Porotrolado,six € °SN°Ty ¢ € S+ T, existen 0 € Sy 7 € T tales que
¢ = 0 + Ty, entonces, ¢(x) = o(x) + 7(x) = 0: esto signfica que x € °(S + T y; en definitiva, que
°SN°T c°(S+T). Esto prueba la primera igualdad del enunciado.

Como SNTCcSySnTcT,]laparte (iii) nos diceque °S < °(SNT)y°T c°(SnT). Como
°(SN T) es un subespacio de V, esto implica inmediatamente que °S +°T € °(Sn T).

HACER: La ultima afirmacion. O]
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Dualidad

3.2.6. Proposicion. Sea V un espacio vectorial.
(i) Si 'S esun subconjunto de V, entonces S € °(S°) y S° = (°(S°))°.
(i) Si T es un subconjunto de V*, entonces T € (°T)° y°T =°((°T)°).

Demostracién. Sea S un subconjunto de V. Six € Sy ¢ € S°, entonces ¢(x) = 0: vemos asi que
x € °(8°) v, en definitiva, que S € °(S°). Esto prueba la primera afirmacion de (i). La primera
afirmacion de (ii) se prueba de exactamente la misma forma.

Sea otra vez S € V un subconjunto de V. Lo que ya probamos de (i) nos dice que S € °(S°) y
esto implica, de acuerdo a la Proposicion 3.2.2(ii), que (°(S8°))° < S°. Por otro lado, la primera
parte de (i), cuando T = S°, afirma que S° ¢ (°(S°))°. Estas dos inclusiones prueban que
§° =(°(8°))°, como afirma la segunda parte de la afirmacién (i). La prueba de la segunda parte
de (ii) puede hacerse de manera similar. O

3.2.7. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita.
(i) Si S esun subespacio de V, entonces S = °(S°).
(i) Si T es un subespacio de V*, entonces T = (°T)°.

Demostracién. (i) Sea S un subespacio de V. De la Proposicion 3.2.6(i) sabemos que S € °(S°),
asi que tenemos que probar que la inclusion es una igualdad. Sea x € V \ S. El subespacio S
tiene dimension finita. Sea r = dimS y sea & = {x,...,x,} una base de S. Como x ¢ S, el
vector x no pertenece a % y el conjunto P = {x1,...,%,,x} tiene r + 1 elementos y es lineal-
mente independiente. De acuerdo a la Proposicion 1.7.8, existen vectores yj, ..., ys € V tales que
PB'" ={x1,...,%, %, ¥1,..., ys} es una base de V con r + 1 + s elementos. Ahora bien, existe una
funcion lineal ¢ : V — k tal que ¢(x;) = 0 paracada i € [r], ¢(x) =1y ¢(y;) = 0 para cada
i € [s]. Como ¢ se anula en cada elemento de la base Z de S, es claro que ¢ € S°, y como ¢(x) # 0,
ademas x ¢ °(S°). Esto pruebaque VxS c V \°(S§°).

(i) La Proposicion 3.2.6(ii) nos dice que T € (°T)°. Para ver que vale la igualdad es sufi-
ciente entonces que mostremos que dim T < dim(°T)°. Sean r = dim°T y n = dim V. De la
Proposicién 3.2.3 sabemos que

dim(°T)°=dimV -dim°T=n-r.

Sea # = {xy,...,x,} una base de °T, sean x,,1, ..., X, € V tales que {x1,...,x,} es una base
de V,ysea {¢1,...,¢,} la correspondiente base dual. Si ¢ € T'y ay, ..., a, € k son escalares tales
que ¢ = a1y + - + a, P, entonces para cada i € [r] es

0=¢(x;) = a1d1(x;) + - + andn(x;) = ai,

y entonces ¢ = app1@ri1 + - + Anyn € (Pra1, ..., Pn). Asi, T estd contenido en el subespacio
generado por {¢,1,..., ¢, } ¥, en consecuencia, tiene dimension a lo sumo n — r. O
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3.2.8. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Si S es un subespacio de V*,
entonces tanto S como su anulador a izquierda °S tienen dimension finita y

dimS+dim°S=dimV.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de que Sy °S son subespacios de V' yde V¥,
respectivamente, que tienen dimension finita. De la Proposicion 3.2.3 sabemos que

dim°S +dim(°S)° =dimV

y de la Proposicion 3.2.7(ii) que (°S)° = S: estas dos cosas prueban la igualdad del enunciado. [

§3. Funciones transpuestas

3.3.1. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V' — W una funcion lineal. Llamamos funcion
transpuesta de f ala funcién

flipeW s gofeVr.

Observemos que esto tiene sentido: si ¢ : W — k es una funcion lineal, entonces la composicién
¢of:V —keslineal

3.3.2. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales.
(i) Para cada funcion lineal f : V — W la funcion transpuesta f*: V* — W* es también lineal.
(ii) La funcion
7: fehom(V, W) f'ehom(W*, V*)
es lineal.

Demostracion. (i) Sea f : V — W una funcion lineal. Si ¢, y € W* y A, u € k, entonces

frAd+uy) = (Ap+puy)o f

y, como la composicion es una funcién bilineal —como afirma la Proposicion 2.6.4— esto es

=Ago f+uyof=Af(¢)+uf (y).

Vemos asi que la funcién f* es lineal.
(ii) Sean ahora f, g € hom(V, W) y A, u € k. Como para cada ¢ € W* es

T(Af +ug)(¢) = (Af +ug)"(4)
=¢o(Af +ug)
=Apofrucg
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= Af () + ug'(9)
=M (f)(¢) +ur(g)(¢)
= (M(f) + pr(g))(9),

vemos que T(Af + ug) = At(f) + ut(g), es decir, que la funcién 7 del enunciado es lineal. [

3.3.3. Proposicion.
(i) Si'V es un espacio vectorial eidy : V — V es la funcion identidad de V, entonces la funcion
transpuesta (idy )" : V* — V* es la funcién identidad de V*
(ii) Si U, V y W son espacios vectorialesy f : U - V y g : V. — W son funciones lineales,
entonces

t t t

(gof) =feg.
(iif) Si V' y W son espacios vectoriales y f : V. — W es un isomorfismo, entonces la funcién trans-
puesta f*: W* — V* es también un isomorfismo y su funcién inversaes (f 1)t : V* - W*,

Demostracion. (i) Sea V un espacio vectorial. Si ¢ € V*, entonces

(idv)'(¢) = poidy = ¢y = idy=(¢).

Esto significa que (idy)® = idy~.
(ii) Sean U, V y W espacios vectoriales y sean f : U - Vy g: V — W funciones lineales.
Para ver que (g o f)' = f* o g* basta observar que si ¢ € W*, entonces

(g0 /) (¢)=¢o(gof)=(pog)of=g"(¢)of=1(g'(#))=(g o f)(¢)
(iii) Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V — W un isomorfismo. Para ver que

ft: W* — V* es un isomorfismo con inversa (f 1) basta observar que, en vista de las partes (ii)
y (i) de esta proposicion, se tiene que

fro(fN)=(fTof) = (idy)" =idyx
y, de manera similar, que (f ! o f)t = idyy-~. O
3.3.4. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales.

(i) Si f:V — W es una funcién lineal entonces Nu(f*) = Im(f)° y Im(f*) € Nu(f)°.
(ii) Siademds V y W tienen dimension finita, entonces esta uiltima inclusion es una igualdad.

Demostracion. Sea f : V — W una funcién lineal. Si ¢ € W*, es
¢ eNu(f*) = fi(¢)=0
> ¢of=0
< paratodox e Vesd(f(x))=0
< paratodo y e Im(f)es¢(y) =0

> ¢elm(f)°".
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Por otro lado, si ¢ € Im(f*), de manera que existe y € W* tal que ¢ = f*(v) = ¢ o f, para cada
x € Nu(f) se tiene que ¢(x) = w(f(x)) = 0: esto nos dice que ¢ € Nu(f)°.
Supongamos ahora que tanto V como W tienen dimension finita. En ese caso

dimIm(f*) = dim W* — dim Nu(f*) por el Teorema 2.5.1 aplicado a f*
=dim W* —dimIm(f)° por la parte (i)
=dim W — (dim W —dimIm(f)) por la Proposicion 3.2.3 aplicada a Im( f)
=dimIm(f)
=dim V —dim Nu(f) por el Teorema 2.5.1 aplicado a f
=dimNu(f)° por la Proposicion 3.2.3 aplicada a Nu( f),

y esto, junto con la inclusién Im(f*) € Nu(f)°, prueba que vale la igualdad que queremos. [
3.3.5. Corolario. HACER: Monos y epis, transposicion.

3.3.6. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y sea f : V. — W una
funcién lineal. Si By B’ son bases ordenadas de V y de W, respectivamente, y B y B'* son las
bases de V* y de W* duales a BB y a B’ entonces

RB'* A\t
15 = (11%)
Asi, la matriz de la funcién transpuesta de f es la matriz transpuesta de la matriz de f.
Demostracién. Sean m = dimV yn = dmW, ysean B = (x1,...,%m), B' = (J1,--->¥n)
B = (Pre e m) Y B = (Y1,..., ¥m). Sea (a; ;) = [f]7, la matriz de f, de manera que para
cadaie[m]es
F(xi) = ayiy1+-+ aniyn.
Sea j € [n]. Como para cada i € [m],
SH i) () = (w0 f)(x1)
=y;(f(xi))
= V/j(al,i)/l R an,i}/n)
= aLi¥i(yn) + -+ aniyj(yn)
= aj,i)

vemos que f*(y;) = aji¢1 + -+ + aj mPm. Esto significa que

a1 an,1
t1%8'* .
[z = :
Aim 0 Aum
y esta es precisamente la matriz transpuesta de [ f ]g, O

68



3.3.7. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V.

(i) Sim: V - V/W es la proyeccion candnica al cociente, entonces la imagen de la funcion
transpuesta * : (V/W)* — V* estd contenida en W° y la correstriccion p : (V/W)* - W°
de it a W° es un isomorfismo.

(i) Sit: W — V es la inclusién, entonces hay un isomorfismo q : V*/W° — W™ tal que

q([¢]) = () para toda ¢ € V*.

Demostracion. HACER. O

3.3.8. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V y sea W un
subespacio f-invariante de V. El subespacio W° de V* es ft-invariante ysip: (V/W)* — W°y
q: V*|/W?° — W* son los isomorfismos de la Proposicion 3.3.7, entonces conmutan los diagramas

viwy — (v wy yepwe —U L e
o| I ) s
we L we w* (f—W)t> w*
Demostracion. HACER. O

§4. El rango de una matriz

3.4.1. Sim,n e Ny A e My, ,(k) es una matriz de m filas y n columas con entradas en k, llamamos
rango por columnas de Ay escribimos rg(A) a la dimensién del subespacio de k™ generado por
las n columnas de A.

3.4.2. El rango de una matriz poisee una caracterizaciéon muy sencilla:

Proposicion. Sean m, n € N. El rango por columnas de una matriz A € My, (k) es igual a la
dimension de la imagen Im( f) de la funcion lineal f : x e k" —» Ax € k™.

Demostracién. Sea (ey, ..., en) la base ordenada estandar de k™. La imagen de la funcién f esta
generada por el conjunto {f(e1),..., f(es)} v, como para cada i € [n] el vector f(e;) = Ae; es
precisamente la columna i-ésima de la matriz A, lo que afirma la proposicién es inmediato. [

3.4.3. Proposicion. Sean m, n € N, sea A € My, (k) ysea f : x e k" » Ax e k™.
(i) Es0 < rg(A) < min{m,n} y el rango por columnas de A es nulo si y solamente si A es la
matriz nula.
(ii) La funcion f es inyectiva si y solamente si rg(A) = n.
(iii) La funcién f es sobreyectiva si y solamente si rg(A) = m.
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Demostracion. Como la imagen de f es un subespacio del espacio k™, que tiene dimension m, es
dimIm(f) < m. Por otro lado, del Teorema 2.5.1 es inmediato que dim Im(f) < dimk” = n. Estas
dos desigualdades prueban la primera afirmacion de (i), y la segunda es evidente.

Del Teorema 2.5.2 tenemos que 7 = dim Nu(f) + rg(A), y entonces es claro que Nu(f) = 0 si
y solamente si rg(A) = n, como afirma la parte (ii). Por otro lado, como Im( f) es un subespacio
de k™, la funcion es sobreyectiva si y solamente si dim Im(f) = dimk” = n: esto prueba (iii). O

3.4.4. Proposicion. Sean m, n € N y sea A € My, , (k).
(i) SipeNyBeM,,(k), entonces

rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}
y sirg(B) = n entonces, de hecho,
rg(AB) = rg(A).
(i) Sik €Ny C e My, (k) es una matriz con rg(C) = m, entonces
rg(CA) = rg(A).
Demostracion. HACER. U

3.4.5. El siguiente resultado es conocido como la desigualdad de Sylvester, por James Joseph
Sylvester (1814-1897, Inglaterra):

Proposicion. Sean m, n, p e N. Si A € My, (k) y B € My, ,(k), entonces
rg(A) + rg(B) — n <rg(AB).

Demostracién. Consideremos las funciones lineales f : x e kP —» Bx e k" y ¢ : x e k" —» Ax e k™.
Del Teorema 2.5.1 y la Proposicion 3.4.2 sabemos que

p=dimNu(f)+rg(B), n=dimNu(g)+rg(A), p=dimNu(gof)+rg(AB)
y entonces
rg(AB) + n=rg(A) +rg(B) + [dim Nu(f) +dimNu(g) —dim Nu(gof)].

Bastara entonces que mostremos que la expresion entre corchetes es no negativa.
Six € Nu(g o f) entonces claramente f(x) € Nu(g), asi que podemos considerar la funcién
lineal

h:xeNu(gof) v f(x) € Nu(g).

Como Im(h) € Nu(g), esdimIm(h) < Nu(g). Por otro lado, es claro que Nu(h) ¢ Nu(f), asi
que dim Nu(h) < dim Nu(f). Aplicando el Teorema 2.5.1 a la funcién h vemos entonces que

dimNu(go f) =dimNu(h) + dimIm(h) < dimNu(f) +dimNu(g),

y esto prueba lo que queremos. O
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3.4.6. Proposicion. Sean m, n € N.
(i) Si Ay B son elementos de My, ,(k), entonces

rg(A+ B) <rg(A) +rg(B).
(ii) Si A es un elemento de My, ,(k), el rango de A es el menor niimero r € Ny tal que existen
matrices By, ..., By € My, (k) de rango 1 tales que A = By + --- + B,.

Demostracién. (i) Sean A, B € My, (k) y consideremos las funciones f : x € k" — Ax e k™
yg:x ek” » Bx e k™. Six € k", entonces (f + g)(x) = f(x) + g(x) € Im(f) +Im(g): esto
muestra que Im(f + g) € Im(f) +Im(g) y; en vista de la Proposicion 1.9.4, que

rg(A+B) =dimIm(f +g)
<dim(Im(f) +Im(g))
=dimIm(f) +dimIm(g) - dim(Im(f) nIm(g))
<dimIm(f) +dimIm(g)
=rg(A) +rg(B).
(ii) Sea A € My, (k) y sear = rg(A). Sis € Ny es el menor nimero tal que hay matrices

By, ..., Bs € My, (k) de rango 1 con A = By + -+ + By, la primera parte de la proposicion implica
que

r=rg(A) =rg(By+--+ Bs) <rg(By) + -+ rg(Bs) =s.

Sea, por otro lado, {x;, ..., x,} una base del subespacio (Aey, ..., Ae,) de k™ generado por las
columnas de A. Para cada i € [n] existen entonces escalares b; 1, ..., b; , € k tales que

Ae,- = bi,lx,- + -+ bi,,x,.

Si j € [r], sea Bj la matriz de M, , cuyas columnas son by,jxj, ..., by jx;. Esta matriz tiene
rango a lo sumo 1 porque todas sus columnas son multiplos del vector x;. Es facil verificar que
A =By + -+ B,,asi que s < r. Esto, junto con la desigualdad que obtuvimos antes, implica el
resultado que buscamos. O

3.4.7. HACER: FIX THIS: De manera similar, el rango por filas de A, al que escribimos rg(A), es
la dimension del subespacio de k™ generado por las # filas de A.
Un resultado importante es que estos dos rangos son de hecho iguales:

Proposicion. Sean n, m € N. Si A € My, ,(k), entonces rg(A) = rgp(A).

En vista de esto, llamamos simplemente rango de la matriz A y escribimos rg(A) al valor
comun de rg-(A) yrgp(A).
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Demostracion. Consideremos la funcién lineal f : x € k™ — Ax € k". Tenemos que

dimIm(f) =n—-dimIm(f)° por la Proposicion 3.2.3
= n—dimNu(f") por la Proposicion 3.3.4
=n—(n-dimim(f%)) otra vez por la Proposicion 3.2.3
=dimIm(f").
Si(er,...,em) esla base estandar de k™, entonces la imagen Im(f) de f estd generada por el

conjunto { f(e1),..., f(em)},estoes, por las columnas de A, y entonces rg-(A) = dim Im(f). Por
otro lado, sabemos de la Proposicién 3.3.6 que la matriz de la funcién transpuesta f* con respecto
a las bases duales de las bases estdndares de k” y k™ es precisamente la matriz transpuesta A", asi
que un razonamiento similar nos dice que rg(A*) = dim Im(f*). Como claramente el rango por
columnas de A" coincide con el rango por filas de A, esto prueba la proposicién. O

3.4.8. Nuestro tltimo resultado sobre el rango de matrices se refiere a matrices reales y complejas:

Proposicion. Sean m, n € N.
(i) SiAeM,, ,(R), entonces

(B(AAY) = rg(A'A) = rg(A") = rg(A).
(ii) Si Ae M, ,(C), entonces

rg(AA") = rg(A*A) = rg(A) = rg(A") = rg(A") = rg(A).

En la segunda parte de esta proposicion, A denota a la matriz conjugada de A, esto es, a la matriz
de M, ,,(C) cuyas entradas se obtienen conjugando a las de A, y A* ala matriz adjunta de A, que
es la matriz transpuesta de A.

Demostracion. HACER. O
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Determinantes

§1. Funciones multilineales alternantes
4.1.1. Sea V un espacio vectorial. Si d € N, escribimos

Vi=Vx.xV
|
d factores

y decimos que una funcién f : V¥4 — k es d-multilineal si para cada i € [d] y cada eleccion de
vectores Xi, ..., Xi_1, Xi+1> ..., X4 de V la funcién

x eV f(x1,..,Xic1, X, Xig1, ..., Xg) €K

es lineal, esto es, si la funcién f es lineal en cada uno de sus argumentos separadamente. Por otro
lado, si tiene la propiedad de que para toda eleccion de vectores xj, ..., x4 € V se tiene que

si existen i, j € [d] tales que i # jy x; = xj, entonces f(x1,...,%3) =0

decimos que f es alternantey, en ese caso, decimos que el nimero d es el grado de f.

4.1.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sead € Ny sea f : V¢ — k una funcién d-multilineal
alternante. Sixy, ..., xg€ V,ie[d]eye(x,...,Xi,...,xq), entonces
f(x1s e Xic, X + Vs Xigts -5 Xg) = f(X1,.. 0, %4).

Asi, el valor de una funcién multilineal alternada no cambia si a uno de sus argumentos le sumamos
una combinacidn lineal de los otros.

Demostracién. Sean xy, ..., x5 € V,seai€ {xy,..., x5} yseaye (xy,...,X;,...,xq), de manera
que existen escalares ay, ..., dj_1, di1, ..., a4 € k tales que

y=axp+ -t aiaXiat aiaXia t o+ agxg.
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Como la funcién f es lineal en su i-ésimo argumento, tenemos que

f(xl,---,xi—l’)/,xiﬂ,---,xd)

f(xl, e Xi—L, Xyttt 41 Xio1 T i Xivl T T agXg, Xitds - ,xd)

alf(xl, ces X1 X1 Xigls e e - ,xd) R ai—lf(xl, e X1 Xi-1 Xitls - - .,xd)
+ ai+1f(x1, e XL Xitl Xigls - - - )xd) +oeeet adf(xb e Xi-1s xd)xi+1) L )xd)

y esta ultima suma es nula, ya que cada uno de sus d —1 términos tiene como factor a una evaluacién
de la funcidn f, que es alternante, con argumentos repetidos. Usando otra vez la linealidad de f es
su i-ésimo argumento, entonces, vemos que

Fxn s Xim, Xi + Y, Xidts -5 %)
= f(xl, e s Xic1 X Xitls e o - ,xd) +f(X1, e X Vs Xitls e e e ,xd)
= f(Xl, e ,Xd),
COmo queremos. U

4.1.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sead € Nysea f : V4 — k una funcion d-multilineal.
La funcion f es alternante si y solamente siempre que xi, ..., x4 € V son vectores linealmente
dependientes se tiene que f(xi,...,x,) = 0.

Demostracion. Mostremos primer la necesidad de la condicion. Supongamos que la funcién f es
alternante y sean xy, ..., x4 € V vectores linealmente dependientes, de manera que existen i € [d]
y escalares ay, ..., di_1, it1, ..., aq € k tales que

Xi =Xyt -+ 3j1Xi1 + i Xip + o+ dgxg.
Como la funcioén f es lineal en su i-ésimo argumento, tenemos que

f(xb e X1 X Xitls e e e ,Xd)
= f(x1, e X, XL F e Al1Xo] + Qi1 Xisl F o AgX s Xisls -5 Xq)
=arf (X oo X1 X1 Xigls oo o> Xg) + o+ i1 f (X105 Xio), Xin1s Xt -5 Xg)

+ i1 f (X0« o Ximls Xit1s Xitls -« > Xg) + o+ Ag f (X1« oo Xisl, X Xigls « - 0> Xg)-

Cada uno de los d — 1 términos de esta suma tiene como factor una expresion de la forma
f(xts oo Xic1 Xjs Xig1, .. .5 Xg) con j € {L,...,i = Li+1,...,d}, que se anula porque f es al-
ternante. Esto implica, claro, que f(xi,...,xi-1, Xi, Xjs1, ..., Xq) = 0.

Veamos ahora la suficiencia. Supongamos que f satisface la condicién del enunciado y sean
V1, ..., Vg € V vectores tales que existen i, j € [d] tales que i # jy x; = xj. Como esto implica
claramente que los vectores x;, ..., x4 son linealmente dependientes, la hipdtesis nos dice que
f(x1,...,x4) =0. La funcion f es por lo tanto alternante. O
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4.1.4. Sea V un espacio vectorial. Sid € Ny f: V¥ - k es una funcién multilineal, decimos que
f es anti-simétrica si para cada xy, ..., xz € V y cadaeleccién de i, j € [d] con i < j se tiene que

f(xl,...,x,-,...,xj,...,xd) = —f(xl,...,xj,...,xi,...,xd),
- -
i J
esto es, si al intercambiar dos de sus argumentos el valor de la funcién se multiplica por —1.

4.1.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sead € N ysea f : V4 — k una funcion d-multilineal.
(i) Si f es alternante, entonces f es anti-simétrica.
(i) Si f es anti-simétrica y en el cuerpo k se tiene que 2 # 0, entonces f es alternante.

Demostracién. Sean xy, ..., x5 € V e i, j € [d] tales que i < j. Como la funcién f es multilineal,
se tiene que

f(x1, .5 xim, X + Xjs Xitls -+ o> Xjols Xi + Xjs Xj4lsonns xXq)
—_ —_

i j
= (X0 X1y Xis Xitds v v s Xjo1s Xis Xjitls o+ 25 X4 (1)
| - { -
i j
+ (X1 Xinds X Xis - - > Xj1> Xj> Xjils - - »Xq)
- | -
i j
+ f(xl, e X1 Xy Xigls + o o5 Xjo15 Xis Xjils - - ,xd)
{ - { -
i j
+ f(xla R axi—l)xj)xi+1) e )xj—laxj) xj+1) R axd)
{ - Ll
i j

Sila funcidn f es alternante, entonces el lado izquierdo de esta igualdad y el primero y el cuarto
de los sumandos del lado derecho se anulan, y entonces

f(xl) o )xi—lx xi) xi+l) DI xj—l) xi) xj+1) D) xd)
— —
i j
+ f(xl, ey Xiols xj,x,-+1, ce ’xj—l’ xi,xj+1, e ,xd) =0.
- -
i i
Esto nos dice que en ese caso f es anti-simétrica y prueba la primera parte de la proposicion.

Para ver la segunda, supongamos que f es anti-simétrica y que 2 # 0 en el cuerpo k. Sienla
igualdad (1) de arriba es x; = x;, entonces el lado izquierdo es

S X1 205 Xl + -+ Xjo15 245 Xjsls « - - » Xd)
L L
i j
=2-2- f(xp,.. > Xicly Xi Xitly « o Xjols Xip Xjils o ,X4)

i J
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mientras que el lado derecho —ya que la suma de su segundo y su tercer término es nula por la
hipoétesis hecha sobre f— es

2 ’f(xl’ e X1 X Xitls e e s ’-xj—l)xi’xj-i-l) e ,Xd).
- —l
i j

La igualdad, en consecuencia, nos dice que

2.2-f(x1,...,xi_l,ﬁ,xi+1,...,xj_l,&,xj+1,...,xd)
i j
=20 f(X s X1 Xis XitDs v v o> Xjols Xis Xjipls - - 25 Xg)-
— —
i j
Por supuesto, esto implica que

2'f(X1,---,Xi—blﬁiil,xm,---,xj—l,lﬁiil,ijrl,---,Xd) =0
i j

Yy, como 2 # 0, esto a su vez nos dice que

f(xl,-..,xi—l,xi,xm,-..,Xj—1,xi,xj+1,-..,xd) =0.
— —
i j
Vemos asi que f es alternante. O]

4.1.6. Ejemplo. La condicion de que 2 sea distinto de 0 en el cuerpo k que aparece en la segunda
parte de la Proposicion 4.1.5 es necesaria. Para ver un ejemplo, supongamos que k = I, el cuerpo
de dos elementos que describimos en el Ejemplo 1.1.2(c), sea V' = k y consideremos la funcién
fi(x,y) € VxVi>xyeV dada por la multiplicacion de k. Que f es bilineal es inmediato y si
x, y € V, entonces f(x,y) = f(y,x),asi que f(x,y) + f(y,x) = 2f(x, y) = 0. Esta funcién es
por lo tanto bilineal y anti-simétrica. Sin embargo, no es alternante: f(1,1) =1+ 0. &

§2. Funciones multilineales alternantes de grado maximo

4.2.1. Sea V un espacio vectorial. Para cada d € N, escribimos Alt?(V) al conjunto de todas las
funciones V¥ - k que son d-multilineales y alternantes. Se trata de un subconjunto del espacio
vectorial de todas las funciones V¢ — k y, de hecho, es facil verificar que se trata de un subespacio.

4.2.2. Una consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1.3 es la siguiente:

Proposicion. Sea V' un espacio vectorial. Si V tiene dimension finita y d > dim V, entonces toda
funcién d-multilineal alternante f : V¢ — k es idénticamente nula y, en consecuencia, Alt? (V') = 0.
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Demostracion. En efecto, si V tiene dimension finita, d > dimV'y f : V4 - k es d-multilineal
alternante, entonces cada vez que elegimos d vectores xj, ..., x; en V estos son linealmente
dependientes y la Proposicion 4.1.3 nos dice que f(x1,...,x4) = 0. O

4.2.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n. Si B = (ey,. .., e,) es una
base ordenada de V, entonces la funcion

O: feAlt"(V) ~ f(er,....en) €k
es lineal e inyectiva. En particular, Alt" (V') tiene dimension finita y
dimAlt"(V) <1.

Demostracién. Fijemos una base ordenada % = (ey, ..., e,) de V. Que la funcién @ es lineal
es claro. Probaremos que es inyectiva. Hecho esto, la tltima afirmacién del enunciado seguira
inmediatamente de la Proposicion 2.5.2(ii).

Sea entonces f € Alt"(V) tal que ®(f) = 0 y mostremos que f es idénticamente nula.
Empezamos por probar que

Si iy, ..., in € [n], entonces f(e;,...,e;,) = 0. (2)
Para ello, sean iy, ..., i, elementos de [n] y para cada k € {0, ..., n} sea P(k) la afirmacién
si para cada j € [k] es ij = j, entonces f(ei,...,ei,) = 0.

Observemos que sabemos que P(n) vale, ya que f(ey,...,e,) = 0 por hipétesis, y que P(0)
implica que vale la afirmacién (2) que queremos. Podemos entonces proceder por induccién
descendente: basta que probemos que si k € [n] y vale P(k), entonces también vale P(k —1).

Sea entonces k € [n], supongamos que vale P(k) y que los enteros iy, ..., i, € [n] son tales
que

para cada j € [k — 1] se tiene que i; = j. (3)

En este punto estamos en uno de los siguientes dos casos:

o Puedeser que k ¢ {i,...,i,}. Entre los n nimeros iy, ..., i, de [n] tiene entonces que
haber alguno repetido: esto es, existen r, s € [n] tales que r < sy i, = i, y entonces
f(ei>... e€i>...5€i,...,ei,) =0 porque la funcion f es alternante.

o Puede ser, por el contrario, que k € {i, ..., i, }, de manera que existe r € [n] tal que i, = k.
De la hipotesis (3) se sigue entonces claramente que r > k y que

f(eil,...,eikfl,eik,...,e,-r,...,e,-n) = —f(eil,...,e,-kfl,eir,...,eik,...,ein),
— - — —
k r k r

ya f es anti-simétrica. Ahora bien, los primeros k argumentos de f en lado derecho de esta
igualdad son, en orden, ey, ..., e y, como estamos suponiendo que vale P(k), esto implica
que el lado derecho es igual a 0.
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En cualquiera de los dos casos tenemos entonces que f(ej,...,e;,) = 0: esto prueba que
vale P(k —1) y completa la induccién. Hemos verificado asi que la afirmacion (2) es cierta.
Queremos probar ahora que f es la funcion nula, esto es, que

i Xy, ..., xy € V, entonces f(x1,...,%,) = 0. (4)

Para hacerlo, procederemos de manera similar a lo que hicimos recién: para cada k € {0, ..., n}
sea Q(k) la afirmacion

SiXl, oo Xp € Vyxy, ..., X € B, entonces f(x1,...,%,) =0.

La afirmacion (4) que queremos probar es claramente equivalente a Q(0) y sabemos que Q(n)
vale, ya que eso es precisamente lo que nos dice (2). Es suficiente entonces que, procediendo
inductivamente, mostremos que si k € [k] y vale Q(k) entonces también vale Q(k —1). Esto
completara la prueba de la proposicion.

Fijemos entonces k € [n]), supongamos que vale la afirmacion Q(k) y sean xy, ..., x, € V tales
quexy, ..., xx_1 € #. Como X esunabase, hay escalares ay, ..., a, € ktalesque x; = aje;+---+aue,
Y, como la funcién f es multilineal,

f(xl,...,&,...,xn):f(xl,...,alel+---+anen,...,xn)
e — |
k
=alf(xl,...,le_ll,...,x,,)+---+a,,f(xl,...,le_,,l,...,xn).
k

Cada uno de los n sumandos del ultimo miembro de esta igualdad tiene como factor al resultado
de evaluar a f en una n-upla de elementos de V cuyos primeros k elementos estan en la base %
y entonces, como estamos suponiendo que vale Q(k), cada uno de ellos se anula. Asi, vemos que
f(x1,...,x,) =0, que es lo que queriamos. O

4.2.4. Proposicion. Para cada n € N existe un tinico elemento D, € Alt" (k™) tal que
Dy(ey,...,ey) =1

si(er,...,ey) esla base ordenada estdndar de k”.

Demostracion. Es suficiente que nos ocupemos de la afirmacién de existencia, ya que la unicidad

se deduce de la Proposicion 4.2.3. Procederemos por induccidn en n, observando que como la

funcién D : x € k! = x € k es I-multilineal, alternante y Dy (1) = 1, la proposicién vale si n = 1.
Supongamos que 7 > 2 y que existe una funcién multilineal alternante D,,_; : (k"™1)"™! - k

tal que D,,_1(ey,...,en-1) = 0si(er,...,e, 1) esla base ordenada estandar de k™!,
Siu=(up,...,u,)" es un elemento de k”, convengamos en escribir u’ al escalar u; y u” al
vector (uy,...,u,)" dek™ L. Es claro que si y, z e k" y a, b € k se tiene que
(ay+bz) =ay' + b2, (ay+bz)" =ay"” + b7". (5)
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Definimos una funcién Dy, : (k")" — k de la siguiente manera: si x1, ..., x, € k", ponemos
n l —_—
+1_ ./ I I
Dy(x1, .5 %n) = ) (1) XDy (x) o x]s o xy)).
1=1

Mostremos que D,, es n-multilineal alternante y, si (ey, . . ., e, ) es la base ordenada estdandar de k",
que Dy (e, ..., e,) = 1: esto probard la proposicion.

o Setienequee; =lyquee:=0siic{2,...,n},asi que
n
Dy(er, ... en) = Z(—l)lJrle,"D,,_l(el",...,e;’,...,e,’{) =Dy 1(e,....el)
1=1

porque en la suma todos los términos son nulos salvo posiblemente el que corresponde
al=1 Como (éej,...,e,) es precisamente la base ordenada estandar de k"1, a hipdtesis
inductiva nos dice que D, (ey, ..., e,) =L

o Seai € [n], sean xy, ..., Xi_1, Xi+1> ---> Xn, ¥, 2 € k" y a, b € k. De la definicién de la
funcién D, tenemos que

Dy(x1,...,Xi1, ay + bz, Xiv1, .. . X))

i-1
= Z(—l)l“x,{Dn_l(xl", coxs, (ay+b2)", )
I=1

+ (=)™ ay + bz) Dy a(x], ... xxl s x)

n
S (D)% Da(x]s . (ay +b2) X)L X)),

I=i+1

Usando primero las igualdades (5) y después la multilinealidad de la funcién D,,_;, podemos
reescribir esto en la forma

i-1
I+1 7 " - " "
> (-1) x,-(aDn_l(xl,...,xl,...,y,...,xn
1=1 —
17 77 " 17
+ 0Dy (xy s x]s 02X, )

"
R

i+1 / " " "
+ (=) ay' Dya(xy,....x; 1, x L X,
i+lg _/ " " " "
+ (1) Dy (X1 5o X X e X))
$ 141 =5
+1_7/ " " 77 "
+ > (1) (aDn,l(xl ey nx] Xy
l:l+1 bD 124 124 17 124
+ 0Dy (1552 X x,) )
Por otro lado,

aDn(xl) e Xi-1 Y5 Xitls e - )xn) + bDn(xla e X152 Xitls e e e ’xn)
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i-1
— I+1 1 " - " "
=ay (-1)""xDp(xfs. .k y
I=1

+a(=1) Yy Dy (5 Xl
n
a 3 (D) Du(xl A x)
I=i+1

i—1
I+1, 7/ " 7 " "
+b2(—1) XiDpa(xy's. x5 2 %,
I=1
i+1, 7 " " " "
+b(-1)"" Y Dya(xy s XX e X,

n
b Z (—1)l+1x,{Dn_1(x1",...,z”,...,x;’,...,x:,'
I=i+1
y esto es igual a la expresion anterior. Vemos asi que la funcién D, es lineal con respecto a
su i-ésimo argumento.
Sean finalmente x;, ..., x, € V y supongamos que r, s € [#] son tales que r < s y x, = x;. De
la definicién de D,, tenemos que

n
Du(x1,-.rx0) = 2. (1) Dya (a5 X)L x).
I=1

Si el indice I € [n] es distinto de r y de s, el término [-ésimo de esta suma tiene a
Dypa(xy,..., ;?, ..., X)) como factor, y este escalar es nulo porque D,,_; es una funcién al-
ternante: entre sus argumentos aparecen los vectores x;’ y x!', que son iguales. Esto significa
que, de hecho,

Dy(x1,...5%n)

= (=)™ Dy (s x) + (D)X D (kXX (6)

Como x, = x;, tenemos por supuesto que x, = x, y x; = x.. Como podemos pasar de la
secuencia de n — 1 vectores

174 7 1 174

Xl X)Xy s Xy,
ala secuencia

" " "7 "

X1 Xpsoo s XXy,

haciendo s — r — 1 transposiciones —la Figura 4.1 de la pagina siguiente ilustra esto— el
hecho de que D,,_; sea alternante y, por lo tanto, anti-simétrica nos dice que

Dpa(x)s . x7, . x!) = (1) D (%)X X))
y entonces, reemplazando en la igualdad (6), vemos que
Dn(X1, T ’xn) = ((_1)T+1 + (_1)S+1(_1)S_r_1) ’ xil'DTl—l(xlu) oo 7}?) e x;’fll)

y esto es igual a 0, porque el primer factor es nulo. La proposicion queda asi probada. [J
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Figura 4.1. Elcasoen que n = 9,r = 3ys = 7: si x§ = x7/, para pasar de
(x5 oxf, o xd)a (], .., x, ..., x{) son necesarias 3 = s — r — 1 transposi-

ciones.

§3. El determinante de una matriz

4.3.1. Sean € Nysea (ey,...,e,) labase ordenada estindar de k”. Si A € M,,(k) es una matriz
cuadrada de n filas y n columnas con entradas en k, el determinante de A, al que escribimos
det A o |A|, es el escalar D,,(Aey, ..., Ae,) que se obtiene de evaluar la funcion D, : (k)" - k
de la Proposicion 4.2.4 en los n vectores Aey, ..., Ae, de k". Observemos que estos vectores son
precisamente las columnas de la matriz A. Si A es la matriz

escribimos muchas veces al determinante de A usando la notacién

aygr ot Aun

an1 **° AQun

La prueba de la Proposicion 4.2.4 da una construccion recursiva de la funcién D,,, que la expresa

en términos de D,_;: siguiendo esa construccion, vemos que

« Sin =1, entonces

‘“1,1| = Di((aw1)) = an.
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e Sin =2, entonces

arl

a1

a2
az;

a1

=D, g

as,l

a2
b

a2

a1, D1((az.2)) — a2D1((az,1))

a4z, — Adpas].

o Sin =3, entonces

a, a2 a3 a1 a2 a3
a1 azp ax3|=Di||axi|,|a22|,]|a23
asyl asp ass as; as, as;s
az.n az;s asz,1 azs az,1 azn
= a1D; , —a Dy , + a13D; ,
as;n as;s as; as;s as;) as;

a1,142,2033 — 41,143,202,3 — 41,202,1433 + 41,243,1423 + A1,302,143,2 — 41,303,1022.

Una forma de recordar esta ultima expresion es la siguiente regla de Sarrus, por Pierre
Frédéric Sarrus (1798-1861, Francia): si copiamos las dos primeras columnas a la derecha de
la matriz, para obtener una matriz de 3 filas y 5 columnas,

+ + +

1

a1 A1 41,3 4 412
1
1
1

az1 G2 433 421 422
1
I

as] 4asp 433 14ds)  4sp

entonces el determinante de la matriz es la suma de los tres productos correspondientes a
las diagonales azules del dibujo menos la suma de los tres productos correspondientes a las
rojas.

 Sin =4, entonces

a,r a2 43 dig ar a2 a3 a4

az1 A4zp dz3 dz4 az,1 azn az;s aza4
= D4 > > >

as)] asp dsz3  dz4 as,1 asn ass asa

a4,1 A4 Q43 044 a4,1 a4, a4,3 4,4
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azn az;s az,a az,1 az;3 az4

=apDs||asz |, a3z |>| asa || - @2Ds| | a1 || a33 || 934
a4 a4,3 a4,4 aq,1 a4,3 4,4
az a2 az.4 a1 a2 az,3
tasDs||asa|>| a2 |>|asa || - avaDs || as1|s|as2|5| as3 |,
a4,1 a4,2 a4,4 a4,1 a4,2 a4,3

= a1,1,4a2.2,033, 04,4 — 41,1, 42,2, 44,3, 43,4 — 41,1, 43,2, 42,3, 44,4

+4a1,1, 43,2, 44,3, 2,4 + 41,1, 44,2, 2,3, 43,4 — 41,1, 34,25 43,3, 42,4

—az}, 41,2, 433, da4 t 421,012, 043,434 + d21, 432, 41,3, Q4,4

—az,1, 43,2, 44,3, A1,4 — 42,1, 44,2, 41,3, 43,4 T 42,1, 34,2, 43,3, 1,4

+das1, 41,2, 2,3, a4 — 43,1, 1,25 34,3, 42,4 — 43,1, 32,2, 41,3, 4,4

+4asz1,a2,2, 44,3, 41,4 T 43,1, 44,2, 41,3, 42,4 — 43,1, 34,2, 32,3, 1,4

—0a4,1, 41,25 42,3, 43,4 t 44,1, 01,2, 43,3, 42,4 T 44,1, 42,2, 41,35 43,4

—day,1, 42,2, 43,3, A1,4 — A4,1, 43,2, 41,35 42,4 + A4,1, 432, 42,3, A1,4.
Podemos continuar de esta forma, pero rapidamente el tamano de las formulas crece: puede
verse en las que acabamos de dar que la cantidad de términos en el determinante de una matriz
cuadrada de tamarfio 1, 2, 3y 4 es, respectivamente, 1, 2, 6 y 24. Mas generalmente, es facil deducir

inductivamente de la prueba de la Proposicion 4.2.4 que tenemos una expresion con a lo sumo n!
términos para el determinante de una matriz cuadrada de tamafio #.
4.3.2. Proposicion. Sea n € N. La funcion det : M, (k) — k tiene las siguientes propiedades:
(i) det A depende multilinealmente de las columnas de la matriz A.
(ii) Si A € My, (k) tiene dos columnas iguales, entonces det A = 0.
(iii) Si A y B son elementos de M, (k) y B se obtiene de A intercambiando dos columnas, entonces
det B = —det A.
(iv) Si A y B son elementos de M, (k) y B se obtiene de A sumando a una de sus columnas una
combinacion lineal de las demds, entonces det B = det A.

Demostracion. Todo esto es claro, en vista de la definicién de det y de la Proposicion 4.2.4. [

4.3.3. Proposicion. Sea n € N.
(i) Sil, € M, (k) es la matriz identidad, entonces det I, = 1.
(ii) Si Ay B son matrices de M, (k), entonces det AB = det A - det B.
(iii) Si A € M, (k) es inversible, entonces det A # 0 y, de hecho, det A™! = (det A)™%.

Demostracion. (i) De acuerdo a nuestras definiciones y la eleccion de la funcién Dy, es
detI, = D,(I,e1,...,Inen) = Dy(er, ... en) = 1.

(i) Sean Ay B dos elementos de M, (k) y sea D : (k")" — k la funcién tal que cada vez que
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X1, ..., X, son elementos de k" es
D(x1,...,%,) = Dy(Axy, ..., Axy).

Como Dy, : (k)" — k es una funcién n-multilineal y alternante, es inmediato verificar que lo
mismo es cierto de D, esto es, que D es un elemento del espacio vectorial Alt" (k™). Sabemos que
este espacio vectorial tiene dimension 1y que { D, } es una de sus bases: esto significa que existe
un escalar « € k tal que D=aD, y, de hecho, si (e, ..., e,) es la base ordenada estandar de k"
tenemos que

a=aD,(en...,en) =D(es,...,ey) = Dy(Aey, ..., Ae,) = det A.

Esto implica que
D(Bey,...,Be,) =detA-D(Bey,...,Be,) = det A-detB

mientras que la definicién misma de la funcién D nos dice, por otro lado, que
D(Bey,...,Be,) = D,(ABey,...,ABe,) = det AB.

Esto prueba la afirmacion (ii) de la proposicion.
(iii) Sea A € M, (k) una matriz inversible. Usando las partes (ii) y (i) de la proposicién, vemos
que

det A-det A = det AA™' = detI, =1,
asi que claramente det A # 0 y det A™' = (det A)~!, que es lo que queriamos probar. O

4.3.4. Un corolario inmediato de la Proposicion 4.3.3 pero importante es el siguiente:

Corolario. Si A y B son elementos de M, (k) para los que existe una matriz C € M, (k) inversible
tal que A = CBC™, entonces det A = det B.

Demostracion. En efecto, en ese caso la Proposicion 4.3.3 nos dice que det C # 0 y que
det A = det CBC™' = det CdetB - C™' = det CdetB(-C) ™" = det B,

como afirma el corolario. O

§4. La formula de Leibniz

4.4.1. Sin € N, escribamos [ 7] al conjunto [#]. Una permutacién de [n] es una funcién biyectiva
o :[n] - [n] y Sx es el conjunto de todas las permutaciones de [#].

Proposicion. Sea n € N.

84



(i) El conjunto S, tiene exactamente n! elementos.
(ii) La funcion identidad id : [n]] — [n] es claramente una permutacion.
(iii) Si o y 7 son dos permutaciones de [n], entonces la composicién o o T también lo es.

1

(iv) Si o es una permutacion de [n], entonces la funcién inversa 6~ —que existe porque o es

biyectiva— también es una permutacién de [n]).
Demostracion. Todas las afirmaciones son inmediatas. O

4.4.2. Cuando n es pequeno, escribimos a veces a una permutacion o € S, en la forma de una
matriz de 2 filas y n columnas

1 2 . n
a(1) o(2) - a(n)
listando en la primera fila los elementos de [n] y en la segunda las correspondientes imagenes

por o. De manera todavia mas compacta, escribimos a o también como la secuencia ordenada de
sus valores

o(1) a(2) - a(n).

Asi, por 35142 y por (123 %3) denotamos a la permutacion de [5] que mandal,2,3,4y5

a3,5,1, 4y 2, respectivamente.

4.4.3. Sea n € Nysean ry s dos elementos distintos de [#]. Escribimos (rs) a la permutacion
de [n] tal que paracada i€ [n]es

s, sii=r;
(rs)(i)=1r, sii=s;
i, sii#{rs}.

Una permutacién o de [n] es una transposicion si el conjunto {i € [n] : (i) # i} tiene exacta-
mente dos elementos; si ése es el caso y 7 y s son esos dos elementos, es claro que o = ().

4-4-4. Proposicion. Sea n € N. Si ¢ es una permutacién de [n]), entonces existen | € Ny y transposi-
ciones 1y, ..., T; de S, tales que 0 = T, 0--- 0 1.

Demostracién. Paracada o € S, sea|o|el conjunto {i € [n] : 6(i) # i} yparacadak € {0,...,n}
sea P(k) la afirmacién

si o € Sy, y el conjunto |o| tiene a lo sumo k elementos, entonces existen | € Ny y

(7)

transposiciones 1y, ..., T; de Sy, tales que 0 = Ty 0 -+ 0 Ty,.

Como cualquiera sea o € S, el conjunto |g| tiene a lo sumo # elementos, para probar a proposicién

es suficiente con que probemos que la afirmacion P(n) vale. Procedemos inductivamente.
Consideremos primero la afirmacién P(0). Si o es una permutacion tal que |o| tiene a lo

sumo 0 elementos, entonces por supuesto |o| = &y, en consecuencia, o(i) = i para cada i € [n]:
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vemos asi que 0 = id y podemos tomar I = 0 en (7), ya que la composicion de cero permutaciones
es igual a id. Vemos que de esta manera que la afirmacién P(0) vale.

Supongamos ahora que k € [n] y que sabemos que P(k — 1) vale, y sea ¢ una permutacion
de [n] tal que |o| tiene a lo sumo k elementos. Si tiene menos que k elementos, entonces tiene a
lo sumo k — 1y, como estamos suponiendo que vale P(k — 1), existen | € Ny y transposiciones
11, ..., 71 de [n] tales que 0 = 71 o - o 7;. Esto muestra que P(k) vale en ese caso.

Nos resta ocuparnos del caso en el que el conjunto |o| tiene exactamente k elementos y, en
particular, no es vacio. Sea iy € |o| e iy = 0(ip), que es distinto de igp. Observemos que i € |o]:
tendriamos si no que o(i;) = i, de manera que i; = 0 (i) = ig, lo que es absurdo.

Seat = (igiy)00.Siie€[n]~\|o],entonces

(i) = (io ir) (0(i)) = (io ir) (i) = i,
ya que i ¢ {ip, i1 }. Esto significa que |7| € |o|. Por otro lado, es

T(i()) = (io il)(O’(io)) = (i() il)(il) = i(),
asi que ip ¢ |7|. Vemos de esta forma que || estd estrictamente contenido en |o| y que, en particular,
tiene a lo sumo k — 1 elementos. Como estamos suponiendo que vale la afirmacién P(k — 1), esto
implica que existen ! € Ny transposiciones 1, ..., 7; de [n] tales que 7 = 77 0 --- o 7;. Como
(ig 1) o (ig i1) = id, se tiene entonces que

0= (ioil)o(ioil)OO': (ioil)OTZ (iOil)OTlo"‘OTl,
esto es, que o es igual a una composicion de transposiciones. Esto prueba que la afirmacion P(k)
también vale en este caso, y completa la demostracion de la proposicion. d

4.4.5. LaProposicidn 4.4.4 nos dice que toda permutacion puede escribirse como una composicion
de transposiciones. Es importante observar que esta escritura no es unica: ni las transposiciones
que aparecen en ella ni su cantidad estan determinadas. Es facil verificar, por ejemplo, que en S4
se tiene que

(13) =(12)0(23)0(12) =(23) 0 (12) 0 (23) =(23) 0 (14) 0 (24) 0 (23) o (14).

4.4.6. Sin e Ny o €S, es una permutacion, la matriz de permutacion asociada a o es la matriz
A(o) = (ai,j) € My (k) tal que para cada i, j € [n] es

1, sio(j)=i;
aij,j = .
0, en caso contrario.
Por ejemplo, la matriz de permutacion correspondiente a la permutacion 35142 de [5] es

0 0 0

—_ o o O
—

S O O O
(=) (=R ]
=l el el =

S O = O
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4-4.7. Proposicion. Sea n € N y sea ¢ una permutacion de [n]. Para cada i € [n] se tiene que
A(0)ei = eq(i)-

Demostracion. Sea i € [n]ysea A(o) = (aj;). Si k € [n], la componente k-ésima del vector
A(o)ei es a;jk, yestoeslsik = o(i) y 0 en caso contrario. Esto nos dice que A(0)e; es el
vector e4(;), como afirma la proposicién. U

4.4.8. Proposicion. Sea n € N.
(i) La matriz de permutacion A(id) correspondiente a la permutacion identidad id de [n] es la
matriz identidad de M, (k).
(ii) Si o y T son permutaciones de [n], entonces

A(oot1)=A(0) A(7).
(iii) Si o es una permutacién de [n], entonces la matriz A(o) es inversible y
A(o) T =A(a7) = A(o)".

Demostracion. (i) Sea A = (a;,j) la matriz de permutacién de id € S,,. De acuerdo a la definicién,
para cada i, j € [n] el escalar a; j es igual a1si j = i ya 0 en caso contrario: esto significa
precisamente que A es a matriz identidad de M,, (k).

(ii) Sean 0 y T permutaciones de [n] y sean A(0) = (a;,;) y A(7) = (bj,j) las correspondientes
matrices de permutacion. Sea (¢; j) la matriz producto A(o) - A(t). Si i, j € [n], entonces

n
Ci,j = Z a,-,kbk)j.
k=1

El escalar by j es nulo salvo si k = 7(j), y en ese caso es igual a 1: vemos asi que, de hecho,
Ci,j = Qi q(j)> Y estonosdice que c;j = 1sii = d(7(j))yquec;, = 0en caso contrario. Por supuesto,
esto significa que la matriz (c; ;) es precisamente la matriz de permutacién correspondiente a la
permutacion o o 7, y esto es lo que se afirma en la proposicion.

(iii) Sea 0 una permutacion de [#]. De acuerdo a las partes (ii) y (i) de la proposicion, que ya
probamos, tenemos que

A(c ™) -A(0) = A(c7 o 0) = A(id) = I,,

la matriz identidad de M,, (k) y, de manera similar, que A(¢) - A(0™') = I,,. Asi, A(0) y A(o™!)
son matrices inversas y, en particular, la matriz A(o) es inversible.
Por otro lado, supongamos que A(0) = (a;;) y sea (d;j) = A(0) - A(o)". Sii, j € [n],
entonces
n
di,j = kz aikqj,k
-1

Ahora bien: para cada k € [n] es escalar ay ; es nulo salvo si j = (k) y a; es nulo salvo si
i = a(k) vy, recordando que ¢ es una funcidn biyectiva, se sigue de esto que hay dos casos: o
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bien i = jyenesecasod;j =1, 0bieni # jyenesecasod;;=0. Vemos de esta forma que
A(0) - A(0)t = I, y un razonamiento similar muestra que A(c)*- A(0) = I,,: podemos concluir
entonces, como queremos, que A(o)t = A(c)™. O

4.4.9. Llamamos signo de una permutacion o € S, y escribimos sgn (o), al valor del determinante
de la matriz de permutacion asociada a ¢, esto es,

sgn(o) =det A(0).

4.4.10. Proposicion. Sea n € N.
(i) Elsigno de la permutacion identidad es sgn(id) = 1.
(ii) Si o y T son permutaciones de [n], entonces
sgn(o o) =sgn(o) -sgn(7).

Demostracion. Como la matriz de permutacién correspondiente a la permutacion identidad id
de S, es la matriz identidad I,,, es sgn(id) = det I,, = 1. Por otro lado, si ¢ y 7 son elementos de S,
entonces

sgn(oot)=detA(oo7)=detA(o)-A(t) =det A(o)-det A(7) =sgn(o) -sgn(71),
por la Proposicion 4.4.8(ii) y la Proposicion 4.3.3(ii). ]
4.4.11. Proposicion. Sea n € N y sea 0 una permutacion de [n]. Sil € Ng y 11, ..., 7 son transposi-
ciones de [n] tales que o = 1y 0 -+ o 17, entonces sgn(c) = (-1)".

Demostracién. Sea o una permutacion de [n] ysean ! € Ny 1y,..., 7; son transposiciones de [ ]
tales que 0 = 77 0 --- o 7;. De acuerdo a la Proposicion 4.4.10(ii), tenemos que

sgn(o) =sgn(mn) - sgn(7).
Para probar la proposicion, entonces, bastara que probemos que
si T es una transposicion de [n], entonces sgn(7) = -1

Sean entonces r y s dos elementos de [n] tales que r < s y sea 7 = (rs) la transposicién que los
intercambia. Para cada i € [n] es

e; sii¢{r,sh
A(T)ei = e iy =16 sii=r;
es Sii=s.
Nuestras definiciones nos dicen entonces que

sgn(7) =detA(co) = D,(A(0)ey,...,A(0)e,) = Dy(ey, ... Cgpre s en)
r S

=-Dy(e,...,en) =1,

COmo queremos. O
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4.4.12. Una primera aplicacion de la Proposicion 4.4.11 el siguiente corolario:

Corolario. Sea n € N. Si 0 es una permutacion de [n], entonces sgn(o) € {+1,-1} y

sgn(o™!) = sgn(o).

Demostracion. La primera afirmacion sigue inmediatamente de la Proposicién 4.4.11. Por otro
lado, sabemos de la Proposicién 4.4.10 que

sgn(o) -sgn(o™") =sgn(ooo™") = sgn(id) = 1
y esto, junto a la primera afirmacién, implica la segunda. O]

4.4.13. Un segundo corolario de la Proposicion 4.4.11 es el siguiente:

Corolario. Sea n € N. Si k y [ son enteros no negativos y i, ..., T ¥ p1, ..., P Son transposiciones
de S, tales que Ty 0--- 0 Ty = py o --- 0 py, entonces los niimeros k y | tienen la misma paridad.

Decimos que una permutacion o de [n] es par si es igual a la composicién de un nimero
par de transposiciones y que es impar en caso contrario: el corolario nos dice que esta definiciéon
tiene sentido, ya que la paridad del numero de factores en una escritura de ¢ como producto de
transposiciones depende solamente de ¢ y no de la escritura elegida. Asi, la permutacion 35142
de [5] es par, porque es igual a (13) o (25), mientras que la permutacion 24135 es impar, porque
esiguala (12) o (24) 0 (34).

Demostracion. Sik, 1, 1y, ..., Tk Y p1, -.> p; Son como en el enunciado, la Proposicion 4.4.11 nos
dice que (-1)* = (-1)" y el corolario sigue inmediatamente de esto. O

4.4.14. Estamos por fin en posicidén dar una férmula explicita para el determinante de una matriz:

Proposicion. Sea n € N. Si A = (a; j) € M, (k), entonces

detA= > sgn(0) a1y do(n),n-

0€Sy,

Esta expresion para el determinante de una matriz se llama la formula de Leibniz, por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716, Alemania). Observemos que la suma tiene n! términos.

Demostracion. Sea A = (a; ;) un elemento de M, (k) y sea (ey, ..., e,) la base ordenada estindar
dek”". Paracadai € [n] es Ae; = ajje; + -+ + an ey, asi que

detA = Dn(al,lel +ertan1€ns...,ap€1+ 0+ an)nen)

¥, como la funcién D, es multilineal, esto es igual a

= > apr-aiaDule... e,), (8)
il,e0in€[n]
con la suma tomada sobre todas las formas de elegir los n indices i, ..., i, en el conjunto [n].

Ahora bien: si iy, ..., i, son elementos de [#n] que no distintos dos a dos, el hecho de que
la funcioén D, es alternante implica que D, (e;,, ..., e;,) = 0. Esto significa que en la suma (8)
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basta considerar sdlo los términos que corresponden a elecciones de indices iy, ..., i, en [n] que

1 -

distintos dos a dos, esto es, tales que ( o ) sea una permutacién de [#], y entonces vemos que

i

det A= 3" a5y Ga(n)nDn(€o(1)s - > €a(n))- (9)

o€eS,

Para cada o € S, sabemos que e,y = A(0)e;si j € [n], asi que
Dy(eg(1)--+>€q(n)) = Du(A(0)er,..., A(0)e,) = det A(0) = sgn(a).

Usando esto en el lado derecho de la igualdad (9) obtenemos la férmula que aparece en el enunciado
de la proposicidn. m
4.4.15. Un corolario casi inmediato de la férmula de Leibniz es el siguiente:

Corolario. Sea n ¢ N
(i) Si AeM,(Q) y todas las entradas de A estdn en Z, entonces det A € Z.
(ii) Si Ae M, (k(X)) y todas las entradas de A estdn en k[ X], entonces det A € k[ X].

Demostracion. HACER. O]

§5. El determinante de la matriz transpuesta de una matriz

4.5.1. Usando la féormula de Leibniz podemos obtener facilmente el siguiente resultado, que es
importante tanto teéricamente como en la practica: una matriz tiene el mismo determinante que
su transpuesta.

Proposicion. Sea n € N. Para cada A € M, (k) se tiene que det A = det A"

Demostracion. Sea A = (a;j) € M, (k). De acuerdo a la Proposicién 4.4.14, es

det A = Z sgn(U) As(1),1""" Qo(n),n-

o€eS,

La funcién o € S, = 07! € S,, es una biyeccién —es su propia funcién inversa, de hecho— asi que
podemos reescribir esta suma en la forma

Z Sgn(T_l) Ar-1(1),1""" Gr-1(n),n- (10)

T€S,

Si 7 es una permutacién de [1] tenemos que sgn(77!) = sgn(7) y el producto

Ar-1(1),1 """ 7-1(n),n

coincide con
aLr(1) " 4n,7(n)>
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ya que tiene exactamente los mismos # factores aunque en otro orden. La suma (10) tiene el mismo
valor, entonces, que

Z Sgn(T)al,T(l) “An,r(n)-

T€8,
Si (bs,;) es la matriz transpuesta A®, de manera que b;; = a;; para cada eleccién de i, j € [n],
podemos escribir esto en la forma

E: Sgn(T)bTO)J"'bT(nLn

T€S,
y es claro, ahora, que esto es igual a det A®. Esto prueba la proposicion. O]

4.5.2. Una consecuencia de la Proposicion 4.5.1 es que si en el enunciado de la Proposicién 4.3.2
reemplazamos la palabra columna por fila obtenemos también una afirmacién cierta:

Proposicion. Sea n € N. La funcién det : M, (k) — k tiene las siguientes propiedades:
(i) det A depende multilinealmente de las filas de la matriz A.
(ii) Si A € My, (k) tiene dos filas iguales, entonces det A = 0.
(iii) Si A y B son elementos de M, (k) y B se obtiene de A intercambiando dos filas, entonces
det B = —det A.
(iv) Si Ay B son elementos de M, (k) y B se obtiene de A sumando a una de sus filas una combi-
nacion lineal de las demds, entonces det B = det A.

Demostracion. Estas afirmaciones se deducen de las correspondientes en la Proposicion 4.3.2
usando el hecho de que el determinante de una matriz coincide con el de su matriz transpuesta, y
la observacion evidente de que las filas de aquélla son las filas de ésta, a menos de transponer. [

§6. La formula de Laplace

4.6.1. Sim,n € Ny A € M, ,(k) es una matriz, llamamos menor de A a toda matriz que se
obtiene de A eliminando algin niimero de filas y de columnas. Cuando m, n > 2,r € [m]ys € [n],
escribimos A("*) al menor de A que se obtiene eliminando la fila r-ésima y la columna s-ésima,
que es un elemento de M, ,,—1 (k).

4.6.2. Proposicion. Sea n € N y sea A = (a; ;) un elemento de M k).
(i) Paracada i € [n] se tiene que

det A = Z(—I)i”ai,, ~det AW,
1=1
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(ii) Para cada j € [n] se tiene que

det A = Z(—l)j”al,j -det A1),
1=1

Estas férmulas para el determinante de una matriz se llaman férmulas de Laplace o desarrollos
de det A a lo largo de la fila i-ésima de Ay de la columna j-esima, respectivamente. Si i, j € [n],
llamamos al escalar (~1)"*/ det A(>7) el cofactor de la entrada a;, jde A

Demostracion. Basta que probemos la primera parte de la proposicion, ya que la segunda se
obtiene inmediatamente de la primera considerando la matriz transpuesta de A.

Ahora bien, que vale (i) cuando i es 1 es consecuencia de la forma en que definimos la
funcién D, en la prueba de la Proposicion 4.2.4. Si i no es 1, entonces podemos considerar la
matriz B que se obtiene de A intercambiando su primera fila y la i-ésima. De la Proposicion 4.5.2(iii)
sabemos que det B = —det A. Por otro lado, para cada I € [n] el menor B! es la matriz que se
obtiene del menor A("!) intercambiando su primera fila con la segunda, luego la segunda con la
tercera y asi hasta intercambiar la (i — 2)-ésima por la (i — 1)-ésima: estos son i — 2 intercambios,
asi que det B(MD = (<1)" det AD . Teniendo todo esto en cuenta, concluimos que

detA=—-detB=->(-1)"*"by, - det B = Z(—l)l”“ai,l -det A®D
1=1 =1

n
= Z(—l)lﬂai,l -det A(l’l),
=1

COmo queremos. O

4.6.3. Como consecuencia de las formulas de Laplace y la alternancia del determinante, obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario. Sea n € N y sea A = (a; ;) un elemento de M, (k).
(i) Sii, i’ € [n] son distintos, entonces

n
S (-1)"*a;; -det AUD = 0.
I=1

(ii) Sij, j' € [n] son distintos, entonces
n ) ,
Z(—l)]”a,J -det A1) = 0.
1=1

Demostracion. Otra vez, gracias a la Proposicion 4.5.1, es suficiente que probemos la primera
parte. Sean i e i’ elementos distintos de [#] y sea B = (b; ;) la matriz que se obtiene de la matriz A
reemplazando su fila i’-ésima por una copia de su fila i-ésima. Como B tiene dos filas iguales,
sabemos que det B = 0 y entonces el desarrollo de Laplace para el determinante de B a lo largo de
la fila i’-ésima de esta matriz nos dice que

S (-1)*1b;s ;- det B = 0. (11)
1=1
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Sile[n],esby;=a;;yel menor BU"P coincide con el menor AU"D: la igualdad (11) implica
entonces que

(-1)"*'a; ;- det AU"D = g,

M=

—
1l

1

como afirma la proposicion. O]

§7. Laregla de Cramer

4.7.1. La Proposicion 4.3.3(iii) nos dice que una condicién necesaria para que una matriz sea
inversible es que su determinante sea no nulo. Podemos probar ahora que esta condicién es
también suficiente:
Proposicion. Sea n € N, sea A = (a;,;) € M, (k) y consideremos la matriz adj A = (b; ;) tal que
bi;= (-1)*7 det AU para cada i, j € [n].

(1) Se tiene que

A-adjA=adjA-A=detA-I,.
(ii) La matriz A es inversible si y solamente si su determinante det A es no nulo, y en ese caso vale
que

PR
det A

adj A. (12)

Demostracién. Sii, j € [n], la entrada (i, j)-ésima del producto A - adj A es

n n
Z a,')lbl)j = Z ai)l(—l)”j det A(j’l)
I=1 I=1
y de acuerdo a las Proposiciones 4.6.2(i) y 4.6.3(i), esto es igual adet Asii = jyaOsii # j. Esto
significa que A -adjA = det A - I,,. De la misma forma, a partir de las Proposiciones 4.6.2(ii)
Yy 4.6.3(ii) podemos ver que adj A - A = det A - I,,. Esto prueba la afirmacion (i) de la proposicion.
Ya sabemos de la Proposicion 4.3.3(iii) que es necesario para que la matriz A sea inversible que
su determinante sea no nulo. Reciprocamente, si tenemos que det A # 0, entonces en la igualdad
de (i) que acabamos de probar podemos dividir por el escalar det A para ver que

adjA adjA
detA detA = "
y concluir que A es inversible y que su matriz inversa es la descripta en (12). d

93



4.7.2. Usando la expresion para la inversa de una matriz inversible que nos da la Proposicion 4.7.1
podemos obtener una expresion cerrada para solucion de un sistema de ecuaciones con la misma
cantidad de incégnitas que de ecuaciones con matriz de coeficientes inversible. Llamamos a este
resultado la regla de Cramer, por Daniel Cramer (1704-1752, Suiza).

Proposicion. Sean n € N, A = (a; ;) € My (k) y b = (b;) € k™. Si la matriz A es inversible, de
manera que det A # 0, entonces existe exactamente un vector x = (x;) € k" tal que Ax = b y para
cada i € [n] la componente i-ésima de x es

(237 I S W | by aLi+l o Aun
An1  Gmic1 bn Aniv1  Ana
Xi =
det A

El numerador de este cociente es el determinante de la matriz que se obtiene de A reemplazando
su columna i-ésima por el vector b.

Demostracion. Supongamos que la matriz A es inversible. La funcién lineal f : x e k” —» Ax e k"
es entonces un isomorfismo y su inversa es la funcién g : x € k” +> A7lx € k™. En particular, como
f es biyectiva, existe exactamente un elemento x de k” tal que Ax = f(x) = byesx = g(x) = A™\x.
En vista de la Proposicion 4.7.1(7i), esto significa que

_ 1
" detA

X adj A - x.

Siie[n]yescribimosadjA = (b;,j), la componente i-ésima de este vector es

1 n n i X
— > b x = “1)*x, det ABD
det A lz:; i, I %] 12:;( ) 1

y la suma que aparece aqui es el desarrollo de Laplace a lo largo de la columna i-ésima del
determinante de la matriz que se obtiene de A reemplazando la columna i-ésima por el vector b.
Esto es precisamente lo que afirma la proposicion. U

§8. El rango de una matriz

4.8.1. El determinante nos da un criterio muy compacto para decidir la independencia lineal de n
vectores de k:

Proposicion. Sean € Nyseanxj, ..., x, € k". Los vectores xy, ..., x, son linealmente independientes
si y solamente si la matriz de M,, (k) que los tiene por columnas tiene determinante no nulo.
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Demostracién. Sea A € M, (k) la matriz que tiene a los vectores xj, ..., x, por columnas. Sabemos
que si los vectores son linealmente dependientes, entonces el determinante de A es nulo. Reciproca-
mente, si son linealmente independientes, entonces la funcién f : x € k" — Ax € k" es inversible y,
de acuerdo a la Proposicion 2.8.6, la matriz [ f ]g de f con respecto a la base estandar # de k", que
coincide con A, como vimos en el Ejemplo 2.8.2(a), es inversible. En vista de la Proposicion 4.7.1(ii),
entonces, es det A # 0. OJ

4.8.2. Usando este resultado podemos obtener una nueva descripcién del rango de una matriz,
esta vez en términos del tamafo de sus menores cuadrados no singulares:

Proposicion. Sean m, n € N y sea A € My, ,,(k). El rango de A es igual al tamafio mdximo de los
menores cuadrados de A que tienen determinante no nulo.

Demostracion. Sea r el rango de la matriz A y sea s el tamafno maximo de un menor cuadrado
de A con determinante no nulo. Como r es la dimension del subespacio de k™ generado por las
columnas de A, sabemos que hay r columnas en A que son linealmente independientes: sea B el
menor de A que se obtiene eliminando todas las otras n — r columnas, de manera que B € M,, (k).
Por construccién, las columnas de B son linealmente independientes, asi que el rango de B es r.
De acuerdo a la Proposicion 3.4.7, el rango por filas de B también es r y, en consecuencia, hay
r filas en B que son linealmente independientes. Sea C el menor de B que se obtiene eliminando
las otras m — r filas. Es claro que C es también un menor de la matriz A con la que empezamos,
se trata de un menor cuadrado de tamafo r y, como sus filas son linealmente independientes, su
determinante es no nulo: la eleccion de s, en consecuencia, implica que es s > r.

Por otro lado, si D es un menor cuadrado de A de tamaiio mayor que r, entonces las filas de A
que tocan a D son linealmente dependientes —ya que A no posee r + 1 columnas linealmente
independientes— y entonces las columnas de D son también linealmente dependientes: esto
implica que det D = 0. Asi, todo menor cuadrado de A de tamafio mayor que r tiene determinante
nulo y, por lo tanto, s < r. O

§9. Tres determinantes

Matrices triangulares

4.9.1. Decimos que una matriz A = (a;,;) € My, (k) es triangular superior si cada vez que i, j € [n]
son tales que i > j se tiene que a;,; = 0, esto es, si todas las entradas de la matriz que estan por
debajo de la diagonal principal son nulas. De forma simétrica, decimos que A es triangular inferior
si cada vez que i, j € [n] son tales que i < j se tiene que a; j = 0

Proposicion. Sea n € N. Si A = (a;j) € M, (k) es una matriz triangular superior o triangular
inferior, entonces el determinante de A es el producto de las entradas que aparecen en su diagonal,
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esto es,
detA=ap - anpy,.

Demostracion. Basta que consideremos el caso en que A es triangular superior, ya que si A es
triangular inferior entonces la matriz transpuesta A" es triangular superior y, como sabemos,
det A = det A".

Supongamos entonces que la matriz A es triangular superior. Segtin la Proposicion 4.4.14, es

det A = Z sgn(0)as(1),1°* Go(n),n- (13)

0€Sy,

Si 0 es una permutacion de [n], entonces el producto a1y dg(n),» €s nulo si cualquiera de
sus n factores es nulo, y esto ocurre si existe i € [n] tal que o(i) > i. Vemos asi que la suma (13)
no cambia si solamente sumamos los términos que corresponden a permutaciones o € S, tales
que 0 (i) < iparacadai € [n]. Ahora bien: hay exactamente una permutacién que satisface esta
condicion, la permutacion identidad, y, en consecuencia, tenemos que

det A = sgn(id)aig(1y,1 " Gid(n),n = 411" Anyns
como afirma la proposicion. d

4.9.2. Mas generalmente, podemos describir el determinante de una matriz triangular por bloques:

Proposicion. Sean n, r € N, sean ny, ..., n, € N tales que n = ny + -+ + n, y supongamos que para
cada i, j € [r] con i < jtenemos una matriz A; j € My, (k). Si A es la matriz de bloques

Ay A o Ay A
0 Azp - Axra  Any
: Ar—l,r—l Ar—l,r
0 - 0 0 A,

entonces el determinante de A es
det A=detA;;--- detA,,.

Demostracion. Como podemos hacer una induccion evidente con respecto a 7, es suficiente que
consideremos el caso en que r = 2. Sean entonces n, ny, n, € N tales que n = n; + n3, sean
A1 € My, 0 (k), A1z € My, 0, (K) v Azp € My, o, (k), consideremos la matriz de bloques

Ay A
A=A A2)
0 A2,2
y mostremos que

det A = det Al,l -det A2,2. (14)
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Sila matriz A, tiene determinante nulo, sus filas son linealmente dependientes y entonces clara-
mente las primeras #; columnas de la matriz A son linealmente dependientes: vemos que en este
caso det A = 0 y que, en consecuencia, vale la igualdad (14).

Supongamos ahora que A; tiende determinante no nulo, de manera que es inversible. Vale
entonces que

A (A 0 (Im Af1AL2
0 I,) \0 Ay

¥, en consecuencia, que

A 0 I, A7lA
det A = det [ M cdet[ ™™ LIAL2 Y (15)
0 I 0 Asn

Ahora bien, desarrollando el determinante por la tltima fila vemos inmediatamente que

A 0 A 0
det( bl ) = det( bl )
O Ii’lz O Inzfl

y entonces una induccion evidente muestra que, de hecho,

A 0
det bl = detAll.
0 I, ’

De manera similar, desarrollando el determinante por la primera columna y haciendo induccién

e€n rn; vemos que

I, AjlA
det( "Ll 1’2) =det A,
0 Ajp

Estas ultimas dos igualdades y (15) implican que vale la igualdad (14), como queremos. O]

Matrices companeras

4.93. SineNyp(X)=co+c X+ +c,1 X'+ X" e k[ X] es un polinomio ménico de grado n,
la matriz comparfiera de p es la matriz

00 ... 0 —c

10 ... 0 -q
c(p)=l0 1 ... 0 -c |eMu(k),

00 ... 1 —cuy

de manera que si C(p) = (a;,j), entonces para cada i, j € [n] es

1, sii=j+1;
ai,j =4 —Ci-1, Sij =M,
0, en cualquier otro caso.
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Proposicion. Sea n € N ysea p(X) = co + ;X + - + ¢, 1 X ' + X" e k[ X] un polinomio ménico
de grado n. El determinante de la matriz X - I,, — C(p) € M, (k(X)) es

det(X -1, - C(p)) = p(X).

Demostracion. Demostraremos la proposicion haciendo induccion en #, observando que cuando

n = 1 el resultado es inmediato.
Supongamos entonces que n > 2. Tenemos que calcular el determinante de la matriz

X 0 ... 0 Co

-1 X ... 0 (5]
X-I,-Cc(p)=l0 -1 ... 0 ¢

0 0 ... -1 X-cy

Desarrollandolo a lo largo de la primera fila, vemos que

X 0 0 Co
-1 X ... 0 C1
det(X-I,-C(p))=|0 -1 ... 0 o
0 0 | X—Cn_l
X 0 0 (5]
-1 X . 0
-1 X ... 0 (%) 0 1 0
=X|0 -1 ... 0 c3 + ()" | T B (16)
: : : : 0 0 1
0 0 ... -1 X-cu

El primer determinante que aparece en el ultimo miembto de esta igualdad es el de la matriz
X -I,.1-C(q) e M,(k(X)), con g el polinomio

L+ X+ e X"+ X" e k(X),

que es monicoy de grado n—1, asi que la hipotesis inductiva nos dice que es igual a g( X). El segundo
determinante , por otro lado, es el de una matriz triangular inferior y de la Proposicién 4.9.1
sabemos que vale (~1)""!. Volviendo con todo esto a la igualdad (16) vemos que

det(X - I, - C(p)) = Xq(X) + co = p(X).

COmo queremos. O
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Matrices de Vandermonde

4.9.4. Sin e Nya, ..., a, € k son escalares, la matriz de Vandermonde para «ay, ..., o, es la

matriz V(ai,...,a,) = (a;j € M, (k)) que tiene a; ; = a;—l para cada i, j € [n],
1 1 1
V(... ay) = ! 04'2 oy
af 1 “gi—l “Z_l

El nombre recuerda a Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796, Francia), a pesar de que
no hay ningun registro de que lo haya considerado; ver, por ejemplo, el articulo [Yca13] para una
discusion de esto. Vandermonde, sin embargo, es considerado el fundador de la teoria moderna
de los determinantes: por ejemplo, es el primero en haber observado el efecto que tiene sobre el
determinante de una matriz intercambiar dos de las columnas de ésta y que el determinante es es
en consecuencia nulo cuando dos de ellas son iguales.

Proposicion. Sea n e N. Si ay, ..., a,, €k, entonces

det V(ay,...,ap) = H ((X,'—(Xj) (17)
1<i<j<n

Demostracion. Hagamos induccion en n, observando que si # = 1 no hay nada que probar.

Escribamos V en lugar de V(ay, ..., ay), por simplicidad. Es claro que si existen i y j en [n]
distintos tales que &; = a;, entonces det V(ay, ..., a,) = 0, ya que en ese caso la matriz tiene dos
columnas iguales, y vale evidentemente la igualdad (17). Queda entonces considerar el caso en el
que los escalares aq, ..., ay, son distintos dos a dos.

Si todos los escalares ay, ..., a;, son no nulos pongamos k = 1y si no sea k € [n] tal que ay = 0.
Segun la Proposicion 4.6.2(ii), desarrollando el determinante de V a lo largo de su columna
k-ésima, es

detV = Z(_l)l’fka;{—l det V(6
1=1
Consideremos el polinomio
p(X) = Y (-1)*Fx T det VPP e k[ X].
1=1

El grado de p es alo sumo 1 — 1y el coeficiente de X" ! en p es (-1)"** det V(") Como V("¥)
es la matriz de Vandermonde V (ay, ..., ay, ..., ay), usando la hipotesis inductiva tenemos que

det V(") — det V(o oo @pseensty) = H (ai —aj) #0.
I<i<j<n
i,jk

Concluimos de esta forma que el polinomio p tiene grado exactamente #n — 1.
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Siie {1,...,75,...,;1}, entonces
n
plai) = 3(-1) el det v
=1

y esto es precisamente el valor del determinante de la matriz

V(al,...,&,...,an),

que tiene dos columnas iguales, la i-ésima y la k-ésima: vemos asi que p(«;) = 0. El polinomio p,

que tiene grado n — 1, tiene entonces a los n — 1 escalares ay, ..., @k, ..., &y, que son distintos dos a

dos, como raices y, en consecuencia, existe un escalar f3 € k tal que

p(X) = BX — ay)(X — o) (X — ).

De esta igualdad se sigue, en particular, que

p(0) = (-1)" Bay G-y

Por otro lado, de la definicién de p es inmediato que

o ot &1 Oky1 0 Op
p(0) = (~1)**' det VPR = (1) : :
(x{l_l cee “;(1:11 a;:;ll aee (x:ll_l

(18)

(19)

y, usando la homogeneidad del determinante de una matriz con respecto a las columnas de ésta,

este ultimo determinante es

1 1 1
(45 N 47 S R 7 2 R . 77]
. . —~ ar o Op-1 Kgq
=0 Qg Oy . . .
n-1 n-1 n-1 n-1 . . .
* Op 1 Ok &y a2 e gh 2 g2
1 k-1 k+1

=apagapdet V(ag, ..., &k, ..., 0p).

Comparando las expresiones (18) y (19) para p(0) concluimos entonces que
(—1)"_1/3()(1---&7(“-04” = (—1)koc1--~o?}<---ocn det V(ag, ..., 05, ..., 0p)
Como ay---@---a, # 0, esto nos dice que

B=(-)" 1 det V(ay, ..., & ...oa0) = ()" F J] (ai-aj),

I<i<j<n
i,j*k
usando en la ultima igualdad otra vez la hipétesis inductiva y, en definitiva, que

PO = (D" TT (o= ) - (X = o)+ (X = o)+(X = ata).
I<i<j<n
i,j+k
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En particular, evaluando esto en ay vemos que

pla) = ()" TT (@i— ) (= an)- (o — a)-(ax ) =[] (@i = @),
I<i<j<n I<i<j<n
i,j*k

Esto completa la induccion, ya que p(ay) = det V(ay, ..., ax). O

§10. El determinante de un endomorfismo

4.10.1. Si V es un espacio vectorial de dimension finita, % una base ordenadade Vy f: V - V
un endomorfismo de V, llamamos determinante de f al determinante de la matriz [f]%. Esta
definicion tiene sentido porque este escalar no depende de la eleccion de la base Z sino solamente
de f: esto es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sean B y B’ dos bases ordenadas
de V.Si f:V =V esun endomorfismo de V, entonces

det[f]7 = det[f]7..
Demostracion. Sabemos de la Proposicion 2.8.7 que
(1% = C(#, %) [f15 C(#, %)

y de acuerdo a la Proposicion 1.8.4(iii) las matrices C(#, B') y C(#,%’) son mutuamente
inversas, asi que el Corolario 4.3.4 nos permite concluir lo que queremos. O

4.10.2. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita.
(i) Siidy : V — V es el endomorfismo identidad de V, entonces detidy = L.
(ii) Si f, g:V — V son dos endomorfismos de V, entonces det(f o g) = det f - det g.
(iif) Sih:V — V esun endomorfismo de V, entonces h es un automorfismo exactamente cuando
det h # 0 y en ese caso se tiene que det k™' = (det h) ™.

Demostracién. Sean = dim V y sea % una base ordenada de V. Sabemos que [idy | = I,;, la matriz
identidad de M,,(k), asi que que detidy = det I, = 1: esto prueba (i).
Sif,g:V — V sonendomorfismos de V, entonces

det(f o g) = det[f o g7 = det([f]7 - [g]) = det[f]7 - det[g] = det f - det g,

como afirma (#i). Por otro lado, si i : V — V es un endomorfismo, sabemos de la Proposicion 2.8.6
que h es un isomofismo si y solamente si la matriz [1]% es inversible y, de acuerdo a la Proposi-
cion 4.7.1(ii), esto ocurre exactamente cuando el escalar det h = det[h];g es no nulo. Si ése es el
caso, entonces

deth-deth™ =det(hoh™) =detidy =1
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¥, por supuesto, se sigue que det k™' = (det k)7L, O

4.10.3. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endo-
morfismo de V. Si W es un subespacio f-invariante de V, entonces

det f = det fyy - det f".

Demostracién. Sean n y r las dimensiones de V 'y de Wy sea # = (x3, ..., X, ) una base de V tal
que #' = (x1,...,x,) es una base ordenada de W. De acuerdo a la Proposicion 2.12.5, entonces,
PB" = ([xr41])>-- > [xn]) es una base ordenada de V//W y hay una matriz C € M, ,,_,(k) tal que la
matriz de f con respecto a % es triangular superior por bloques de la forma

3= )

La conclusion de la proposicion es consecuencia de esto y de la Proposicion 4.9.2. O
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Autovectoresy autovalores

§1. Autovectores y autovalores

5.1.1. Sea V un espacio vectorial y sea f : V — V un endomorfismo de V. Un vector no nulo x
de V es un autovector de f si existe un escalar A € k tal que f(x) = Ax y en ese caso decimos
que A es el autovalor correspondiente a x o que x es un autovector de autovalor A. Por otro lado,
un escalar A € k es un autovalor de f si existe un autovector de f que tenga a A por autovalor.
El espectro de f es el conjunto Spec( f) de sus autovalores.

5.1.2. Ejemplos.

(a) SiV esun espacio vectorial y A € k es un escalar, entonces todo vector no nulo de V es un
autovector de la funcidn lineal f : x € V = Ax € V y el escalar A es el tnico autovalor de f.

(b) Si V es un espacio vectorial y f : V — V es un endomorfismo, los autovectores de f que
tienen a 0 como autovalor son precisamente los elementos no nulos del nucleo Nu( f).

(c) Consideremos la funcién lineal f : (x, y) € R* = (y,-x) € R?, endomorfismo del espacio
vectorial real R%. Siv = (x, ) es un elemento no nulo de R?, entonces es facil ver que vy f(v)
son linealmente independientes: esto implica, en particular, que f(v) no es un multiplo
escalar de v y, entonces, que v no es un autovector de f. Vemos asi que esta funcion lineal no
posee ninglin autovector ni ningun autovalor.

En cambio, el endomorfismo (x, y) € C* = (y,—x) € C* del espacio vectorial comple-
jo C? tiene a los vectores (1,) y (1, —i) como autovectores, con autovalores correspondientes
los escalares i y —i.

(d) Sea C*°(IR) el espacio vectorial real de las funciones R — R que son derivables infinitas veces
yseaD: f e C*(R) — f" € C®°(R). Supongamos que f € C*°(R) es un autovector de D de
autovalor A € R, de manera que

f'=Af. (1)

La funcién g : t € R = e f(t) € R es claramente derivable con continuidad en todo su
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(e)

dominio y tiene en cada t € R derivada

() =-deMf(t)+eMf (1) =0,

en vista de la relacién (1). Esto implica que la funcion g es constante y, como g(0) = f(0),
que e M f(t) = £(0) para todo t € R, esto es, que f(t) = f(0)e . Vemos asi que f es un
multiplo escalar de la funcion exponencial

hy:xeRmeMeR,

Un célculo directo muestra que esta funcion A es en efecto un autovector de D de autovalor A,
junto con todos sus multiplos escalares, asi que podemos concluir con esto que

para cada A € R los autovectoresde D : f € C*°(R) — f' € C*(R) de auto-
valor A son precisamente los multiplos escalares no nulos de la funcion h;.

En particular, todo elemento de R es un autovalor de esta funcién D.
Podemos considerar también la funcién dada por la derivacion D : p € R[X] — p’ € R[X]
pero ahora definida sobre el espacio vectorial R[ X] de los polinomios con coeficientes reales.
Supongamos que p € R[X] es un autovector de D de autovalor A, de manera que p’ = Ap.
Como p no es nulo, tiene un grado d bien definido. Sid > 0y A # 0, entonces Ap tiene grado
d y p' tiene grado d — 1: esto es imposible, ya que estos dos polinomios son iguales. Por otro
lado, si A = 0, entonces p’ es el polinomio nulo y que, por lo tanto, p es constante. Vemos asi
que tiene que ser d = 0, que el polinomio p es constante y que A = 0.
Hemos mostrado, en definitiva, que

el tinico autovalorde D : p e R[X] — p’ e R[X] es A = 0, y los autovectores
correspondientes son los polinomios constantes no nulos.

Vemos asi que, a diferencia de lo que sucede en el ejemplo anterior, el inico autovalor de la
funcién lineal D es 0. &

5.1.3. Una observacion sencilla es que el conjunto de autovalores de un endomorfismo de un

espacio vectorial correspondientes a un autovalor fijo es un subespacio, una vez que uno agrega el

vector nulo. Esto es consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea f : V. — V un endomorfismo de V. Para cada A €k,
el subconjunto Ey(f) = {x € V: f(x) = Ax} de V es un subespacio de V.

Llamamos al subespacio E, (f) el autoespacio de f correspondiente a A. Si tiene dimension

finita, llamamos al nimero dim E, (f) la multiplicidad geométrica de A como autovalor de f.

Es claro que esta multiplicidad es positiva si y solamente si A es un autovalor de f.

Demostracién. La afirmacién de la proposicion es consecuencia de que E (f) es el ntcleo de la
funcién lineal Aidy — f: V - V. O
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5.1.4. Una segunda observacion importante es que autovectores correspondientes a autovalores
distintos dos a dos son linealmente independientes.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea f : V. — V un endomorfismo de V. Sixy, ..., xn € V
son autovectores de f correspondientes a autovalores Ay, ..., A, € k y estos ultimos son distintos dos
a dos, entonces los vectores xy, ..., X, son linealmente independientes.

Demostracion. Sean xy, ..., x, € V autovectores de f correspondientes a autovalores Ay, ..., A, € k
distintos dos a dos y sean ay, ..., a, € k escalares tales que ayx; + --- + a,x, = 0. Para cada j € [n]
podemos aplicar la funcién f/~! a ambos lados de esta igualdad y ver que

n
i-1
Z ak/\{( X = 0. (2)
k=1
Ahora bien, como los escalares Ay, ..., A, son distintos dos a dos, es una consecuencia inmediata

de la Proposicion 4.9.4 que la matriz de Vandermonde

11 1
TN L
/li;_l Ag;—l /1;1;—1
es inversible. Supongamos que su matriz inversa es V (1, ..., A,) ™" = (ui,;) € M, (k), de manera

que, en particular, para cada i, k € [n] se tiene que

n , 1, sii=j;

S i M = (3)

j=1 0, en caso contrario.

Para cada i € [n], vemos entonces —usando primero la ecuacion (2) y luego la (3)— que
n n 4 n n 4
_ J= _ J= _
0= Zyi,j (Z ak)tk xk) = Zak Z‘Mi,j/lk Xk = aiX;
j=1 k=1 k=1 j=1
¥, en consecuencia, que los escalares gy, ..., a, son todos nulos. Esto prueba la proposicion. [

5.1.5. El siguiente corolario de la Proposicion 5.1.4 es inmediato:

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sea f : V. — V un endomorfismo de V. Si V tiene dimension
finita, entonces f posee un numero finito de autovalores y, de hecho, el niimero de éstos es a lo sumo

igual a dim V.
Demostracion. En efecto, si Ay, ..., A, son autovalores de f distintos dos a dos, existen vectores
no nulos xj, ..., x, € V tales que f(x;) = A;x; paracada i € [n] y la Proposicion 5.1.4 implica que

estos n vectores son linealmente independientes. Por supuesto, de esto se deduce inmediatamente
quen <dimV. d
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5.1.6. La Proposicidn 5.1.4 tiene, por otro lado, la siguiente consecuencia importante:

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sea: V — V un endomorfismode V. Si Ay, ..., A, € k son
escalares distintos dos a dos, entonces los subespacios Ey (f), ..., Ej, (f) de V son independientes.

Demostracion. Podemos usar la caracterizacion de la independencia de subespacios que da la
tercera condicién de la Proposicion 1.10.3: basta mostrar que si x, ..., X, son vectores de V tales
que para cada i € [n] es x; € E,(f) y se tiene que x; + - + x,, = 0, entonces cada uno de los
vectores Xy, ..., X, es nulo. Eso sigue inmediatamente de la Proposicion 5.1.4. O

5.1.7. Sean € N, sea A € M, (k) una matriz cuadrada de tamafio n con entradas en k y considere-
mos el endomorfismo f4 : x € k” » Ax € k" de k”. Aprovechando la estrecha relacion que hay
entre la matriz A y la funcidn f4, podemos adaptar las nociones presentadas en esta seccion a la
matriz A de la siguiente manera:

o Six ek”yA ek, decimos que x es un autovector de A de autovalor A si x es un autovector
de f4 de autovalor A.
« Un escalar A € k es un autovalor de A sila matriz A posee un autovector de autovalor A, y
el espectro de A es el conjunto Spec(A) de sus autovalores.
o Si A €k, entonces el autoespacio de A correspondiente a ) es el subespacio E, (f4), que
escribimos mas simplemente en la forma E, (A).
Es inmediato, en vista de la forma de estas definiciones, que valen para matrices y sus autovectores
y autovalores propiedades analogas a las enunciadas arriba para endomorfismos: en todos los
casos, estos resultados se obtienen para la matriz A de considerar el resultado correspondiente
para el endomorfismo f4. Esto mismo puede decirse de casi todos los enunciados que siguen.

5.1.8. Ejemplo. Sea n € N, sea p(X) = co + 1 X + - + c,_1 X ' + X" € k[ X] un polinomio ménico
de grado n y sea C(p) la matriz compaiera de p,

00 ... 0 —-co
1 0 ... 0 —q

C(p): 01 0 —C EMn(]k),
00 ... 1T —cupa

Si A € k es una raiz de p, de manera que p(1) = 0, un célculo directo muestra que el vector
xy = (LA,...,A" 1)t € k" es tal que C(p)x; = Ax), es decir, que se trata de un autovector
de C(p) de autovalor A. Vemos asi que el espectro de la matriz C(p) contiene al conjunto de raices
de penk. &
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§2. Diagonalizabilidad

5.2.1. Decimos que un endomorfismo f : V' — V de un espacio vectorial V es diagonalizable si
existe una base % de V' cuyos elementos son autovectores de f. La motivacion para la eleccion de
este adjetivo viene del siguiente resultado:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Elendomorfismo f es diagonalizable.

(b) Existe una base ordenada 2 de V tal que la matriz [ f ]‘fg es diagonal.

(c) Existen escalares py, ..., p, € k distintos dos a dos tales que V = E, (f) ® - ® E,, (f).

HACER: Agregar: f es combinacion lineal de un conjunto de idempotentes ortogonales.

Demostracion. Sea n la dimension de V.

(a) = (b) Supongamos que el endomorfismo f es diagonalizable y sea # = (x1, ..., x,) una
base ordenada de V' cuyos elementos son autovectores de f, de manera que existen escalares
M, ..oy Ay €k tales que para cada i € [n] se tiene que f(x;) = Aix;. Si[f]% = (a;;) € Mu(Kk) es
la matriz de f con respecto a la base %, vale entonces que

{Ai, sii=j;

aij,j = .

0, en caso contrario.

Esto, por supuesto, nos dice que [ f]7 es una matriz diagonal.

(b) = (c) Supongamos ahora que # = (xy, ..., x, ) es una base ordenada de V tal que la matriz
[£17 es diagonal y sean Ay, ..., A, € k los escalares que aparecen en su diagonal, en orden. Estos 7
escalares no son necesariamente distintos: sean y, ..., i, los elementos listados sin repeticiones del
conjunto {1y, ..., A, }, de manera que hay una funcién ¢ : [n] — [r] tal que A; = py ;) para cada
i € [n]. Del Corolario 5.1.6 sabemos que los subespacios E,, (f), ..., E,, (f) son independientes,
asi que si llamamos V' a su suma, tenemos que V' = E, (f) ® - ® E,, (f). Paracada i € [n]
es f(xi) = dixi = pg(i)Xi> asi que x; € Ey, , (f). Vemos de esta forma que # < V'y, por lo tanto,
que V = (%) c V': esto nos dice, claro, que V = V' y prueba que vale (c).

(c) = (a) Supongamos que existen escalares y, ..., 4, € k distintos dos a dos tales que
V=Eu,(f)® - ®E,(f). Paracada i ¢ [r] sea %; una base de E,, (f). De la Proposicién 1.10.4
sabemos que la uniéon # = % U --- U A, es una base de V. Para terminar, basta ver que todos sus
elementos son autovectores de f: esto es claro, ya que para cada i € [7] los elementos de %; son
autovectores de f de autovalor y; porque estdn en E,, (f) y no son nulos. O

5.2.2. Sin € Ny A e M, (k) es una matriz cuadrada de tamafio n, decimos que A es diagonalizable
si hay una base de k" cuyos elementos son autovectores de A.

Proposicion. Sea n € N y sea A € M, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) La matriz A es diagonalizable.
(b) El endomorfismo fa: x ek” — Ax e k" de k" es diagonalizable.
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(c) Existe una matriz inversible C € GL, (k) tal que la matriz C"*AC es diagonal.
Si estas afirmaciones se cumplen y C es una matriz como en (c), entonces el conjunto de los vectores
de k" dados por las columnas de C es una base de k" formada por autovectores de A.

Demostracion. Como los autovectores de la matriz A y los autovectores del endomorfismo f4
coinciden, la equivalencia (a) < (b) es inmediata.

Sea # la base ordenada estandar de k”, sea %’ una base ordenada cualquiera de k” y sea
C = C(#', $) lamatriz de cambio de base de %’ a Z. Sabemos que C es inversible, que [ f4]% = A
Y, segun la Proposicién 2.8.7, que

[fal% = C(B.B') - [fal} C(#', %) = CAC. )

Si fa es diagonalizable, entonces eligiendo en lo anterior a la base ordenada %’ de manera tal que
la matriz [ fA]g sea diagonal, vemos que C™'AC es diagonal. Esto prueba que (b) = (c).

Reciprocamente, supongamos que vale (c), sea C € GL, (k) una matriz inversible tal que C"'AC
es diagonal y elijamos en lo anterior como %’ a la base ordenada de k" tal que C(#', %) = C,
cuya existencia garantiza la Proposicion 1.8.5: la igualdad (4) nos dice entonces que la matriz [ f ]ij:
es diagonal y, por lo tanto, que el endomorfismo f4 es diagonalizable, como afirma (b). Vemos
de esta manera que (c) = (b), lo que completa la demostracion de la equivalencia de las tres
afirmaciones del enunciado.

Supongamos ahora que estas afirmaciones se cumplen y sea C € GL, (k) una matriz inversible
tal que D = C"'AC es diagonal. Para cada i € [n] sea x; el elemento de k™ dado por la i-ésima
columna de C y sea A; la entrada (i, i)-ésima de D. Como la matriz C es inversible, la Proposi-
cion 4.8.1 nos dice que (xj, ..., X,) es una base ordenada de V. Por otro lado, si (ey,...,e,) esla
base ordenada estandar de k", para cada i € [n] vale que x; = Ce; y entonces

Axi = ACei = C_lDei = /\,’C_lei = /\,'x,'.
Los elementos de la base (x1,. .., x,) son por lo tanto autovectores de A. O

5.2.3. Ejemplo. Sea n € N, sea p € k[ X] un polinomio ménico de grado n y sea C(p) la matriz
compaiiera de p. En el Ejemplo 5.2.3 vimos que cada vez que A € k es una raiz de p el vector
xy = (LA,...,A" 1)t e k" es un autovector de C(p) de autovalor A. Se sigue de esto que si p posee
n raices Ay, ..., A, en k distintas dos a dos, entonces el conjunto {x, ,...,x,, } es linealmente
independiente —de acuerdo a la Proposicion 5.1.4— y, como tiene cardinal igual a la dimensién
de k", es una base de este espacio vectorial: la matriz C(p) es por lo tanto diagonalizable. La
matriz C € M, (k) cuyas columnas son los vectores X} ---» X1,> €N ese orden, es precisamente la
matriz de Vandermonde V (A, ...,1,) de 4.9.4, y se sigue de la Proposicion 5.2.2 que el producto
C™. C(p) - C es una matriz diagonal que tiene a lo largo de la diagonal a los escalares Ay, ..., A,
en ese orden. <O

5.2.4. Es importante tener en mente que no todo endomorfismo ni toda matriz es diagonalizable.
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Por ejemplo, supongamos que la matriz

0 1
A= (O O) e M, (k)

es diagonalizable, de manera que existen una matriz inversible C € M, (k) y escalares 1, A, € k
tales que

G (M0
C AC—(O Az). (5)

Como A? = 0, se tiene entonces que

2
A 0 A20
0=c7A’c=cac-clac=|" o
0 A 0 A
y esto solo es posible si A} = A, = 0. En vista de la igualdad (5), esto implica que Cl'AC=0,lo que
nos dice que A = 0: esto es absurdo.

§3. El polinomio caracteristico

5.3.1. Podemos caracterizar los autovalores de un endomorfismo de un espacio vectorial de di-
mension finita o de una matriz de la siguiente manera:
Proposicion.
(i) Sea V un espacio vectorial de dimension finita, sea 78 una base ordenadade V ysea f : V -V
un endomorfismo de V. Si A € k, las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) Elescalar A es un autovalor de f.
(b) Esdet(Aidy - f) = 0.
(ii) Sean e N ysea AeM,(k). Si A €k, las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) Elescalar A es un autovalor de A.
(b) Esdet(Al,—A) =0.

Demostracion. En vista de nuestras definiciones, es suficiente que probemos la primera parte de
la proposicidn, ya que la segunda sigue inmediatamente de ésta y de la observacion de que si
fa:x ek » Ax e k", entonces det(Aidgn — f4) = det(AL, — A).

Sea A € k. Si A es un autovalor de f, el subespacio E,(f) = Nu(Aidy — f) es no nulo y, en
particular, el endomorfismo Aidy — f : V = V no es un isomorfismo. La Proposicién 4.10.2(iii)
nos dice entonces que el determinante de este endomorfismo es nulo. Reciprocamente, si vale la
condicidén (b) del enunciado, el endomorfismo Aidy — f no es un isomorfismo vy, en vista de la
Proposicion 2.5.3, tampoco un monomorfismo. Su nucleo es por lo tanto no nulo y como éste
coincide con E, (), esto nos dice que A es un autovalor de f. O
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5.3.2. La Proposicion 5.3.1 nos lleva a hacer la siguiente definicién. Sin € Ny A € M, (k), podemos

ver a A como un elemento de M, (k(X)) y considerar la matriz XI,, — A. Llamamos polinomio

caracteristico de A al polinomio

xa =det(XI, - A).

Observemos que, en vista del Corolario 4.4.15(ii), esto es efectivamente un elemento de k[ X] y no

solamente de k(X), ya todas las entradas de la matriz XI,, — A estdn en k[ X].

5.3.3. Ejemplos.

(a)

(b)

(©)

Sean e Nysea A= (a;;) € M,(k) una matriz triangular superior, de manera que a; j = 0 si
i, j € [n] son tales que i > j. Como la matriz XI,, - A € M,,(k(X)) es ella también triangular
superior, la Proposicion 4.9.1 nos permite calcular inmediatamente su determinante y vemos
que

xa=det(XI, - A) = (X -ap1) (X -ann).

Mas generalmente, sean n, r € N, sean 1y, ..., 1, € N tales que n = ny +--- + 1, y supongamos
que para cada i, j € [r] con i < j tenemos una matriz A;j € My, »; (k). Si A es la matriz
triangular superior por bloques

Ay A o Al Agy
0 Azp - Ay Ay,
0 Ar—l,r—l Ar—l,r
0 0 - 0 A,

entonces el polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios caracteristicos de
las matrices que aparecen a lo largo de la diagonal, esto es,

XA = XAI,I XAr,r'

Esto es consecuencia de la Proposicion 4.9.2 y de que

X1y, — A1y A1 —Apr Ay
0 XIy, —Azp - —Az 1 -Aar
XI,-A= : : :
0 XIn,_l - Ar—l,r—l _Ar—l,r
0 0 0 Xy, — Apy

también es una matriz triangular superior por bloques.

Sean € N, sea p € k[X] un polinomio ménico de grado n y sea C(p) € M, (k) la matriz
compafiera de p. En 4.9.3 calculamos el determinante de la matriz XI,, — C(p) y ese célculo
significa, precisamente, que el polinomio caracteristico de C(p) es

Xc(p) = det(XI, - C(p)) = p.
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(d) SineNyAeM,(k), entonces el polinomio caracteristico de A y el de su transpuesta A*
son iguales. En efecto, como XI,, — A* = (XI,, — A)*, de la Proposicién 4.5.1 vemos que

yar = det(XI, — A") = det(XI, - A)" = det(XI, - A) = ya. O
5.3.4. Una observaciéon importante es que dos matrices que son conjugadas tienen el mismo

polinomio caracteristico:

Proposicion. Sea n € N y sean A y B dos matrices de M, (k). Si existe una matriz inversible
C € GL, (k) tal que B = C"'AC, entonces XB = XA-

Demostracién. En efecto, si existe una tal matriz, tenemos en M, (k(X)) que
XI,-B=XC'I,C-C'AC=C(XI, - A)C

de manera que, segun el Corolario 4.3.4, es
xp = det(XI, — B) = det C"'(XI,, — A)C = det(XI, — A) = ya,

como afirma la proposicion. O]

5.3.5. Usando este resultado podemos extender la nocién de polinomio caracteristico a endo-
morfismos: si f : V - V es un endomorfismo de un espacio vectorial V de dimension finita n
y % es una base ordenada de V, llamamos polinomio caracteristico de f y escribimos y; al
polinomio caracteristico de la matriz [ f ]g, de manera que

xr = det(XI, - [f15).

Por supuesto, para que esta definicion tenga sentido el segundo miembro de esta igualdad tiene
que depender solamente de f y no de la eleccion de la base 2. Para ver que esto es asi, sea B’ otra
base ordenada de V y sea C = C(#’, #) la matriz de cambio de base de %’ a Z. Sabemos que

[f15 =C(B.2)-[f15-C(#.B)=C"[f]5C

y; por lo tanto, que las matrices [ f ]g vali ]g: son conjugadas: la Proposicion 5.3.4 nos dice entonces
que estas dos matrices tienen el mismo polinomio caracteristico, que es lo que queremos.

Una consecuencia inmediata de las definiciones y del Ejemplo 2.8.2(a) es que sin € Ny
A € M, (k), entonces el polinomio caracteristico y de A coincide con el polinomio caracteristi-
co xs, del endomorfismo f4 : x € k" = Ax € k" de k™ asociado a A.

5.3.6. Ejemplos.
(a) Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V — V un endomorfismo de V.
SiV4,..., V, son subespacios de V que son f-invariantes y tales que V = V;&---® V,, entonces

XF = Xfo Ko,

Para verlo, paracadai € [r] seam; =dim V : iysea B; = (x1., ..., X1,m, ) unabase ordenada
de V;. Entonces Z = (X1,1,- -+ »X1,my» - - -»Xr1> - - - » Xr,m, ) la base ordenada de V que se obtiene

111



concantenando las bases #,..., %,. La matriz de f con respecto a & es la matriz diagonal
por bloques

(W
(/1% = ,

()2

asi que el resultado es consecuencia de lo que vimos en el Ejemplo 5.3.3(b).
(b) De manera similar, si f : V — V es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién
finitay W es un subespacio f-invariante de V, entonces se tiene que

Xf=Xfw Xfw- (6)

Si ny m son las dimensiones de V' y de W, respectivamente, y & = (xj, ..., X,) es una base
ordenada de V tal que %’ = (x1, ..., Xx;;) es una base ordenada de W, entonces sabemos que
PB" = ([xm+1]>--->[xn]) es una base ordenada de V/W y que hay una matriz C € M, , (k)
tal que la matriz de f con respecto a & es triangular superior por bloques, de la forma

112 - (ng ¢ )

w
0 [fYI5w
La igualdad (6) es consecuencia de esto y del Ejemplo 5.3.3(b).
(c) SiV es un espacio vectorial de dimensidn finitay f : V — V es un endomorfismo de V,

entonces el polinomio caracteristico ys de f coincide con el polinomio caracteristico y s de
la funcién transpuesta ft : V¥ = V* esto es,

Xfe = Xf-

En efecto, si # es una base ordenada de V' 'y #* es la base de V* dual a %, entonces la
Proposicion 3.3.6 nos dice que la matriz [ f t]gi es la transpuesta de [ f ]‘?; y el Ejemplo 5.3.3(d)
nos dice que, en consecuencia, | ft]gi v [£1% tienen el mismo polinomio caracteristico.

(d) Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita, sea f : V — V un endomorfismo de V'y
supongamos que W es un subespacio de V que es f-invariante, de manera que podemos con-
siderar la restriccion fy : W — W de f a W yla funcién lineal inducida fW : V/W - V/W
por f en el espacio cociente V/W. Afirmamos que el polinomio caracteristico de f es el
producto de los de fy y de f",

Xf= Xfw = XKfw-

Para verlo, HACER.

<&

5.3.7. Nuestro interés en el polinomio caracteristico de un endomorfismo reside en que vale la
siguiente proposicion:
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Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. El polinomio caracteristico x s es monico y tiene grado n. Si s = X"+, X" '+ + ¢y X + ¢y
concy, ..., ¢, €Kk, entonces

a=-tr(f), cn = (-1)"det f.

Un escalar A € k es un autovalor de f si y solamente si es raiz de xy, y la multiplicidad geométrica
de A como autovalor de f es a lo sumo igual a la multiplicidad de A como raiz de yy.

Demostracion. Sea 28 una base ordenada de V y sea (a;,;) la matriz [ f ]jg de f con respecto a A.
Si denotamos (b;,;) a la matriz XI,, — [ f]7, cuyas entradas son polinomios de k[ X], la formula
de Leibniz 4.4.14 nos dice que

Xf= det(XIn - [f]g) = Z Sgn(a)ba(l),l ba(n),n- (7)

0€Sy,

Ahora bien, para cada i, j € [n] es

X - ai,j, Sii= j;
by =

—aij, en caso contrario

Asi, el polinomio b; ; tiene grado 1'sii = jy es o nulo o de grado 0 si i # j. Esto implica que para
cada o € S, el término

sgn(0)bs(1),1 " bo(n),n (8)

de la suma (7) correspondiente a ¢ es un polinomio que, si no es nulo, tiene de grado igual a la
cantidad de elementos del conjunto F, = {k € [n] : 0(k) = k} y es facil ver que este conjunto F,

« tiene a lo sumo n elementos,
« tiene n elementos si y solamente si o es la permutacion identidad id, de [n], y
« sitiene menos que n elementos entonces tiene a lo sumo »n — 2.

Escribiendo la suma (7) en la forma
Xf=briban+ Y, s80(0)boi)1 - bo(n)ns

o€Sy,
o+idy

resulta entonces que el segundo sumando en el miembro izquierdo de la igualdad es o nulo o
que tiene grado estrictamente menor que n — 1, mientras que el primero tiene grado exactamente
igual a n. Esto implica, por supuesto, que el grado de x es exactamente n y, mds ain, que los
coeficientes de X" y de X" ™! en x coinciden con los de X" y de X" en

by bun = (X —a) (X -ann),

>

que sonly —(ay; + - + an,, ), respectivamente: esto nos dice que el polinomio Xy €s monico y
que el coeficiente con el que aparece X" ! en él es precisamente —tr( f).

113



Por otro lado, para cada 0 € S, el término constante del sumando (8) de la suma (7) es
(=1)"sgn(0)aq(1),1 " G (n),n> 381 que el término constante del polinomio yy es

(_1)n Z sgn(a)aa(l),l Ag(n)n T (_l)n det[f]g = (_1)n detf‘

oeSy,

Sea ahora A € k un escalar. Como
x5 (M) = det(AM, - [£15) = det[Aidy - f]7 = det(didy - f),

se sigue inmediatamente del Proposicion 5.3.1 que A es un autovalor de f siy solamentesi x (1) = 0.

Sea r la multiplicidad geométrica de A como autovalor de f, de manera que r = dim E, (f).
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que la base ordenada % = (x,...,x,) de V es tal
que (x1,...,x,) esunabase de E) (f) y entonces, como para cada i € [r] es f(x;) = Ax;, la matriz
de f con respecto a la base # tiene una descomposicion en bloques de la forma

9 M, B
(1% = ( ; C)

con B e M, ,_r(k) y C € M, (k). Se sigue de esto que

(X-MI,  -B

R B e Yt

xr =det(XL, - [f]5) = det(

Y, en consecuencia, que la multiplicidad de A como raiz de s es por lo menos r. Esto prueba la
ultima afirmacién de la parte (i) de la proposicion. d

5.3.8. Llamamos multiplicidad algebraica de un escalar A € k como autovalor de un endo-
morfismo f de un espacio vectorial de dimension finita o de una matriz A a la multiplicidad
con que A es raiz del polinomio caracteristico s o ya. La Proposicion 5.3.7 nos dice, usando este
lenguaje, que la multiplicidad geométrica de un autovalor es menor o igual a su multiplicidad
algebraica.

5.3.9. De la Proposicion s5.3.7 obtenemos facilmente una condicién suficiente para la diagonaliza-
bilidad de un endomorfismo o una matriz:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. Si el polinomio caracteristico de f tiene n raices simples en k, entonces f es diagonalizable.

La condicién que da esta proposicién no es necesaria: por ejemplo, la funcién identidad
idgn : k™ — k" es diagonalizable pero su polinomio caracteristico, (X —1)", no tiene raices simples
salvosin =1.

Demostracién. Supongamos que el polinomio caracteristico y tiene n raices simples en k. De
acuerdo a la Proposicidn 5.3.7, cada una de esas raices es un autovalor de f y entonces f posee
n autovectores de autovalores distintos dos a dos. El conjunto de estos autovectores es, segiin
la Proposicion 5.1.4, linealmente independiente y se trata, por lo tanto, de una base de V: esto
significa que f es diagonalizable. O
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5.3.10. Ejemplos.

(a) Sip € k[X] esun polinomio ménico de grado n que tiene todas sus raices en k y simples,
entonces la matriz compafiera C(p) es diagonalizable: en efecto, el polinomio caracteristico
de C(p) es precisamente p, asi que esto sigue de la Proposicion 5.3.9. Observemos que ya
habiamos obtenido esta conclusion en el Ejemplo 5.2.3.

(b) Fijemos ahora n € Ny consideremos la matriz A, = (a;,j) € M, (k) que para cada i, j € [n]
tiene entrada (i, j)-ésima dada por

-1, sili-jl=1
a,')j=

0, en caso contrario.

Por ejemplo, cuando 7 es 5 la matriz es

0 -1 0 0 O
-1 0 -1 0 O
As=10 -1 0 -1 O
0 0 -1 0 -1
0O 0 o0 -1 o0

Sin > 2, para calcular el polinomio caracteristico de A,, podemos considerar el desarrollo
de Laplace a lo largo de la primera de las filas de la matriz XI,, — A, € M, (k(X)),

X 1 0 0
X 1 0 1 1 0
1 X 1 0
1 X 1 0 X 1
xa, =10 1 X 1 =X -
0 1 X 01 X
00 1 X _

El primero de estos dos determinantes es precisamente el que calcula el polinomio caracte-
ristico de la matriz A,_;; por otro lado, desarrollando el segundo a lo largo de su primera
columna vemos que es igual al polinomio caracteristico de A,_,. Concluimos asi que

XAn = XXAn—l - XAn—Z Si n> 2 (9)
Por otro lado, calculando directamente vemos que
XAl = X’ XAZ = X2 - 1) (10)

Estas dos igualdades y la relacion de recurrencia (9) nos permiten calcular los polinomios y4,
recursivamente. En el Cuadro 5.1 de la pagina siguiente listamos los primeros.
Para cada n € N consideremos el polinomio U, tal que

Un(X) = xa,(2X).
Como consecuencia de (9) y de (10) se tiene que

U = 2X, U, =4X% -1, U, =2XU,_; - U,_; sin>2.
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(©)

n XAn U,

1 X 2X

2 X%-1 4X% -1

3 X3-2X 8X3 - 4X

4 X*-3X2+1 16X*-12X% +1

5  X°-4X3+3X 32X° -32X3 +6X

6 X0-5X*+6X2-1 64X% - 80X* +24X% -1

7 X -6X°+10X°-4X 128X7 —192X° + 80X> - 8X

8 X®-7X0+15X*-10X%+1 256X8 — 448X + 240X* — 40X? + 1

9  X°-8X"+21X°-20X3+5X  512X° -1024X7 + 672X° —160X> + 10X

Cuadro 5.1. Los polinomios caracteristicos de las matrices A,, del ejemplo 5.3.10(b)
y los polinomios de Chebyshev de segunda especie.

El polinomio U, sellama el n-ésimo polinomio de Chebyshev de segunda especie, por Pafnuti
Chebyshev (1821-1894, Rusia); es usual iniciar la sucesion de estos polinomios con Uy = 1.

Supongamos desde ahora que el cuerpo de base con el que estamos trabajando es k = R.
Una induccién evidente muestra que para cada 0 € R\ nZ es

sin(n+1)0
Un(cos @) = #
sin 0
Una consecuencia inmediata de esto es que el polinomio y4, se anula en los n nimeros reales
km
2cos — con k € [n],
n+1

que son, por lo tanto, sus # raices. Estos n numeros son distintos dos a dos, asi que el poli-
nomio caracteristico y, tiene sus n raices en R y éstas son todas simples. La Proposicion 5.3.9
nos dice entonces que la matriz A, es diagonalizable.

Fijemos otra vez un entero positivo n € N y trabajemos sobre el cuerpo R de los nimeros
reales. Si p es un elemento del espacio vectorial R[ X]<,, entonces xp’ — p”’ también lo es y
podemos por lo tanto considerar la funcion lineal

H:peR[X]<p = xp' - p" e R[X]<p.
Calculando, vemos inmediatamente que para cada i € [0, n] es
H(X) =iX' —i(i-1)X"2,

asi que si la matriz de H con respecto a la base ordenada & = (1, X, ..., X") de R[X]<, esla
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n He,

0 1

1 X

2 X2 -1

3 X3 -3X

4 Xt-6X%+3

5 X5 -10X3 +15X

6 X6 -15X* +45X% - 15

7 X7 - 21X° +105X° - 105X

8 X8 - 28X° +210X* - 420X? + 105

9 X° —36X7 +378X° - 1260X> + 945X
10 X0 —45X8 + 630X° — 3150X* + 4725X? — 945

Cuadro 5.2. Los primeros diez polinomios de Hermite.

matriz triangular superior

o0 -2 0 - 0

1 0 -6 - :

p 2 0 - 0
[H]«%_ 3 —n(n—l)

) 0

n

De acuerdo al Ejemplo 5.3.3(a), entonces, los autovalores de f son los nimeros 0, 1, ..., n. Estos
autovalores son 7 + 1 en nimero y son distintos dos a dos, asi que, como dimR[X]<, = n +1,
la Proposicidn 5.3.9 nos dice que la funciéon H es diagonalizable.

Sea k € [0,n]. La multiplicidad algebraica de k como autovalor de H es 1, asi que la
multiplicidad geométrica de k es exactamente 1: existe entonces un unico autovector monico
p € k[X] de H de autovalor k. Si d es el grado de p, entonces p = X% + Y% ¢; X' para ciertos
escalares ¢y, ...,cg1 € Ry

-1 -1
kX + kY eiX'i=kp=H(p)=dX?-d(d-1)X%2 +H(Z ciX').

i=1 i=1

La suma de los términos marcados en el ultimo miembro de esta cadena de igualdades es un
polinomio o nulo o de grado menor que d: el coeficiente de X? en este tltimo miembro es
entonces d y, comparando con el primer miembro de la igualdad, vemos que tiene que ser
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d = k. Asi, hemos probado que

para cada k € [0, n] la funcién lineal H tiene exactamente un autovector
monico de autovalor k y grado k.

Llamamos a ese autovector el k-ésimo polinomio de Hermite, por Charles Hermite (1822-1901,
Francia), y lo escribimos Hey. De acuerdo a lo anterior, se trata de la tinica solucién de la
ecuacion diferencial ordinaria

P -Xp' +kp=0
que es un polinomio moénico. En el Cuadro 5.2 estan tabulados los diez primeros. &

5.3.11. La consecuencia mds importante de la Proposicién 5.3.7 es que nos permite probar, bajo
hipoétesis razonables sobre el cuerpo k, que un endomorfismo de un espacio vectorial o una matriz
posee autovalores y autovalores.

Proposicion. Supongamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. Si f : V — V es un endo-
morfismo de un espacio vectorial V de dimension finita, entonces f posee al menos un autovalor.

Demostracién. Como el cuerpo k es algebraicamente cerrado, el polinomio caracteristico s, que
es un elemento de k[ X] posee una raiz en k, esto es, existe A € k tal que ys(A) = 0, y de acuerdo a
la Proposicién 5.3.7, esto implica que A es un autovalor de f. O

5.3.12. Que el cuerpo sea algebraicamente cerrado es, de hecho, una condicién necesaria para
que valga la conclusion de la Proposicién 5.3.11 con total generalidad. En efecto, si k no es
algebraicamente cerrado, entonces existe un polinomio p € k[ X] que no tiene ninguna raiz en k y
la Proposicion 5.3.7 nos dice que la matriz compaiiera C(p) no tiene ningun autovalor, ya que, de
acuerdo al ejemplo 5.3.3(c), su polinomio caracteristico es precisamente p. Por ejemplo, podemos
tomar p=X*+1sikesQoR,0p=X>+X +1sik =TF,.

5.3.13. Una aplicacion de la Proposicion 5.3.11 es:

Proposicion. Supongamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. Sea V un espacio vectorial
de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo de V. Existe una base ordenada 9 de V tal
que la matriz [ {17 de f con respecto a A es triangular superior.

Demostracion. Procedemos haciendo induccidn con respecto a la dimension de V, notando que
cuando dim V' <1 no hay nada que probar.

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensiéon n > 1. La funcién transpuesta
ft:V* > V* es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension finita, asi que, como el
cuerpo k es algebraicamente cerrado, la Proposicion 5.3.11 nos dice que f* posee un autovalor A € k
y, por lo tanto, que existe un autovector ¢ € V* de f* de autovalor A, de manera que f*(¢) = A¢.

La funcién lineal ¢ : V — k no es nula, porque es un autovector de f*, asi que es sobreyectiva
y, en consecuencia, su nicleo V' = Nu(¢) es un subespacio de V de dimensién n — 1. Six € V’,
entonces

$(f(v) = f($)(v) = (A$)(v) = A¢(v) =0,
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de manera que f(v) también es un elemento de V. Esto significa que la funcion f se restringe a
un endomorfismo fy: V' - V' de V. Como dim V' = n — 1, podemos suponer inductivamente
que existe una base ordenada %’ = (xi,...,x,-1) de V' tal que la matriz [ fvf]j%: es triangular
superior. Por otro lado, sabemos que podemos completar %’ a una base ordenada de V, esto
es, que existe un vector x,, € V tal que & = (x1,...,%,-1,%,) es una base ordenada de V vy, en
particular, existen escalares by, ..., b, € k tales que f(x,) = bix; + --- + bpx,. Ahora bien, si
consideramos la matriz

by
B = € Mn—l,l(k)7
bn—l

entonces la matriz de f con respecto a la base 4 tiene una descomposicion en bloques de la forma

12
Lf]ig _ ([fk}ﬂga ;i)

Como [ fvr]g: es triangular superior, la matriz [ f ]% es también triangular superior y esto prueba
lo que queremos. O

§4. Homomorfismos de algebras e ideales

5.4.1. Si Ay B son dos algebras, una funcion lineal f : A - B es un homomorfismo de dlgebras
si f(14) = 1p y cada vez x e y son elementos de A se tiene que

fle-y)=f(x)-f(y).
En ese caso es facil ver que para cada x € A se tiene que f(x’) = f(x)’ para todo i € N,.

5.4.2. Proposicion. Sea A un dlgebra. Si a € A, entonces existe exactamente un homomorfismo de
dlgebras e, : k[X] — A tal que e,(X) = a.

Demostracion. Como el conjunto {X’ : i € Ny} es una base de k[X], sabemos que existe una
funcién lineal &, : k[X] — A tal que £,(X?) = a' para cada i € Ny. Mostremos que ¢, es un
homomorfismo de dlgebras —esto probara la afirmacién de existencia.

Que e4(Iy[x]) = 14 es consecuencia de la definicién de ¢,. Sean p y g dos elementos de k[ X].
Existen m, n € Ny y escalares Ao, ..., Am ¥ phos ., pin enk tales que p = 3120 Li X"y g = ¥, p; X,
y entonces

m n m+n
EERE SRS z( > w]-)xk- o)
i=0 j=0 k=0 \0<i<m
0<j<n
i+j=k
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Por la forma en que fue definida la funcién e, sabemos que e,(p) = X7 Aia’ yea(q) = Yot al,
y se sigue de esto que

m . n i m+n
ea(p)-ea(q) = Y hia' - Y ujal = Z( > wj)ak-
i=0 j=0 k=0 \0<i<m
0<j<n
i+j=k

De manera similar, de la igualdad (11) vemos

m+n

ea(p-q) = Z( > Aiﬂj)ak
RO

i+j=k

y comparando esta expresion con la que obtuvimos para &,(p) - €,(g) es claro que estos dos
elementos de A son iguales.

Supongamos ahora, para probar la unicidad, que ¢, 7 : k[ X] - A son dos homomorfismos de
algebras y que £(X) = a = n(X). Es entonces e(Iy[x]) = 14 = 7(lx[x]) y, paracadai € N,

e(X') =e(X) =a' = n(X)" = n(X").
Vemos asi que ¢ y # coinciden sobre todos los elementos de la base {X' : i € Ny} de k[ X] y, por lo
tanto, que son iguales. O

5.4.3. Cadavez que A es un dlgebra asociativa y a un elemento de A, la Proposicion 5.4.2 nos provee
un homomorfismo de édlgebras ¢, : k[ X] — A completamente determinado por la condicién de
que sea €,(X) = a. Si p € k[ X] escribimos siempre p(a) en lugar de ¢,(p) y decimos que p(a)
se obtiene evaluando el polinomio p en a.

5.4.4. En general, la multiplicacién de un dlgebra no es conmutativa. Vale sin embargo la siguiente
observacion importante, que usaremos muchas veces:

Lema. Sean A y B dos dlgebras y sea f : A — B un homomorfismo de dlgebras. Si A es conmutativa
y b y b’ son elementos de f(A), entonces bb’ = b'b.

Demostracién. Como b y b’ son elementos de f(A), existe a y a’ en A tales que b = f(a)
yb' = f(a’), y entonces

bb' = f(a)f(a) = f(aa") = f(a'a) = f(a") f(a) = VD,
porque A es conmutativa. O

5.4.5. Si A es un algebra, un subespacio I de A es un ideal si cadavez que x € [ e y € A se tiene
que xy e yx estd en I. Es facil exhibir ejemplos de ideales:

Proposicion. Sean A y B dos dlgebras. Si f : A — B es un homomorfismo de dlgebras, entonces el
niicleo Nu(f) es un ideal de A.
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Demostracién. Six € Nu(f) e y € A, entonces

flxy) = f(x)f(y) =0f(y) =0,

porque f es un homomorfismo y, de manera similar, f(yx) = 0. Como Nu(f) es un subespacio
de A, esto nos dice que se trata de un ideal. OJ

5.4.6. En general, un algebra tiene muchos ideales. El siguiente resultado nos describe todos los
de un algebra de polinomios:

Proposicion. Si I es un ideal no nulo de k[ X, entonces existe un inico polinomio ménico m € I tal
que para cada p € k[ X] se tiene que

p pertenece a I si y solamente si p es divisible por m (12)

¥, de hecho, es I = {pm : p e k[ X]}.

Demostracion. Como hay elementos no nulos en I, tiene sentido considerar el nimero

d =min{gr(p): peI~0}

y existe en I un elemento m no nulo tal que gr m = d; a menos de cambiar a m por uno de sus
multiplos escalares, podemos suponer que m es mdnico.

Sea p € k[ X] un polinomio. Si p es divisible por m, existe g € k[ X] tal que p = mq y entonces
p pertenece a I porque éste es un ideal de k[ X]. Para ver la reciproca, supongamos ahora que
p pertenece a I. Como m no es nulo y tiene grado d, sabemos que existen polinomios s y r en k[ X
tales que p = sm+ryobien r = 0 o bien gr(r) < d. En particular, tenemos que r = p —sm y, como
I es un ideal, se sigue de esto que r € I. Esto implica —en vista de la forma en que elegimos el
nimero d— que no puede ser que r no sea nulo, porque su grado en ese caso es menor que d. Asi,
est =0, p=smYy,en definitiva, m divide a p.

Para ver la unicidad de m, supongamos que 71 es otro elemento monico de k[ X | que tiene la
propiedad descripta en el enunciado. Como m y m tienen ambos esta propiedad y pertenecen
a I, se dividen mutuamente y esto y el hecho de que ambos polinomios son monicos implica, por
supuesto, que 1 = m.

Como I esunidealy m € I, es claro que I contiene a { pm : p € k[ X]} yla contencidn reciproca
es consecuencia inmediata de que m posee la propiedad (12) del enunciado. Esto muestra que vale
la ultima afirmacién de la proposicion. O
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§5. Polinomios y endomorfismos

5.5.1. Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V y sea p € k[ X].
Si W es un subespacio f-invariante de V, entonces W es p( f)-invariante, de manera que podemos
considerar su restriccion p(f)w : W - W a W, yvale que p(fw) = p(f) w.

Demostracion. Supongamos que p = agX? + -+ ag, con d € Ny y ag,...,a0 € kysea Wun
subespacio f-invariante de V. Si x € W e i € Ny, entonces claramente f(x) € W y se sigue de
esto que para cada x € W es

p(N)(x) = (aaf? + -+ ad + agidy) (x) = aaf*(x) + -+ arf (x) + aox € W,

esto es, que W es p(f)-invariante. Si p(f)w : W — W eslarestriccién de p(f)a Wyx e W,
entonces para cada i € Ng es (fw)'(x) = f'(x), asi que

PUw)(x) = aaf(x) + -+ arf (x) + aox = p(f) (x) = p(Fw (%),
de manera que p(fw) = p(f)w, como afirma la proposicién. O

5.5.2. Proposicion. Si V' es un espacio vectorial y f : V. — V es un endomorfismo, cada vez que p y
q son dos polinomios de k[ X] se tiene que p(f) o q(f) = q(f) o p(f).

Demostracion. Sea ef : k[X] — End(V) el homomorfismo de algebras tal que e/(X) = X.
La afirmacion es consecuencia inmediata del Lema 5.4.4, ya que por definicién p(f) = ef(p)
v q(f) = ef(q) estdn en la imagen de &5 y el dlgebra k[ X] es conmutativa. O

5.5.3. Si p e k[X]y S ¢ k es un conjunto de escalares, escribimos f(S) al conjunto {f(A) : A € S}.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V y sea p € k[ X].
(i) Si x es un autovector de f de autovalor A, entonces x es un autovector de p(f) de auto-
valor p(1).
(ii) Se tiene que Spec(p(f)) 2 p(Spec(f)) y si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y V tiene
dimension finita entonces vale, de hecho, la igualdad.

Demostracién. Si p es un polinomio constante, entonces p(f) es un multiplo escalar de idy

y todas las afirmaciones son inmediatas. Supongamos entonces que p no es constante, que

p=agX?+-+ag,conag,..., az €k yqueay # 0, conlo que el grado de p es exactamente d.
(i) Si x es un autovector de f de autovector A, entonces f?(x) = Aix para cadai € Ny y

p(F)(x) = (agf* + -+ arf + agidy ) (x)
= ad/ldx + 4+ aiAX + apx
= (agh® + -+ ad + ag)x

=p(A)x,

de manera que x es un autovector de p( f) de autovector p(1).
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(ii) Que el conjunto p(Spec(f)) estd contenido en Spec(p(f)) es consecuencia inmediata
de la parte (i) de la proposicion. Supongamos ahora que el cuerpo k es algebraicamente cerrado y
que V tiene dimension finita n, y sea y € Spec(p(f)). El polinomio p — u se factoriza en k[ X ]
como producto de factores lineales, de manera que existen ay, ..., &g € k tales que

p—p=ap(X—a)(X-ag). (13)

Observemos que como p no es constante, &y # 0. Evaluando ambos lados de la igualdad en f
vemos que

p(f) —uidy = ao(f — aaidy ) (f — agidy)

y, tomando ahora determinantes, que

det(p(f) - yldv) = 066‘ det(f - (Xlidv)"'det(f - (Xdidv).

Como u es un autovalor de p( f), el lado izquierdo de esta igualdad es nulo y entonces alguno de los
factores que aparecen en el lado derecho tiene que ser nulo. Como «fj # 0, vemos que existe i € [d ]
tal que det(f — ar;idy ) = 0, esto es, tal que a; es un autovalor de f. Evaluando ahora ambos lados
de la igualdad (13) en a,, vemos que p(a;) —u = 0,asique p = p(a;) € {p(A) : A € Spec(f)}. O

5.5.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita.
(i) Unendomorfismo f:V — V es un automorfismo de V si y solamente si 0 ¢ Spec(f), y en
ese caso es Spec(f') = {171 : 1 € Spec(f)}.
(i) Si f, g:V — V son endomorfismos de V, entonces Spec(fg) = Spec(gf).

Demostracién. (i) Sea f : V — V un endomorfismo de V. El escalar 0 pertenece a Spec(f) siy
solamente si det(0idy — f) = det(f) = 0, y esto ocurre si y solamente si f no es un isomorfismo:
esto prueba la primera afirmacion.

Supongamos ahora que f es un isomorfismo y sea A € Spec( f), de manera que Aidy — f no
es inversible. Como f si es inversible, tiene que ser A # 0 y como

Af(ANidy = f71) = =(Xidy - f),
tomando determinantes vemos que
det(Af) - det(A7Nidy — £71) = (-=1)4™V det(Aidy - f) = 0.

Esdet(1f) # 0 porque A f es un automorfismo de V,y entonces tiene que ser det(A'idy - f!) = 0.
Esto implica que A € Spec(f™") y prueba, en definitiva, que

{A': 1 e Spec(f)} < Spec(f ).

Reemplazando en esto f por f !y recordando que (™')™ = f, vemos que también
{271 X e Spec(f™1)} ¢ Spec(f).
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De estas dos inclusiones es inmediato obtener la igualdad que aparece en el enunciado.

(ii) Sean f, g : V — V dos endomorfismos de V, sea A € k \ Spec(fg) y mostremos que
A ek~ Spec(gf). Esto implicara, por supuesto, que Spec(g f) S Spec(fg) y, por simetria, que
ambos espectros son iguales. Consideramos dos casos:

« Supongamos primero que A = 0. El endomorfismo fg es un automorfismo de V' y, en

consecuencia,

det(gf) =detg-det f =det f -detg = det(fg) # 0.

Esto implica que g f también es un automorfismo de V'y, por lo tanto, que A € k\Spec(g f).

« Supongamos, en segundo lugar, que A # 0. Como A no es un autovalor de fg, el endo
morfismo Aidy — f g es inversible y existe un endomorfismo h: V — V tal que
h-(Aidy - fg) = (Aidv - fg) - h =idy.

Afirmamos que el endomorfismo k = A7!(idy + ghf) es inverso de Aidy — g f. En efecto,

k- (Aidy - gf) = A7'(idy + ghf)(Aidy - g f)
idy —A"'gf +ghf —A"'ghfgf
idy ~Agf+A7'g-h-(Ah - hfg)-f

—————

y, como la expresion marcada es igual a idy, esto es

= IdV - Ailgf + Ailgf = idv,
y un célculo similar muestra que (Aidy — g f) - k = idy. En particular, como Aidy — g f es
inversible, vemos que A € k \ Spec(g f).

Asi, en cualquier caso vemos que A € k \ Spec(g f), como queriamos. O

§6. El polinomio minimal

5.6.1. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo
de V.
(i) Existe un tinico polinomio ménico my € k[ X] tal que
« mg(f)=0enEnd(V)y
» cada vez que p € k[ X] es tal que p(f) = 0 en End(V'), el polinomio my divide a p.
(ii) El subespacio (f' : i € No) de End(V) tiene dimensién igual al grado d de m y el con-
junto {idvy, f, ..., f4'} es una de sus bases. Si ag, ..., a4_1 € k son los escalares tales que
4 = aoidy + arf + -+ ag_1 f*7Y, entonces

my = x4 - ad,lX”H — o —q X - ay.
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El niimero d es el menor entero positivo r tal que f € (idy, f,..., f™ ).

Llamamos al polinomio 7 el polinomio minimal de f. La segunda parte de esta proposicién
nos da una cota para su grado —implica que éste no es mayor que dim End(V) = (dim V)?, ya
que coincide con la dimension de un subespacio de End(V)— vy, por otro lado, una forma de
determinar explicitamente el polinomio m.

Demostracion. Sea ef : k[X] - End(V') el homomorfismo de lgebras tal que e7(X) = f y sea
I = Nu(ef) suntcleo. Como End(V') tiene dimension finita y k[ X] no, la funcion e no puede ser
inyectiva. Esto implica que el ideal I de k[ X] no es nulo y, de acuerdo a la Proposicion 5.4.6, existe
un Gnico polinomio ménico m € I tal que para cada p € k[ X] se tiene que p € I si y solamente si
p es divisible por m . Esto significa, en vista de la definicién de I, que m ¢ tiene precisamente las
dos propiedades descriptas en la parte (i) de la proposicion.

Sea d el grado de my y sean ay, ..., ag € k tales que my = X4 —ag X9~ — g1 X — ay.
Como my(f) =0, vale que

= agidy + ayf + - +ag_ fN (14)

Consideremos los subespacios S = (f': i € Ng) y F = (idy, f, ..., f9!) de End(V') y mostremos
que, de hecho, S = F. Claramente F C S, asi que basta probar que S c Fy, para ello, que f* € F
para todo i € Ny. Si i = 0 esto es evidente. Supongamos entonces que i > 1 e, inductivamente, que
fi~! ¢ F, de manera que existen escalares b, ..., by_; € k tales que f'™! = byidy +byd+---+bg_1 f4.
Componiendo a ambos lados de esta igualdad con f y usando (14), vemos entonces que

Fi=bof +bif?++ by f?
=bof + b1f2 +o+bgq(agidy +arf +- + ﬂd—lfd_l) €F.

Esto prueba lo que queremos.

Mostremos ahora que el conjunto Z = {idy, f,..., f*!} es una base de F con d elementos
y que, en particular, se tiene que dimS = dimF = d. Sean by, ..., b;_; € k escalares tales que
boidy + byf + -+ by_1f*' = 0. El polinomio p = by + b1 X + -+ + by_1 X%7! € k[ X] es entonces
tal que p(f) = 0y es, de acuerdo a la parte (i) de la proposicion, divisible por #1¢. Como su grado
es menor que el de my, esto implica que p = 0, esto es, que by = --- = by_; = 0. Se sigue de esto
que 4 tiene d elementos y que es linealmente independiente. En vista de como fue definido el
subespacio F, vemos asi que % es una base de F y quedim F = d.

Finalmente, si r es un entero tal que f" € (idy, f, ... ,fr_l), existen escalares cg, ..., c,_1 €k
tales que f" = apidy +ar f +---+ ar_lf’_l y el polinomio g = co + ;. X + -+ + cr X1 — X" estal que
q(f) = 0. La parte (i) de la proposicién nos dice entonces que m divide a g y, en consecuencia y
porque g no es nulo, que r > d. O]

5.6.2. Dos situaciones extremas de la Proposicion 5.6.1 son las siguientes:

o Si Vesunespacionuloy f: V — V es un endomorfismo —necesariamente la funcion nula,
claro— entonces el polinomio minimal de f es m = 1, que tiene grado nulo.
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« Por otro lado, si V es un espacio de dimension finita y positivay f : V — V es el endo-
morfismo nulo se tiene que m = X.

5.6.3. Es importante observar que la hipdtesis de que el espacio V tiene dimension finita que
aparece en la Proposicion 5.6.1 es necesaria para obtener la conclusion. Por ejemplo, si

f:qek[X]~ Xqek[X]

es el endomorfismo del espacio vectorial k[ X ] dado por la multiplicacién por X, entonces para
todo p € k[ X] no nulo se tiene que p(f) # 0: es facil verificar que, de hecho, p(f)(1) = p. Esto
implica que el homomorfismo de dlgebras &5 : k[ X] — End(k[X]) es inyectivo en este caso y la
demostracion que hicimos no puede ni comenzar.

5.6.4. El polinomio minimal de un endomorfismo f de un espacio vectorial V de dimensién
finita es, en el sentido preciso de la Proposicion 5.6.1, el polinomio moénico p de menor grado tal
que p(f) = 0. De una forma similar, podemos construir para cada vector x de V un polinomio
caracterizado por ser el polinomio ménico p de menor grado tal que p(f) se anula en x.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial, sea f : V. — V un endomorfismo de V y seax € V.
(i) Elsubespacio (x); de V generado por el conjunto {fi(x):ieNy} es f-invariante.
En vista de esto, podemos considerar la restriccién fx : (x); — (x); de f a (x) .
(ii) Para cada p € k[X] se tiene que p(fx) = 0 si y solamente si p(f,)(x) = 0.
(#ii) Si (x)f tiene dimension finita, entonces existe un tinico polinomio ménico my , € k[ X] tal que
c g ()(x) = Oen V. y
» si p e k[X] es un polinomio tal que p(f)(x) = 0, entonces my.,, divide a p.
Elgrado d de my,,. coincide con la dimension de (x) s, el conjunto % = (x, f(x), . .. , (X))
es una base ordenada de (x) 7 ¥ la matriz de f. con respecto a la base 9 es precisamente la
matriz compariera de m y,

[f1% = C(mys).
Llamamos al subespacio (x) 5 de V el subespacio f-ciclico generado por x en V' y al poli-
nomio my , el polinomio minimal de f relativo a x.

Demostracion. Para probar la afirmacién (i) es suficiente con mostrar que f(f*(x)) = f7*(x)
estd en (x) ; para cada i € No y esto es evidente.

La necesidad de la condicién dada en (ii) es clara, ya que por supuesto x pertenece al dominio
de p(fx)- Para ver la suficiencia, supongamos que p € k[X] es tal que p(fy)(x) =0ysea y € (x),
de manera que existen n € Ny y escalares by, ..., b, € k tales que y = box + by f (x) + -+ + b, f"(x).
El polinomio g = by + b1 X + -+ + b, X" € k[ X] es entonces tal que g(fx)(x) = y v, usando la
Proposicion 5.5.2, se tiene que

p(f) () = p(f)(a(fe)(x)) = (p(fx) 0 a(fx))(x) = (a(fe) © p(fi))(x)
= q(f)(p(fe)(x)) =0.
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Vemos asi que p(fx) se anula en todos los elementos de su dominio (x) , esto es, que p(fx) = 0.
Esto prueba la parte (ii) de la proposicion.

Supongamos ahora que el subespacio (x) 5 tiene dimension finita y sea my , € k[ X] el poli-
nomio minimal del endomorfismo fx de (x) ;. Como m,(fx) = 0,1a Proposicién 5.5.1 nos dice
que

mf,x(f)(x) = mf,x(fx)(x) =0.

Por otro lado, si p € k[ X] es un polinomio tal que p(f)(x) = 0, tenemos, otra vez gracias a la
Proposicion 5.5.1, que p(fx)(x) = 0y esto, de acuerdo a la parte (ii) de la proposicién, implica
que p(fx) = 0. De que m, sea el polinomio minimal de f;, se sigue entonces que my,, divide
a p. Esto muestra que my,, satisface las dos condiciones del enunciado. Si 7z € k[X] es otro
polinomio que las satisface, entonces my , y i se dividen mutuamente y, como son ménicos, son
necesariamente iguales.

Sea d el grado de my . y sean ay, ..., ag_; € k tales que

mf,x = Xd + ad_le_l + -+ ay.
Como my . (f)(x) = 0, se tiene que

fHx) = ~aox —arf(x) =+ = ag f17 (). (15)

Consideremos el subespacio F = (x, f(x),..., f4}(x)) de V y mostremos que coincide con (x) 2
La inclusién F € (x) 7 es evidente y para ver la inclusion reciproca es suficiente que mostremos
que f'(x) € F para todo i € Ng. Cuando i = 0 esto es claro; por otro lado, si i > 1y sabemos que
fi71(x) € F, esto es, que existen escalares by, ..., by_; € k tales que

F7Hx) = box + baf (x) + -0+ g f47 (),

entonces

FHx) = F(F7(x)) = f(box + bif(x) + -+ ba1 f*7 (x))
= box + by f2(x) + -+ bg_o f97N(x) + bg_1 f*(x) € F,

ya que los primeros d — 1 sumandos de esta tltima suma estan en F por la definicién misma de F
y el ultimo por la igualdad (15).

Los vectores x, f(x), ..., f4(x) de F son distintos dos a dos y linealmente independientes.
En efecto, sinolo fueran habria escalares co, ..., c4_; € k tales que cox+c; f(x)+-+cq_ f7(x) = 0
¥, en consecuencia el polinomio g = cg_1 X% + - + ¢; X + ¢o € k[ X] tendria la propiedad de que
q(fx)(x) = q(f)(x) = 0. Lo que sabemos de 1 ,., entonces, implicaria que m  , lo divide y, como
su grado es menor que el de m ., esto sdlo es posible si es nulo: asi, debe ser ¢y = -+ = ¢4 = 0.

Concluimos de esta forma que % = (x, f(x),..., f%!(x)) es una base ordenada de F y, en
particular, que la dimensién de F y, por consiguiente de (x) f» es exactamente d. Para completar la
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prueba de (iii) tenemos que determinar la matriz [ f;]%. Como f,(f'(x)) = f**}(x) para cada
ie[0,d-1]y

Fx(f7Nx)) = —aox - arf(x) =+ - ag1 /7 (x),

se tiene que

00 0 - 0 -ag
00 - 0 -aq
» (01 0 - 0 -a
P 2
[fx]%’ = . . . . . = C(mf,x)’
00 0 - 0 -ag,
00 0 -+ 1 -ag4
la matriz compafiera de my, . O

5.6.5. Recordemos que decimos que un polinomio p de k[ X] es el minimo comiin miltiplo de
una familia de polinomios (p;);es si es ménico,

« pesdivisible por p; paracadaicl,y

« siun polinomio g € k[ X] es divisible por p; para todo i € I, entonces g es divisible por p.
Toda familia finita de elementos de k[ X] tiene un minimo comdn multiplo, pero hay familias
infinitas de polinomios que no admiten uno: por ejemplo, los polinomios de la familia { X’ : i € Ny}
no poseen ni siquiera un multiplo comdn.

5.6.6. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finitay sea f : V. — V un endomorfismo
de V.
(i) Elpolinomio minimal m es el minimo comuin miltiplo de los polinomios my , con x € V.
(ii) Si VA, ..., Vi, son subespacios f-invariantesde V y V = Vi +---+ V,,, entonces my es el minimo
comun multiplo de los polinomios minimales my, , ...,mg, de las restricciones fv,, ..., fv,.
(iii) Six1, ..., X, son vectores de V tales que V = (xl)f + o+ (x )f, entonces my es el minimo
comun multiplo de los polinomios my ,, ..., Mg x,.

Demostracion. (i) Si x es un vector de V, entonces m¢(fy)(x) = 0, asi que my , divide a m. Por
otro lado, supongamos que p € k[x] es un polinomio que es divisible por ¢ , para cada x € V.
En ese caso, para cada x € V existe g € k[ X] tal que p = gm f.x Y entonces

p(F)(x) = a(f)(mpa(f)(x)) = 0.

Vemos asi que p(f) = 0y la minimalidad de ¢ implica que m divide a p.

(ii) Sean V, ..., V, subespacios f-invariantes de V y supongamos que V = V; +--- + V,,. Si
i € [n], sabemos que ms(fv,) = ms(f)v, = 0,y entonces my, divide a m: esto nos dice que m
es un miltiplo comin de los polinomios minimales my, , ..., mg, . Sea, por otro lado, p € k[X]
un ml'lltiplo comun de estos polinomios. Si x € V, entonces existen x; € V4, ..., x, € V, tales que
X=X+ +x,yparacadaic[n]es

p(N)(xi) = p(fvi(xi) = p(fv,)(xi) = 0,
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ya que p(fv,) = 0, y como consecuencia de esto tenemos que

p(f)(x) = p(f)(x1) + -+ p(f)(xn) = 0.

Esto nos dice que, de hecho, p(f) = 0y, por lo tanto, que m divide a p.

(iii) Sean finalmente x, ..., x,, vectores de V tales que V = (xl)f + ot (xn)f. Para cada
i € [n] sabemos de la Proposicién 5.6.4 que el subespacio (x;) ; es f-invariante y que el polinomio
minimal de la restriccion de f a (x;) 5 es my,. Elresultado de (iii) es consecuencia de esto y de la
parte (if) que ya probamos. O

5.6.7. La segunda parte de la Proposicion 5.6.6 tiene la siguiente consecuencia ttil:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo de V. Si
W es un subespacio f-invariante de V, entonces el polinomio minimal de la restriccion fw : W — W
divide al de f.

Demostracion. En efecto, como V y W son subespacios f-invariantes de V' y, por supuesto,
V =W + V, la Proposicion 5.6.6(ii) nos dice que el polinomio minimal m ¢ es el minimo comun
multiplo de los polinomios m g, y m ¢y, en particular, es divisible por el primero de éstos. O

5.6.8. Por otro lado, un caso especial de la tercera parte de la Proposicidn 5.6.6 es muchas veces
de interés:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V — V un endomorfismo de V.
Si existe un vector x € V tal que V = (x) , entonces mg = my .

Un vector x tal que V = (x) > como en este corolario, es un vector ciclico para f.
Demostracion. Esto es el caso en el que n =1y x; = x de la Proposicion 5.6.6(iii). O

5.6.9. Elsiguiente resultado es conocido como el Teorema de Cayley-Hamilton. Fue enunciado por
Arthur Cayley en su A memoir on the theory of matrices [Cays8] de 1858 pero s6lo para matrices de
2 x 2; Cayley menciona alli que sabe probarlo para matrices de 3 x 3 pero no lo hace y dice al pasar
que «no le parece necesario emprender la prueba del teorema general». William Rowan Hamilton
habia probado antes, en su libro [Hams3] de 1853 sobre los cuaterniones, que una matriz de 3 x 3
satiface a un polinomio de grado 3 y que una de 4 x 4 satisface uno de grado 4, pero no identifico
ese polinomio con el polinomio caracteristico. La primera prueba completa del teorema general
fue dada por Frobenius en 1978.

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo de V.
Si x5 es el polinomio caracteristico de f, entonces x¢(f) = 0 y, en particular, x¢ es divisible por el
polinomio minimal m .

Demostracién. Sea x € V y sea W un complemento del subespacio ciclico (x) gen 'V, de manera
que V = (x) ® W. Sid = dim(x), sabemos que Zx = (x, f(x),... , f41(x)) es una base
ordenada de (x) ;; sea, por otro lado, m = dim Wy sea (y1,..., ym) una base ordenada de W. En

esta situacion sabemos que % = (x, f(x),..., f¥(x), 1, ..., ¥m) es una base ordenada de V' y,
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como (x) 7 es un subespacio f-invariante, es inmediato ver que la matriz de f con respecto a esta
base ordenada % tiene una descomposicion en bloques de la forma

By
[F15 - ([f"o]% g)

para ciertas matrices D € M,, (k) y C € My ,, (k). El polinomio caracteristico de f es, entonces,

Xf=Xfx " XC=Mpx - XC-

Vemos asi que el polinomio caracteristico y es divisible por cada uno de los polinomio m .
con x € V' vy, en vista de la Proposicién 5.6.6(iii), que es divisible por my. Esto implica, como
sabemos, que x¢(f) = 0, como afirma el teorema. O

5.6.10. Es una consecuencia de la Proposicién 5.6.1 que el grado del polinomio minimal de un
endomorfismo f : V — V de un espacio vectorial de dimensién 7 es a lo sumo 12, ya que coincide
con la dimensién de un cierto subespacio de End( V). Del teorema de Cayley-Hamilton obtenemos
trivialmente una cota mucho mejor:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. El polinomio minimal de f tiene grado a lo sumo igual a n. Si ese grado es igual a n, entonces
el polinomio minimal de f coincide con el polinomio caracteristico de f.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia inmediata de que el polinomio minimal
divide al caracteristico y de que este tltimo tiene grado n. La segunda, de que si los dos polinomios
tienen el mismo grado que uno divida al otro implica —como son ménicos— que son iguales. [

5.6.11. Del teorema se deduce facilmente el siguiente resultado, que es muchas veces ttil para
determinar los autovalores de un endomorfismo:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo. Los
polinomios minimal y caracteristico de f tienen las mismas raices en k y, en particular, todo autovalor
de f es raiz del polinomio minimal de f.

Mas adelante, en la Proposicion 5.7.4, daremos una mejora de este corolario.

Demostracion. Si A € k es una raiz del polinomio caracteristico y s, sabemos que existe un auto-
vector x € V de autovalor A. Esto implica, claramente, que my , = X — A, y la Proposicion 5.6.6(i)
nos dice que este polinomio divide al polinomio minimal m, asi que A es una raiz de m.
Reciprocamente, como el Teorema de Cayley-Hamilton nos dice que m divide a yy, toda
raiz del primero es raiz del segundo. O]

5.6.12. Una tercera consecuencia directa del teorema de Cayley-Hamilton es la siguiente expresion
para el endomorfismo inverso de un endomorfismo inversible:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n, sea f : V. — V un endomorfismo y
supongamos que el polinomio caracteristico de f es x5 = X" + a X" '+t a, X +ay, Sifes
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inversible, entonces a, # 0 y
-1 “len-1_ -1 _ rn-2 -1
fT==a, " —a,aif"" - —a, ayidy.
Demostracion. Del teorema de Cayley-Hamilton sabemos que yxs(f) = 0y entonces
fr+af" 4+ a, f +ayidy = 0.

Si f es inversible, la Proposicion 4.10.2(iii) nos dice que det f # 0y, de acuerdo ala Proposicion 5.3.7,
es entonces a, # 0. Componiendo a la derecha, por ejemplo, con f~! aambos lados de esta igualdad
y multiplicando por a;!, entonces, vemos que

f71 — _a;Ifnfl _ a;lalfn72 L a;lan_lidv,

como afirma la proposicion. O]

§7. Descomposicion primaria y diagonalizabilidad
5.7.1. El siguiente resultado nos provee de la llamada descomposicién primaria de un espacio
vectorial con respecto a uno de sus endomorfismos:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, sea f : V. — V un endomorfismo de V
y sea mg su polinomio minimal. Si py, ..., p, € k[ X] son polinomios ménicos no constantes coprimos
dos a dos tales que mg = py---p, y ponemos V; = Nu(p;(f)) para cada i € [n], entonces tenemos
una descomposicion en suma directa

V=Vie--aV,. (16)

Para cada i € [n] el subespacio V; es no nulo y f-invariante, el polinomio minimal de la restriccién
fv, : Vi = Vide f a Vj es precisamente p;, y si m; : V. — V es el proyector correspondiente a V;
para la descomposicién en suma directa (16) de V, entonces hay un polinomio v; € k[ X] tal que
n; = vi(f) y en particular, w; conmuta con f.

Llamamos a la descomposicion de V' que nos da esta proposicion la descomposicion primaria
de V relativaa f y el subespacio V; = Nu(p;(f)) esla componente p-primaria de V.

Demostracién. Sean py, ..., pn € k[X] polinomios no constantes coprimos dos a dos tales que
mg = pr-+-pn, como en el enunciado, y para cada i € [n] consideremos el polinomio

qi = pl 1 n>
producto de todos ellos salvo el i-ésimo. Como los polinomios py, ..., p, son coprimos dos a dos,

los polinomios q, ..., g, no poseen divisores no triviales comunes. (17)
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Para probar esto, supongamos que ¢ € k[ X] es un divisor comin no trivial de esos polinomios vy,
sin pérdida de generalidad, que es irreducible. Como ¢ divide a g, existe k € [2, 7] tal que ¢ divide
a px, y como t también divide a gy, existe s € [n] \ {k} tal que ¢ divide a p;: esto es absurdo, ya
que py y ps no tienen divisores comunes.

Como consecuencia de (17) existen polinomios r, ..., r, € k[ X] tales que

nqi+-+raqn =1 (18)
Paracadai € [n] seam; = r;(f)qi(f) : V — V. Afirmamos que
M+ + 7, = idy (19)
y que para cada i, j € [n] es
T, Sii=j;
e = {O,l en cas]o contrario. (20)

Probemos esto:

« Laigualdad (19) es consecuencia inmediata de (18) y de la definicién de los endomorfismos
Tl evs T

« Siiy json dos elementos distintos de [#], entonces p; divide a g;, asi que existe s € k[ X]
con g; = spj, y por lo tanto el polinomio r;q;r;q; es divisible por m, ya que es igual a
rirjsp;qj. Como consecuencia de esto,

miomj=(riqirjq;)(f) = 0.

« Por otro lado, si i € [n], componiendo ambos miembros de la igualdad (19) con 7; vemos
que

;O + -+ 7M; 0Ty =TT

Y, en vista de lo que ya probamos, el miembro izquierdo de esta ecuacion es igual a 7; o 7;.
Esto nos dice que 7; o 7r; = m; y prueba (20).
Ahora bien, como consecuencia de (19) y (20), la Proposicién 2.9.1 nos dice que hay una descom-
posicion en suma directa

V=Im(m)&-&lm(m,)

cuyos proyectores asociados son precisamente los endomorfismos m, ..., m,, cada uno de los
cuales se obtiene evaluando un polinomio de k[ X] en f.
Mostremos ahora que para cada i € [n] se tiene que

Nu(pi(f)) = Im(7;). (21)
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o Six es un vector de en Im(7;), existe y € V tal que x = 7;(y) = (riq:)(f)(») y entonces

pi(f)(x) = (pirigi) (f)(y) = (rimg)(f)(¥) = 0,

es decir, x pertenece a Nu(p;i(f))

o Reciprocamente, si x € V; = Nu(p;(f)), se tiene que para cada para cada j € [n] \ {i} es
g;(f)(x) = 0, en consecuencia, 77j(x) = 0: recordando la igualdad (19), tenemos entonces
que x = m(x) + -+ m,(x) = mi(x) € Im(7;). Esto prueba (21).

Para cada i € [n] escribamos V; al subespacio Nu(p;(f)), de manera que
V=vie--aV,. (22)
Como el endomorfismo p;(f) conmuta con f, para cada x € V; es

pi(N)(f(x)) = f(pi(f)(x)) = f(0) =0,

de manera que f(x) también estd en V;: esto nos dice que V; es f-invariante. Podemos entonces
considerar la restriccion fy, : V; - V;. Como

pi(fv.) =pi(fv, =0,

el polinomio my, divide a p; y, por lo tanto, existe un polinomio ménico s; € k[ X] tal que

pi=simy, . (23)
Se sigue de esto, en particular, que

los polinomios Mfy s oo Nf, SON coprimos dos a dos
n

>

ya que los polinomios py, ..., p, lo son por hipétesis. Usando esto y la Proposicion 5.6.6(ii) aplicada
a la descomposicion (22), vemos que

mf ..

v M,

vy =mem{mg, ,...,mg, }=my. (24)

Por otro lado, de (23) se sigue que

mf = pl...pn = Sl...snmel...mfvn

y de comparar esto con (24) es claro que el polinomio s;---s, debe ser igual a 1. Esto implica que
my, = p;paracadaie [n]y, en particular, que V; es un subespacio no nulo de V. Con esto todas
las afirmaciones de la proposicion quedan probadas. O

5.7.2. Usando este resultado sobre descomposiciones primarias, podemos dar una condicién
necesaria y suficiente para la diagonalizabilidad de un endomorfismo en términos de su polinomio
minimal, que es el resultado central de este capitulo:

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita positiva y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. El endomorfismo f es diagonalizable si y solamente si su polinomio minimal m se factoriza
como producto de polinomios lineales en k[ X] y todas sus raices son simples.
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Demostracion. Supongamos primero que f es diagonalizable y sean Ay, ..., A, los autovalores de f
listados sin repeticiones. De acuerdo a la Proposicidn 5.2.1, tenemos una descomposicioén

V=Ey(f) @@k, (f)

de V como suma directa de subespacios no nulos y f-invariantes. Es claro que el polinomio
minimal de la restriccion fEA,- (f) de f al autoespacio E, (f) es el polinomio X — A; y entonces la
Proposicion 5.6.6(ii) nos dice que el polinomio minimal de f es el minimo comtn multiplo de los
n polinomios X — Ay, ..., X — A,;, que es claramente

(X = 1)(X = Ay).

Este polinomio manifiestamente se factoriza en k[ X ] como producto de polinomio lineales y tiene
sus raices simples: esto significa que la condicion del enunciado es necesaria.

Veamos su suficiencia. Supongamos que el polinomio minimal de f posee en k[X] una
factorizacion de la forma

mp = (X =Ap)-(X = Ay)

con Ay, ..., A, € k distintos dos a dos. Como los polinomios X — A4, ..., X — A,, son ménicos no
constantes y no tiene divisores comunes, la Proposicion 5.7.1 nos dice que si para cada i € [n]
ponemos V; = Nu(f — Aidy ), entonces

V=Vie--eV,

Para cada i € [n] se tiene que V; = E),(f), el autoespacio de f correspondiente a A;, asi que la
existencia de esta descomposicion, en vista de la Proposicion 5.2.1, implica que el endomorfismo f
es diagonalizable. O]

5.7.3. Ejemplo. Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finitaysea f : V. - V un
endomorfismo de V. Decimos que f tiene orden finito si existe un entero positivo k € N tal que
f* =idy y en ese caso llamamos al entero k el orden de f. Afirmamos que

si f tiene orden finito, entonces f es diagonalizable.

En efecto, si f tiene orden finito k, de manera que f* —idy = 0,y p = X*¥ -1 € k[ X], entonces
p(f) = 0. Esto significa que el polinomio minimal 71 divide a p y, como éste ultimo tiene raices
simples, aquél también. Como m se factoriza como producto de factores lineales porque el
cuerpo C es algebraicamente cerrado, el Teorema 5.7.2 nos dice que f es diagonalizable. O

5.7.4. Una segunda consecuencia de la existencia de descomposiciones primarias es:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. Los polinomios minimal y caracteristico de f tienen los mismos divisores irreducibles.

Observemos que esto completa el resultado del Corolario 5.6.11, que afirma lo mismo pero
solo sobre los divisores de grado 1.
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Demostracion. El Teorema de Cayley-Hamilton 5.6.9 nos dice que m divide a y¢, asi que si un
polinomio irreducible divide al primero también divide al segundo.
Supongamos ahora que py, ..., p, son polinomios mdnicos irreducibles distintos dos a dos y

Vn

que vy, ..., v, son enteros positivos tales que my = p;'---p;». Como los polinomios p’, ..., py,

son monicos, no constantes y coprimos dos a dos, la Proposicion 5.7.1 nos dice que si para cada
i € [n] ponemos V; = Nu(p](f)), entonces hay una descomposicion V = V@@V, de V como
suma directa de subespacios no nulos y f-invariantes. Para cada i € [1n] podemos considerar la
restricciones fy, : V; > Vi de f a V; y el Ejemplo 5.3.6(a) nos dice que x7 = X7, - Xy, Sii € [n],
sabemos de la Proposicion 5.7.1 que el polinomio minimal de la restriccion fv, es my, = Py
del Teorema de Cayley-Hamilton que m v, divide a y oE todo esto implica, por supuesto, que p;
divide a x. O

§8. Endomorfismos triangularizables y semisimples

5.8.1. El Teorema 5.7.2 nos dice que un endomorfismo f : V — V de un espacio vectorial de
dimension finita es diagonalizable si en la factorizacién de su polinomio minimal como producto
de factores irreducibles ménicos

« todos los factores tienen grado 1, y

« en esa factorizacion no aparecen factores repetidos.
En esta seccion nos proponemos analizar qué sucede cuando el polinomio minimal sélo satisface
a una de estas condiciones.

5.8.2. Empecemos por el mas simple de los dos resultados:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. El polinomio minimal de f se factoriza como producto de factores lineales si y solamente si
existe una base ordenada % de V tal que la matriz [ 17, es una matriz triangular superior.

Decimos en ese caso, por razones obvias, que el endomorfismo f es triangularizable. Obser-
vemos que la Proposicion 5.3.13, que tiene una conclusion similar, se diferencia de ésta en que alli
pusimos una hipotesis fuerte sobre el cuerpo de base mientras que aqui la hipdtesis importante es
sobre el endomorfismo mismo.

Demostracion. HACER. OJ

5.8.3. Para poder describir qué significa que el polinomio minimal de un endomorfismo no tenga
factores repetidos en su factorizaciéon como producto de polinomio irreducibles necesitamos
algunos preliminares.

Proposicion.
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(i) Sea A un dlgebra, sea I un ideal de A y sea B el espacio cociente A/I. Existe un funcién bilineal
-:Bx B — A tal que

[a]-[a'] = [ad']

cada vez que a, a’ € Ay con esta multiplicacién B resulta ser un dlgebra. Su elemento identidad
es [14] y la proyeccion candnica m : A — B es un homomorfismo de dlgebras.

(ii) Sea p un elemento irreducible de k[ X] y sea (p) el ideal que genera en k[X]. El dlgebra
k[X]/(p) es un cuerpo.

Demostracion. HACER. O]

5.8.4. Decimos que un endomorfismo f : V' — V de un espacio vectorial V es semisimple si todo
subespacio f-invariante de V posee un complemento f-invariante, esto es, si cada vez que W es
un subespacio f-invariante de V existe otro subespacio f-invariante W' talque V.= W & W'.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f : V. — V un endomorfismo de V.
El endomorfismo f es semisimple si y solamente si su polinomio minimal m es libre de cuadrados.

Demostracion. HACER. O
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Formasnormales

§1. Equivalencia de funciones lineales y de matrices

6.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Decimos que dos funciones lineales f, g: V. - W
son equivalentes si hay automorfismosa: V - Vyf: W — W talesque f = fo goa, yenese
caso escribimos f ~ g. Esta relacion en el conjunto hom(V, W) de todos las funciones lineales
V — W es una relacion de equivalencia:
¢ Si f € hom(V, W), entonces por supuesto es f = idy o f oidy y, como las funciones idy
e idy son automorfismos de V' y de W, respectivamente, se tiene que f ~ f.
« Si f, g € hom(V, W) son tales que f ~ g, entonces existen automorfismos a : V.- V'y
B:W — Wtalesque f = fogoay,porlotanto, g = 1o foa™!, de manera que g ~ f.
e Sif,g,hehom(V,W)sontalesque f~gyg~hya,a’':V>Vyp ' :W - Wson
automorfismos tales que f = fogoayg= ' ohoa’, entonces f = 3’ o ho a’a. Como
las composiciones a’a y 8’ son automorfismos de V' y de W, vemos asi que f ~ h.

6.1.2. La relacion de equivalencia de funciones lineales tiene una descripcién bien concreta en
término de matrices:

Proposicion. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita. Dos funciones lineales
f, g:V = W son equivalentes si y solamente si existen bases 5By, B, de V' y B>, B de W tales que

(12 = Lel - )
Demostracion. Sean f, g: V — W funciones lineales y sean n y m las dimensiones de V y de W,
respectivamente. Para ver la suficiencia de la condicién, supongamos que f y g son equivalentes
yseana : V - Vyf: W — W automorfismos tales que f = 8 o g o a. Fijemos ademas bases
ordenadas %) = (x1,...,%,) Yy %2 = (J15...> ym) de Vyde W. Como « y S~} son automorfismos,
B = (a(x1),...,a(xn)) y By = (B (1)

de W, y podemos considerar la matriz [ ¢g]

sere B (ym)) también son bases ordenadas de V' y

%Z = (ai,j) € My, (k). Esto significa que para cada
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ie[n]es

gla(xi)) = avif (1) + -+ amaP ™ (ym)

y entonces, aplicando la funcién f a ambos lados de esta igualdad, que

f(xi) = B(g(a(xi))) = aviyr+ -+ am1ym.

Vemos asi que [ f ]g; = (ai,j) y en definitiva, que vale la igualdad (1) del enunciado.

Mostremos ahora la suficiencia de la condicién. Supongamos que hay bases ordenadas
By = (x1,..%n) Yy B, = (x],...,x,)de VY By = Voo Vm) Y By = (V) s Viy) de W
tales que la igualdad (1) del enunciado se cumple. Hay funciones linealesa : V - Vyp: W - W
tales que a(x;) = x; paracada i € [n] y B(y}) = y; para cada j € [m], y estas funciones son

isomorfismos. Como claramente
HACER: probar

[cx]‘%, -1, [ﬂ]%g -1, que si una funcion
B e manda una base a

usando la Proposicién 2.8.5 y la hipdtesis vemos que una base es un iso!
‘% t%/ L@/ % %/ L@/ %
[Bogo ‘x]ﬂ; = [ﬁ]ggz ) [g]gz ) [0(]01, =Ip- [g]olé I = [g]gz = [f]gg;
Asi, las funciones lineales fogoa v f tienen las mismas matrices con respecto a las bases %, y %,, y
esto implica que son ellas mismas iguales, de manera que las funciones f y g son equivalentes. [

6.1.3. La proposicion que sigue resuelve de una manera satisfactoria el problema de decidir cudando
dos funciones lineales son equivalentes, ya que lo reduce al calculo de los rangos de esas funciones.

Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita n y m, respectivamente.
(i) Si f:V — W es una funcion lineal de rango r, entonces existen bases 58 de V' y %' de W
tales que la matriz [ f1%, es la matriz de bloques

(ii) Dos funciones lineales V. — W son equivalentes si y solamente si tienen el mismo rango
(iii) El niimero de clases de equivalencia de elementos de hom(V, W) es min{dim V,dim W} + L

Demostracién. (i) Sea f : V. — W una funcidn lineal de rango r, de manera que dimIm(f) =r.
Del teorema de la dimension 2.5.1 sabemos que

dimNu(f) =dimV —dimIm(f) =n—-r,

y entonces existe una base ordenada % = (xi,...,x,) de V tal que (xy41,...,%x,) s una base
de Nu( f). Mostremos que que (f(x1),..., f(x,)) es una base del subespacio Im(f) de W:
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o Si y € Im(f), entonces existe x € V tal que y = f(x) y, como 2 es una base de V, hay
escalares ay, ..., a, € k tales que x = a;x; +--- + a,x,,. Aplicando la funcién f a ambos lados
de esta igualdad y recordando que los vectores x;.1, ..., X, estan en el nucleo de f, vemos

que y = f(x) =aif(x1) + -+ arf(x)). Esto muestra que Im(f) = (f(x1),..., f(xr)).
« Por otro lado, supongamos que by, ..., b, € k son escalares tales que

blf(xl) + -+ b,f(x,) =0.

Esto implica que f(b1x; + - + byx,) = 0y, por lo tanto, que el vector byxj + --- + b,x, estd
en Nu(f). En vista de la forma en que elegimos la base %, entonces, existen escalares
Cril> ---> Cy € Kk tales que

bixg + -+ bpXy = Crp1Xps1 + 0 + Cr Xy

y, como el conjunto # es linealmente independiente, esto implica que b; = --- = b, = 0.

Ahora, como (f(x1),..., f(x,)) es una base de Im(f), podemos elegir vectores y1, ..., yy_r € W
de manera tal que &’ = (f(x1),..., f(%+), ¥1>- .., ¥Yn—r) sea una base ordenada de W. Gracias a
todas estas elecciones, es inmediato verificar que la matriz de f con respecto alas bases ordenadas %
y %' es la matriz de bloques que aparece en el enunciado.

(ii) Sean f, g : V. - W dos funciones lineales. Si f y g tienen el mismo rango r, entonces
la primera parte de la proposicién nos dice que existen bases ordenadas %,y % de V'y %,y
Z

B, de W tales que las matrices [ f ]gl VAF4PY
2 2

en su enunciado. Se sigue, claro, que estas dos matrices son iguales entre si y, de acuerdo a la

son iguales a la matriz de bloques que aparece

Proposicion 6.1.2, que las funciones f y g son equivalentes.
Reciprocamente, si f y g son equivalentes, esa proposicion nos dice que existen bases ordenadas
7 B! ..
By B, de Vy B,y B de W tales que [ f ]g; =[g] glé y, como el rango de f coincide con el de

la matriz [ f ]g; yelde f conelde | g]‘zi, es claro que f y g tienen el mismo rango.
2

(iii) Sea s = min{dim V,dim W}. Si f : V - W es una funcién lineal, entonces
0 <dimIm(f) <s,

de manera que hay s+1 posibles valores para dim Im( f). Como dos funciones lineales con el mismo
rango son equivalentes, esto nos dice que hay a lo sumo s + 1 clases de equivalencia en hom(V, W).
Para ver que son exactamente s + 1 es suficiente con mostrar que para todo r € [0, s] existe alguna
funcion V - W de rango r. Esto es facil: si B = (x1,...,x,) Y B' = (J1,..., ym), entonces
sabemos que hay una funcién lineal f : V' — W tal que

Yi» sii<r;

f(xi)={

0, en caso contrario,

y es inmediato que dimIm(f) = r. O
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6.1.4. Como con todo, la nocion de equivalencia de funciones lineales se transpone al contexto de
las matrices. Si m, n € N, decimos que dos matrices A, B € My, ,,(k) son equivalentes si existen
matrices inversibles P € GL,,(k) y Q € GL,(k) tales que A = PBQ y en ese caso escribimos
A ~ B. Un argumento similar al de 6.1.1 muestra que esto define una relacién de equivalencia en el
conjunto M, ,, (k).

Lema. Sean m, n € N y sean A, B € My, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Las matrices A y B son equivalentes.
(b) Las funciones lineales fa : x e k" = Ax e k™ y fp : x e k" — Bx € k™ son equivalentes.

Demostracién. Si A'y B son equivalentes, entonces existen matrices inversibles P € GL, (k) y
Q € GL, (k) tales que A = PBQ. Las funciones a : x e k" » Qx e k" y f: x e k™ — Px ¢ k™
son entonces automorfismos y es inmediato verificar que f4 = 8 o fp o a, de manera que f4 es
equivalente a fp.

Reciprocamente, si las funciones lineales f4 y fp son equivalentes, existen automorfismos
a:k" > k"yp: k™ — k™ tales que f4 = fo fpoay, si By A sonlasbases ordenadas estdndares
de k" y de k™, las matrices

Q=[] P=[p1%
son inversibles y se tiene que

A=[fal% = [Bo faoalF = [B15 - [fs] - [a]7 = PBQ.

Esto nos dice que A y B son matrices equivalentes. O

6.1.5. El resultado correspondiente a la Proposicion 6.1.3 para matrices es:

Proposicion. Sean m, n € N.
(i) Dos matrices de My, ,(k) son equivalentes si y solamente si tienen el mismo rango.
(ii) El niimero de clases de equivalencia en My, ,,(k) es min{m, n} + 1.
(iii) Toda matriz de My, ,,(Kk) es equivalente a exactamente una de la forma

(2)
con r € [0, min{m,n}] y dos matrices de éstas son equivalentes solamente si son iguales.

Demostracién. Sean A, B € M, ,(k) y sean fy : x e k" » Ax e k" y fp : x € k" — Bx € k™.
Sabemos del Lema 6.1.4 que las matrices A y B son equivalentes si y solamente si las funciones f4
y /8 lo son, y esto ocurre, segiin la Proposicion 6.1.3(ii), exactamente cuando f4 y fp tienen el
mismo rango. Como Ay fu, por unlado, y By fg, por otro, tienen el mismo rango, esto prueba (i).
Por otro lado, para ver (ii) basta observar que el rango de una matriz de My, , (k) es un elemento
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de [0, min{m, n}] y cada uno los min{m, n} + 1 posibles valores ocurre efectivamente como el
rango de una matriz de M, , (k).

Sea, finalmente, A € My, , (k) y sea f4 : x € k" » Ax € k™. De la Proposicion 6.1.3(i) sabemos
que existen bases ordenadas %, y %, de k" y de k™ tal que la matriz | fA]:Z} es precisamente la
matriz (2) del enunciado. Si %, y %, son las bases ordenadas estandares éle k™ y k™, se tiene
entonces que

A=[fal}; = C(#, B5) - [ fal ;- C(%2, )

y, como las matrices de cambio de base C(%,, ;) y C(%,, %) pertenecena GL,, (k) ya GL, (k),
Kz

B
terminar, basta observar que esta tltima matriz tiene rango r, asi que si es equivalente a otra de la

esto muestra que A es equivalente a la matriz [ f4]7), esto es, a la matriz (2) del enunciado. Para

misma forma necesariamente tienen que ser exactamente iguales. O

6.1.6. Fijemos n e N.

« Sii, j € [n], escribimos E}; a la matriz de M, (k) cuya tnica entrada no nula es la (i, )-
ésima, que es igual a 1.

« Sii, j€[n] son tales que i # j, escribimos T}'; a la matriz de permutacién de My, (k) corres-
pondiente a la transposicién (i j). Claramente, T7; es inversible y, de hecho, (Tl.',’j)_1 =T;,;.

e Sii, je[n] sontalesquei# jy A €k esun escalar, ponemos

L?i(A) = I, + AE},.

Se trata de una matriz inversible y es facil verificar que (L:’ j(/\))_1 = L?’ j(—/l).
e Siie[n]yAek~0,escribimos

D}(A) =I,+(A-1)E};.
Otra vez, esta matriz es inversible y (D?)(1) ™' = D¥(171).
Llamamos a las matrices

T} con i, j € [n] tales que i # j,
L7;(A) coni,je[n]yAektalesquei# j,y
D}(A) conie[n]yrek o0
las matrices elementales de M, (k). Se sigue de lo anterior que todas las matrices elementales son
inversibles y que sus inversas son también matrices elementales. Como consecuencia inmediata
de esto, vemos que

todo producto de matrices elementales es inversible y su matriz inversa es también
igual a un producto de matrices elementales.

6.1.7. Sim, n e Ny A € My, ,(k), entonces calculando directamente es facil ver que:
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« Sii,je[n]eis j,lamatriz A" = AT]; esla que se obtiene de A intercambiando la columna
i-ésima y la j-esima.

e Sii,je[n]yAekson tales quei # j, la matriz A’ = ALY (1) esla que se obtiene de A
sumandole a su columna j-ésima el resultado de multiplicar a su columna i-ésima por A.

e Siie[n]yAek~0,lamatrizA” = AD?(A) es la que se obtiene de A multiplicando su
columna i-ésima por A.

Decimos en cada uno de estos casos que la matriz A’ se obtiene de A haciendo una operacién de
columnas. De manera similar:

e Sii,je[m]ei#+ j,lamatrizA” = T{’}A es la que se obtiene de A intercambiando la fila
i-ésima y la j-esima.

e Sii,je[n]yA ekson tales que i # j,la matriz A” = L";,(1)A es la que se obtiene de A
sumandole a su fila i-ésima el resultado de multiplicar a su fila j-ésima por A.

o Siie[m]yAek~0,lamatrizA” = DI"(1)A es la que se obtiene de A multiplicando su
fila i-ésima por A.

En cada uno de estos casos decimos que la matriz A” se obtiene de A haciendo una operacién de
filas.

6.1.8. Una de las razones por las que las matrices elementales son importantes es la siguiente:

Proposicion. Sea n € N. Toda matriz de GL,, (k) es igual a un producto de matrices elementales.
Demostracién. Sea (e, ..., e,) la base ordenada estandar de k™. Mostremos que

existen matrices Py, ..., Py, cada una de ellas igual a un producto de matrices
elementales, tales que para cada i € [0, n] las primeras i columnas del producto (3)
P;---Py A son exactamente los vectores ey, ..., e;, en orden.

Esto probara la proposiciéon ya que entonces tendremos que P,---PyA = I,,, ya que la tnica
matriz de GL, (k) que tiene sus n columnas iguales a los vectores ey, ..., e, en orden es la matriz
identidad I,, y, por lo tanto, A = Py'--P;! es un producto de matrices elementales.

Construimos las matrices Py, ..., P, inductivamente, empezando con la observacién de que
podemos tomar simplemente Py = I,,. Supongamos entonces que r € [0, n—1] y que ya construimos
matrices Py, ..., P,, cada una de ellas igual a un producto de matrices elementales, de manera que
el producto B = P,---PyA tiene sus primeras r columnas iguales a los vectores ey, ..., e, en orden.
La matriz B tiene entonces la forma

1 biraa bz 0 bin
1 br,r+1 br,r+2 br,n
0 - 0 br+1,r+1 br+1,r+2 br+1,n
0 0 br+2,r+1 br+2,r+2 br+2,n
0 - 0 bn,r+1 bn,r+2 bn,n
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Como B es inversible, sus columnas son elementos linealmente independientes de k”. Tiene que
existir entonces s € [r + 1, n] tal que bs ;41 # 0: si no fuese ése el caso, la columna (r + 1)-ésima

; . NORT . s -1 .
de B serfa una combinacion lineal de las primeras . Si s = 7 + 1, pongamos Co = D (b}, ,,;) ¥ si
s # r + 1 pongamos Co = D*(b;},,) Ts ;+1. En cualquier caso, tenemos que la matriz

B = CyB

es de la forma

1 / / /
1,r+1 1,r+2 1,n
I I I
1 ryr+l rr+2 br,n
I ’
0 - 0 1 r+Lr+2 r+Ln
’ ’ /
0 - 0 r+2,r+1 br+2,r+2 r+2,n
/ / /
0 - 0 bn,r nr+2 bn,n

con unlen laentrada (r + 1,7 + 1)-ésima. Consideremos ahora la matriz B” que se obtiene de B
reemplazando, para cada i € [1,n] \ {r + 1}, la fila i-ésima por el resultado de restarle a esa fila
la fila (7 + 1)-ésima multiplicada por b; ,,;: de acuerdo a nuestras observaciones de 6.1.7, esto
significa que

B" = Lz,rﬂ(_bn,r+l)'"Lz,r+1(_bn,r+1)“'L:l+2,r+1(_br+2,r+1)B,

La matriz B” es de la forma

144 144
1 0 1,r+2 1,n
14 1
10 r,r+2 br,n
14 14
0 0 1 r+l,r+2 7 r+lLn
14 144
0 00 r+2,r+2 7 r+l,n
144 14
0 - 00 nr+2 bn,n
y tiene sus primeras r + 1 columnas iguales a los vectores ey, ..., e,,1. Esto significa que si ponemos
———
n n n n(i-1 P e — .
Ln,r+1(_bn,Hl)'"Ln,r+1(_bn,r+1)'"Lr+2,r+1(_br+2,r+l)Ds (bs,r+1 > sis=r+1;

Py = -
LZ,HI(_bn,H-l)'"Lz,r+1(_bﬂ,7‘+1)"'L’:+2,r+1(_bT+2,r+1)Dsn(bs_,}f+l)TS>1’+1’ sis#r+1;

entonces P,.i---PyA tiene sus primeras r +1 columnas iguales a ey, ..., e,;. Como manifiestamente
P, es un producto de matrices elementales, esto prueba la afirmacion (3). ]

6.1.9. Proposicion. Sean m, n € N y A, B € My, , (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Las matrices A y B son equivalentes.
(b) Es posible obtener la matriz A a partir de B haciendo operaciones de filas y columnas.
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Demostracion. HACER. O

§2. Conjugacion de endomorfismos y de matrices cuadradas

6.2.1. Cuando trabajamos con endomorfismos de un espacio vectorial, es de interés una nocién
diferente de equivalencia: si V es un espacio vectorialy f, g: V' — V son endomorfismos de V,
decimos que f y g son conjugados si existe un automorfismo o : V — Btalque f = a lo goa,
y en ese caso escribimos f ~ g. Esta es una relacién de equivalencia en el conjunto End(V):

« Si f € End(V), entonces f = idy' o f oidy, asi que f ~ f.

« Sif, ge€End(V) son tales que f ~ g, entonces existe un automorfismo « : V — V tal que

! es un automorfismo

f=alogoaysesiguedeestoque g=(a )l ofoaly comoa”
deV,quegw f.
o Sif,g heEnd(V)son tales que f ~ gy g ~ h, existen automorfismos «, §: V — V tales

que f=alogoayg=p"ohop,yentonces
fealoflohofoas (foa)yloho(foa).

Como la composicion f o « es un automorfismo de V, se sigue de esto que f ~ h.

De manera similar, si n € N, decimos que dos matrices A y B de M, (k) son conjugadas, y
escribimos A ~ B, si existe una matriz inversible P € GL, (k) tal que A = P"'BP. Como para los
endomorfismos, la relacion de conjugacion es una relacion de equivalencia sobre End( V).

6.2.2. Lema. Sea n € N y sean A, B € M, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Las matrices A y B son conjugadas.
(b) Los endomorfismos f: x ek” — Ax ek" y fp: x e k" = Bx e k" de k" son conjugados.

Demostracién. Si Ay B son conjugadas, existe una matriz inversible P € GL,, (k) tal que A = P"'BP
y entonces la funcion fp : x € k" > Px € k" es un automorfismo y f4 = f5' o fg o fp, de manera
que los isomorfismos f4 y fp son conjugados.

Reciprocamente, si f4 y fp son conjugados, de manera que existe un automorfismo a : V. — V
tal que f4 = a o fg o &, y Z es la base ordenada estindar de k", tenemos que la matriz [a]?% es

inversible, que
2 - 2 -11% & & By~ Y
A=[falz=[a"ofgoalZ =[a15 [fs]% [a]% = ([]Z) " B-[a]
¥, por lo tanto, que las matrices A y B son conjugadas. O

6.2.3. Como en el caso de la equivalencia de funciones lineales, la relacién de conjugacion entre
endomorfismos tiene una interpretacion concreta en términos de matrices muy sencilla, analoga a
la de la Proposicion 6.1.2:
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Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Dos endomorfismos f, g : V — V son

conjugados si y solamente si existen bases ordenadas % y %' de V tales que [f17% = [g]% ’

Demostracion. HACER. O]

6.2.4. La descripcion de las clases de equivalencia para la relacion de conjugacion en End(V) y
en M, (k) es considerablemente mas dificil que para la de equivalencia y ocupara el resto de este
capitulo: nuestro objetivo es obtener un resultado como los de las Proposiciones 6.1.3 y 6.1.5.

6.2.5. Es importante notar que la relacién de conjugacion es estrictamente mas restrictiva que
la de equivalente. Dos endomorfismosf, g : V — V de un espacio vectorial V son equivalentes
si son conjugados, pero no vale la implicacion reciproca. Por ejemplo, las matrices A= (99) y
B =(}9) son equivalentes, porque tienen claramente el mismo rango, pero no son conjugadas.
En efecto, sabemos de la Proposicion 5.3.4 que si lo fueran ambas tendrian el mismo polinomio
caracteristico, pero ya = X* mientras que yp = X(X - 1).

§3. Endomorfismos descomponibles e indescomponibles

6.3.1. Decimos que un endomorfismo f : V — V de un espacio vectorial V no nulo es descom-
ponible si existen subespacios no nulos y f-invariantes Wy y W, de V tales que V.= W @ W,
y que es indescomponible si no es descomponible y V' # 0. Observemos que, de acuerdo a estas
definiciones, el endomorfismo nulo del espacio vectorial nulo 0 : 0 — 0 no es ni descomponible ni
indescomponible.

La descomponibilidad tiene una interpretacion sencilla en términos de matrices:

Proposicion. Un endomorfismo f : V. — V de un espacio vectorial V de dimension finita y positiva
es descomponible si y solamente si existe una base % de V tal que la matriz de f con respecto a 5 es
diagonal por bloques de manera no trivial.

Demostracion. Si f : V — V es un endomorfismo descomponible de un espacio vectorial de
dimension finitay V = V; @ V; es una descomposicion en suma directa de V como suma de
subespacios no nulos y f-invariantes, cada vez que#; = (x1,...,%,) y %2 = (J1,...,ys) son
bases ordenadas de V; y V,, respectivamente, se tiene que % = (x1,...,Xr, Y1, - .., Vs) €s una base
ordenada de V' y que la matriz de f con respecto a & es diagonal por bloques de manera no trivial:
si fv, 2 Vi = W1y fy, : Vo = V; son las restricciones de f a Vj ya V;, es claro que
17 - ([fvl]:iﬁi 0 )
7 0 [f VZ]Z% ’

Reciprocamente, si f : V — V es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension

finita n tal que existe una base ordenada % = (z1,.. ., 2,) de V tal que la matriz [ f]% es diagonal
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por bloques,

g A 0
[£1% = ( 0 Al)

con A; € M, (k) y A, € M;(k), entonces por supuesto n = r + s y los subespacios V; = (zy, ..., z,)
¥y V2 = (Zr41,...,2,) son no nulos, f-invariantes y tales que V = V; @ V;, de manera que el
endomorfismo f es descomponible. O]

6.3.2. Ejemplo. HACER. &

6.3.3. El siguiente resultado nos dice que siempre podemos descomponer un endomorfismo de
un espacio vectorial de dimension finita en “componentes indescomponibles™:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita positiva y sea f : V. — V un endo-
morfismo. Existen n > 1y subespacios f-invariantes Vi, ..., V, de V tales que

o paracada i € [n] la restriccién fy, : V; > V; es indescomponible, y

e V=Vio-oV,.

Demostracion. Existen descomposiciones V = W) & --- & W, de V como suma directa de subespa-
cios no nulos f-invariantes: por ejemplo, podemos tomar r =1y W; = V. Como el nimero de
sumandos en una tal descomposicion es claramente a lo sumo igual a dim V, podemos considerar
el nimero maximo n de sumandos de una tal descomposicién de V' y fijar una descomposicién
V=V &V,de V como suma directa de exactamente #n subespacios no nulos f-invariantes.

Ahora bien, si existiese i € [n] tal que la restriccion fy, fuera descomponible, habria subespa-
cios no nulos y f-invariantes U; y U, de V; tales que V; = U; @ U, y, en consecuencia,

V=Vie-eVioUielU,8Vin@-V,

serfa una descomposicion de V como suma directa de subespacios no nulos y f-invariantes con
n + 1 sumandos, lo que es imposible. Esta significa que cada una de las restricciones fy;, ..., fv, es
indescomponible y prueba la proposicion. O]

6.3.4. Es importante observar que en general la descomposicion de un espacio vectorial V en
componentes indescomponibles con respecto a un endomorfismo f : V. — V que nos da la
Proposicién 6.3.3 no es unica. Por ejemplo, si f = idy es la funcién identidad de V ydimV > 1,
entonces cualquier descomposiciéon de V' como suma directa de subespacios de dimension 1
satisface esas condiciones.

6.3.5. Una de las razones por las que los endomorfismos indescomponibles son importantes es
que tienen polinomios minimales de una forma especial. Este punto sera central varias veces en lo
que sigue.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva. Si f : V. — V es un
endomorfismo indescomponible de V, entonces existen un polinomio ménico e irreducible p € k[ X ]
y un entero positivo v tales que el polinomio minimal de f es my = p”.

146



Demostracion. Sabemos que existen un entero positivo r, polinomios ménicos, irreducibles y
coprimos dos a dos pi, ..., p, y enteros positivos vy, ..., v, tales que m¢ = p"---p)’, y la Proposi-
cién 5.7.1 nos dice que los subespacios V; = Nu((p;*)(f)) con i € [n] son no nulos, f-invariantes
ytalesque V = V@ --- @ V,,. No puede ser que n sea mayor que 1, porque f es indescomponible, y
esto prueba la proposicion. O

§4. Endomorfismos nilpotentes

6.4.1. Si V es un espacio vectorial, un endomorfismo f : V. — V de V es nilpotente si existe k € Ny
tal que f* = 0y en ese caso el nimero min{i € Ny : f' = 0} es el indice de nilpotencia de f.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea f : V. — V un endomorfismo
de V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) f es nilpotente.

(b) f*=0.
(c) Existe k € Ny tal que el polinomio minimal de f es my = x*,
(d) Elpolinomio caracteristico de f es x5 = X".
Si se cumplen, el entero k que aparece en (c) es el indice de nilpotencia de f y es a lo sumo igual a n.

Demostracién. Para cada i € Ny sea V; = Nu(f*). Es inmediato verificar que V; € V;,; para todo
i € Ny, asi que tenemos una cadena creciente de subespacios de V,

VoevicVrc- (4)
La sucesion de las dimensiones de estos subespacios
dimVy <dimV; <dimV; < -

es no decreciente y estd acotada por dim V, asi que necesariamente se estabiliza: existe iy € Ny tal

que para cada i > ig es dim V; = dim Vj, y, por lo tanto, V; = V;;, ya que como V;, € V;. Podemos

suponer ademas que elegimos 7y lo mds chico posible, y esto implica que cada una de las primeras
ig inclusiones de la cadena (4)

VogVig- & Vi
es propia y, en consecuencia, que
dimVp <dim V; <--- <dim Vj,.

De esto y de que Vp = 0 se deduce que

io
dim V;, = dim V;, — dim Vo = > (dim V; = dim V;_1) > io,

i=1
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ya que uno de los sumandos de la suma vale por lo menos 1. Probemos ahora la proposicion.

(a) = (b) Como f es nilpotente, existe k € Ny tal que fk = 0y entonces Vj = V. Esto implica
que V; = V para todo i > k. Como por otro lado es V; = V;, si i > iy, se sigue de esto que V;, = V,
de manera que por un lado f* = 0y, por otro, que dim V;, = n, con lo que n > iy. De estas dos
cosas deducimos que f" = f"7 fi = (, como afirma (b).

(b) = (c) Si ponemos p = X" € k[ X], entonces la hipétesis es que f(f) = 0y la propiedad
caracteristica del polinomio minimal m ¢ implica que m divide a X™: esto significa, claro, que
existe k € [0, n] tal que my = X*.

(c) = (d) De la Proposicién 5.7.4 sabemos que el polinomio minimal m y el polinomio
caracteristico xs de f tienen los mismos divisores irreducibles. Si m; = X* para algtn k € Ny,
entonces el tnico divisor irreducible de m es X, asi que xy tiene que ser de la forma X ! para
algin [ € Ny. Como el grado de x¢ es igual a la dimension de V, se tiene entonces que yy = X".

(d) = (a) Si el polinomio caracteristico de f es Xf = X", entonces el Teorema de Cayley-
Hamilton 5.6.9 nos dice que " = x¢(f) = 0: el endomorfismo f es por lo tanto nilpotente.

Esto completa la prueba de la equivalencia de las cuatro afirmaciones del enunciado. Si
suponemos que valen, de manera que existe k € Ny tal que my = X k, entonces f¥ = m f(f)=0y
f*=1 £ 0 porque f no anula al polinomio X*~1, ya que éste tiene grado menor que el de m - Esto
significa que k es el indice de nilpotencia de f. O

6.4.2. Ejemplos.

(@) Si f:V — V esun endomorfismo nilpotente de un espacio vectorial V'y W es un sub-
espacio f-invariante de V, entonces la restriccion fyy : W — W es nilpotente y su indice de
nilpotencia no es mayor que el de f.

(b) Sin € Ny A € My(k) es una matriz triangular inferior, entonces A es nilpotente si y
solamente si todas las entradas de su diagonal son nulas. En efecto, si A = (a;,;), sabemos
que el polinomio caracteristico de A es y4 = (X — a1,1)(X — an,n) y A es nilpotente, de
acuerdo a la Proposicion 6.4.1, exactamente cuando este polinomio es igual a X”. HACER:
Definir arriba nilpotencia para matrices

(c) Unendomorfismo f : V — V diagonalizable es nilpotente si y solamente si es nulo. En efecto,
como es diagonalizable existe una base % de V cuyos elementos son autovectores de f. Para
cada x € A sea A, el autovalor de f correspondiente a x, de manera que f(x) = A, x.

Supongamos que f es nilpotente y sea k € Ny tal que f* = 0. Si x € %, entonces
0 = f¥(x) = Akx, de manera que A, = 0y, en particular, f(x) = A,x = 0. Vemos asi que f
se anula en cada uno de los elementos de la base Z y que es, por lo tanto, el endomorfismo
nulo de V. Reciprocamente, es claro que si f es nulo, entonces es nilpotente.

(d) Sea n € Ny. El endomorfismo D : p € R[X]<, = p’ € R[X]<, es en endomorfismo del
espacio vectorial R[ X |, de polinomios con coeficientes reales de grado a lo sumo n dado
por la derivacién es nilpotente. En efecto, sabemos que D"*!(p) = 0 si p es un polinomio
nulo o de grado a lo sumo n. Mas aun, el indice de nilpotencia de D es precisamente n + 1:
sabemos que ese indice estd acotado por dimR[X]<, = n + 1y, por otro lado, la potencia
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n-ésima de D no es nula, ya que D"(X") = nl.
De manera similar, es facil ver que el endomorfismo

L:peR[X]en = p(X) - p(X-1) e R[X]cp

es nilpotente de indice de nilpotencia igual a n + 1.

(e) Sean ahora p un numero primo y n un entero no negativo, y consideremos la funcion lineal
D:peFp[X]cy ~ p' € Fp[X]<, dada por derivacion formal de polinomios con coeficientes
en el cuerpo F,. Se trata del tnico endomorfismo de F,[X]<, tal que D(X') = iX*™! para
todo i € [0, n]. Una induccién evidente muestra que para cada i € [0, n] vale que

DP(X") =i(i-1)+(i-p+1)X"P

y —como uno de los p enteros i, i — 1, ..., i — p + 1 es divisible por p y, por lo tanto, igual a 0
en F,— esto implica que D = 0. Asi, D es un endomorfismo nilpotente de F,[X]<, y su
indice de nilpotencia es min{n, p}. O

6.4.3. El resultado mas importante sobre endomorfismos nilpotentes es que cuando son indes-
componibles admiten un vector ciclico:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positivan. Si f : V. — V es un
endomorfismo nilpotente e indescomponible, entonces existe x € V tal que V = (x)f, el indice de
nilpotencia de f es igual a la dimension de V y existe una base ordenada % de V tal que la matriz
de f con respecto a % es

Llamamos a la matriz N,, que aparece aqui un bloque de Jordan nilpotente de tamaiio n.

Demostracion. Procedemos por induccién con respecto a la dimension de V, observando que si
dim V =1no hay nada que probar.

Supongamos entonces que dimV > 1y que f : V — V es un endomorfismo nilpotente
e indescomponible. Como f no es sobreyectivo, el subespacio Im(f) de V es propio y existe un
subespacio W de V tal que Im(f) € W ¢ V ydim W = dim V — 1. Este subespacio es f-invariante,
yaque f(W) cIm(f) € W,y larestriccién fi : W — W de f a W es nilpotente.

La Proposicion 6.3.3 nos dice que hay un entero positivo n y subespacios f-invariantes y
no nulos Wj, ..., W,, de W tales que W = W; & --- @ W, y cada restriccion fw, : W; — W; es
indescomponible. Como estas restricciones son nilpotentes y los subespacios Wy, ..., W, tienen
todos dimension menor que la de V, podemos suponer inductivamente que existen vectores no
nulos xi, ..., x, € V tales que W; = (x;) , para cada i € [n], de manera que

W= (x1)p @ @ (xn) . (5)
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Por otro lado, como dim W = dim V — 1 hay un vector no nulo x € V tal que V = (x) @ W. En
definitiva, tenemos una descomposicién

V=(x)®(x1); @ & (xn).
Como f(x) € Im(f) & W = (x1); ® - & (xu) 1, existen polinomios py, ..., pp € k[ X] tales que

fx) = () Ga) + -+ pu(f) (xn)- (6)

Para cada i € [n] hay un escalar A; € k y un polinomio g; € k[ X] tal que p; = A; + Xq;. El vector

y=x=q(f)(x) == qn(f)(xn),

no pertenece a W, asi que V = (y) & Wy, por lo tanto,

V:<)’>€9<x1)f@'”@(xn>f- (7)

Por otro lado, la igualdad (6) y la forma en que elegimos a y implican que

f) = f(x) = fa(f)(x) = = f(gn(f)(xn))
= p1i(f)(a) + -+ pu(f) (xn) = (Xq) (f) (1) =+ = (Xqn) () (xn)
= (p1=Xq)(f)(x1) + -+ (pn = Xgn) (f) (%)

= Aixg + o+ Mxg.

Si todos los escalares Ay, ..., A, fuesen nulos, entonces tendriamos que f(y) = 0y todos los
sumandos directos de la descomposicion (7), que son todos no nulos y por lo menos dos, serian
f-invariantes: esto es imposible porque f es indescomponible. Tiene sentido entonces considerar
el naimero

r=max{dim(x;);:i € [n],A; # 0}
y, de hecho, podemos suponer sin pérdida de generalidad que A; # 0 y que dim(x;) =T
Sea y; = A1x1 + -+ + Anx,, de manera que f(y) = y;. El subespacio
<)’1)f + <x2>f Tt (xn>f-

de W es f-invariante y contiene a y; y a x2, ..., X, asi que como A; # 0, también contiene a x;.
Esto implica, en vista de (5), que coincide con W. Ademads, como f"(x;) = 0 para todo i € [n] tal
que A; # 0 por la forma en que elegimos a r, es claro que f"(y;) = 0, de manera que dim(y;) s
Se sigue de esto que
dim W <dim(y1); +dim(xz) ; + -+ + dim{xn) ¢
<r+dim{xa), + -+ dim{x,)

= dim<x1>f + dim(xz)f ot dim(xn)f =dimW
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¥, por lo tanto, que valen las igualdades. Usando la Proposicion 1.10.5 podemos concluir entonces
que W = (y1); @ (x2) f @ - @ (x5) s y; en consecuencia, que
V=)o) (x)s e (x);

En esta descomposicion de V, el sumando (y) & (1) 7Y cada uno de lo sumandos (x:) £ con
i € [2,n] son f-invariantes y no nulos. Como f es indescomponible e y # 0, vemos que debe ser
necesariamente n = 1, conlo que V = (y) & (y1) = (y) .

Esto prueba la primera afirmacién del enunciado. La segunda es ahora inmediata y para probar
la tercera es suficiente notar que podemos tomar & = (x, f(x),..., f*1(x)). O

6.4.4. Si f : V - V es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension finita e i € Ny,
definimos el niimero 8;(f) = dim Nu(f?).

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva n.

(i) Si f, g: V - V son endomorfismos conjugados, entonces para todo i € Ng es 8;(f) = 8:(g).
(i) Si f:V — V esunendomorfismoy Vi, ..., V, son subespacios f-invariantes de V tales que

V=Vi®- @&V, entonces para todo i € Ny se tiene que 8;(f) = 8;(fv;) +--- + 8i(fv,).
(iii) Si f : V — V un endomorfismo nilpotente e indescomponible de V, entonces para todo i € N

se tiene que

1, sii=wmn;
=0in(f) +28i(f) = 8ia(f) = {

0, en caso contrario.

Demostracion. (i) Sean f, g : V — V dos endomorfismos conjugados y sea « : V — V un
automorfismo tal que f = a ™ o g o . Notemos que §o(f) = 0 = 5o(g).
Si x € Nu(f), tenemos que

g(a(x) = a((a o goa)(x)) = a(f(x)) = 0

y entonces a(x) € Nu(g). Como consecuencia de esto, podemos considerar la funcion

B:xeNu(f) a(x)eNu(g).

De manera similar, tenemos una funcion

y:yeNu(g) »a'(y) e Nu(f)

y es inmediato verificar que 3y y son isomorfismos inversos. En particular, vale que

81(f) = dim Nu(f) = dim Nu(g) = 81(g)-

Sea ahora i > 2. Para probar que §;(f) = 8;(g) basta observar que f*y g’ son endomorfismos
de V conjugados, ya que

fl=(aogoa) =(aogoa)o(aogoa)oo(alogoa)=atogoa,
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y que entonces, en vista de lo que ya probamos para dj,

8i(f) = 8i(f) = 8i(g") = 8i(g)-

(ii) Sea f : V. — V un endomorfismo de V, sean V}, ..., V; subespacios f-invariantes de V'
tales que

V=Vie--oV, (8)
y sea i € No. Para ver que 8;(f) = 8i(fw,) + -+ + 8i(fv, ), es decir, que

dimNu(f") = dim Nu(f"}l)+---+dim Nu(fy,)
es suficiente con mostrar que

Nu(f") = Nu(fy;) ® - @ Nu(fy,). (9)

Supongamos que x € Nu(fi). Como tenemos la descomposicion (8), existen x; € Vi, ..., x, € V;
tales que x = x; +--- + x, y, por lo tanto,

0= f(x) = f'(xa) + -+ f1(xr) = fig (1) + oo+ fi, (x0).

Como la suma (8) es directa y f",] (xj) € Vjparacada j € [r], se sigue de esto que para cada j € [r],

de hecho, fv,(x;) = 0, esto es, que x; € Nu( f",] ). Esto muestra que

Nu(f’) = Nu(fi;) +- + Nu(fy,)-

Esta igualdad, el hecho evidente de que Nu( f",] ) € Vj para cada j € [r], y la descomposicion
directa (8) implican, de acuerdo a la Proposicion 1.10.6, que tenemos la descomposicion (9) que

queremos.
(iii) Sea f : V - V un endomorfismo nilpotente e indescomponible de V. De la Proposi-
cion 6.4.3 sabemos que existe una base ordenada & = (xy,...,x,) de V tal que
0
1 0
[f1Z=] 10
1 0

Calculando explicitamente las potencias de esta matriz vemos que para cada i > 0 es
i, sii<m

n, Sii>nmn;

5i(f):{
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y entonces

—(i+1)+2i+(i-1), sii<n-1

-n+2i-(i-1), sii=mn;
=01 (f) +28i(f) = 8i-a(f) = . .

-n+2n-(i-1), sii=n+1;

-n+2n-mn, sii>n+1;

1, sii=mn;
0, en caso contrario.
Esto es lo que afirma el enunciado. O]
6.4.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva n y sea f : V. — V un
endomorfismo nilpotente de V.
(i) Existe una tinica secuencia finita y débilmente decreciente (ny, na, . .., n,) de enteros positivos

con ny + -+ + n, = n tal que hay una base ordenada % de V con respecto a la que la matriz
de f es diagonal por bloques, de la forma

Ny,

Np,

con cada N, un bloque de Jordan nilpotente de tamario n;.
(i) Sis € Ny us es el niimero de bloques de Jordan nilpotentes de tamario s que aparecen en esta
matriz, de manera que us = #{i € [r] : n; = s}, entonces

ps = =051 (f) +26i(f) = ia (f)- (10)
La cantidad total de bloques es igual a &,(f). HACER: Hacer esto.
Llamamos a la secuencia (ny, . .., n,) el tipo del endomorfismo f.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicidn 6.3.3, existen r € N y subespacios f-invariantes
V..., Vyde Vtalesque V=V, @@ V, yparacada i € [r] larestriccion fy, : V; > V;de fa V;
es indescomponible. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ademas que la secuencia
(n1,...,n,) = (dim V4,...,dim V;) es débilmente decreciente, ya que si no es ése el caso podemos
reindexar los subespacios.

Como f" = 0, es claro que ( fy,)" = 0 para cada i € [n], asi que los endomorfismos fv;, ..., fv,
son nilpotentes. Son ademas indescomponibles, asi que la Proposicion 6.4.3 nos dice que para
cada i € [r] hay un vector x; € V; con V; = (x;) ¢, que Z; = (xi, f(xi), ... , f"71(x;)) es una base
ordenada de V;, y que

Bi
[fVi]@i = N"i’
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un bloque de Jordan nilpotente de tamafo n. Si # = %, U --- U %, es la base ordenada de V que

se obtiene concatenando, en orden, las bases %, ..., %, es claro que la matriz [ f]7 es la matriz

descripta en el enunciado. Esto prueba la existencia que se afirma en la parte (a) de la proposicion.
De acuerdo a la segunda afirmacion de la Proposicion 6.4.4, tenemos que

8i(f) = 6:i(fw) +- +8i(fv,)

para todo i € Ny y entonces, si s € N se tiene que

b0 (f) +28,(f) — b (f) = i;(—&n(fv,-) +26,(fu,) - 8a(fi)).

Esto, de acuerdo a la tercera parte de aquel lema, es igual a y;, el numero #{i € [r] : dim V; = s}:
en efecto, el término de la suma correspondiente a i € [[r] esigual alsidim V; = s yesiguala0
en caso contrario, asi que la suma cuenta cuantos de los subespacios V; tienen dimension s. Esto
prueba la segunda afirmacion de la proposicion.

Ahora bien, la secuencia de nimeros yo, p1, f2, ... esta univocamente determinada por f, ya
que el lado derecho de la igualdad (10) depende solamente de f, y es claro que esta secuencia
determina completamente al tipo (3, ..., n,) de f. Esto prueba la afirmacion de unicidad hecha
en la parte (i) de la proposicién. d

6.4.6. Si f : V — V es un endomorfismo nilpotente de un espacio vectorial de dimension finita y
positiva n, entonces el tipo de f es una secuencia finita y débilmente decreciente (#y, ..., n,) de
enteros positivos tal que n; + --- + n, = n. Decimos que una tal secuencia es una particion de n.
Por ejemplo, las particiones de 7 son las siguientes quince secuencias:

(1,1,1,1,,5,1),  (2L,LLL1),  (22LL1), (2221, (3.LL1L1),

(3,2,1,1), (3,2,2), (3,3,1), (4,1,1,1), (4,2,1),

(4,3), (5,1,1), (5,2), (6,1), (7).

En el Cuadro 6.1 esta tabulado el nimero de particiones de los primeros 15 enteros positivos. Ese
nimero crece muy rapidamente y, por ejemplo, hay

24,061,467,864, 032,622,473, 692,149,727, 991

particiones de 1000. G. H. Hardy (1877-1947, Inglaterra) y Srinivasa Ramanujan (1887-1920, India)
probaron en 1918 que el nimero de particiones de # es aproximadamente igual a

cuando # es grande y, de hecho, se conocen aproximaciones mucho mejores y hasta férmulas

exactas para ese numero. El estudio de las particiones de enteros es parte de la llamada teoria
de ntimeros aditiva y es una bella, importante y profunda parte de la matematica. Una buena
introduccidn al tema es el libro [Andg8] de George E. Andrews (1938-, Estados Unidos).
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Pn 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176

Cuadro 6.1. El namero p, de particiones de un entero positivo n.

6.4.7. Larazon por las que nos interesa el tipo de un endomorfismo nilpotente es que nos permite
resolver el problema de decidir si dos endomorfismos son conjugados o no:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva. Dos endomorfismos nilpo-
tentes de V' son conjugados si y solamente si tienen el mismo tipo.

Demostracién. Sean fy g dos endomorfismos nilpotentes de V. Silos dos tienen tipo (n,, ..., 1),
entonces hay bases ordenadas 'y %' de V tales que las matrices [ f]% y [ g]%, son ambas iguales a
Ny,
Ny,

Ny,

y esto implica, segun la Proposicion 6.2.3, que f y g son endomorfismos conjugados.
Reciprocamente, si f y g son conjugados, entonces la Proposicioén 6.4.4(i) nos dice que

0s(f) = 8s(g) para cada s € Ny, de acuerdo a la Proposicion 6.4.5(ii), de esto se sigue que

f v g tienen el mismo tipo. O

6.4.8. Una consecuencia inmediata de los resultados que obtuvimos en esta seccion es:

Corolario. Si V es un espacio vectorial de dimension finita y positiva n, entonces
(i) el nimero de clases de conjugacion de elementos nilpotentes de End (V') es finito e igual a py,
el niimero de particiones de n, y
(ii) todos los endomorfismos nilpotentes e indescomponibles de V son conjugados, de manera que
son los elementos de exactamente una clase de conjugacion de End(V).

Demostracion. La primera parte es consecuencia de la Proposicion 6.4.7, ya que, por un lado, el
tipo de un endomorfismo nilpotente de V es, por definicién, una particién de n y, por otro, es
claro que toda particion de n es el tipo de algun endomorfismo nilpotente de V.

El tipo de un endomorfismo indescomponible de V tiene una tinica componente —esto se
sigue de la Proposicion 6.4.3— asi que tiene que ser necesariamente igual a (7). Esto implica que,
de acuerdo a la primera parte, que todos los endomorfismos nilpotentes de V son conjugados,
como afirma la segunda parte de la proposicion. O
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§5. La forma normal de Jordan

6.5.1. Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positivan. Si f : V - V esun
endomorfismo indescomponible de V' y existe un autovalor A de f en k, entonces existe una base
ordenada % de V tal que la matriz de f con respecto a % es

A
1 A
]n(’l): 1 A

1 A
La matriz ], (1) es un bloque de Jordan de autovalor A de tamaiio n. Observemos que cuando
A =0 la matriz J,,(1) coincide con la matriz N,, de la seccion anterior.

Demostracion. Sea f : V — V un endomorfismo indescomponible de V y sea A € k un autovalor
de f. Sea my € k[X] el polinomio minimal de f. De acuerdo a la Proposicion 6.3.5, hay un
polinomio ménico e irreducible p € k[ X] y un entero positivo v tal que ms = p".

Como A es una raiz de m > claramente tiene que ser también una raiz de p y, entonces,
necesariamente debe ser p = X — A, ya que p es irreducible. Consideremos el endomorfismo
g = f—Aidy de V. Es g" = ms(f) = 0, asi que el polinomio minimal de g divide a X"y,
en particular, g es nilpotente. Por otro lado, si g fuese descomponible, habria subespacios no
nulos y g-invariantes W; y W, en V tales que V = W; @ W;: esto es imposible, ya queW; y W, son
también f-invariantesy f es indescomponible por hipétesis.

Vemos asi que la Proposicion 6.4.3 se aplica a g y que, por lo tanto, existe una base ordenada #

de V tal que [g]% = N, un bloque de Jordan nilpotente de tamafio 7. Se sigue de esto, claro, que

[f]g =[g+ MdV]g = [g]z + Ay =Ju (1),
la matriz descripta en el enunciado. O

6.5.2. Estamos en posicion de probar el resultado central de este capitulo, el llamado Teorema de
la forma normal de Jordan, por Camille Jordan (1838-1922, Francia). Jordan enuncié y probé un
resultado similar pero distinto, en el contexto de las funciones lineales sobre cuerpos finitos, en su
libro Traité des substitutions et des équations algébriques [Jor7o] de 1870. Es de notar que Jordan
no habla nunca de matrices, ni de espacios vectoriales ni de funciones lineales en ese texto: esos
conceptos no habian sido inventados aun cuando Jordan escribia.

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva n, sea f : V. — V un endo-
morfismo de V' y supongamos que el polinomio minimal de f se factoriza en k[ X | como producto de
factores lineales. Existen un entero positivo r y un conjunto de r secuencias ordenadas

{()LI) nl,b'--;nl,ml)) (A2> n2,2>-'-;n2,m2): e (Ara nr,ry--wnr,m,)} (11)

univocamente determinado por f tal que
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e A, ..., A, € k son escalares distintos dos a dos,
o paracadai€ [r]esmy € Nyn;y, ..., njm esuna secuencia débilmente decreciente de enteros
positivos, y
« i Xinij=n
para la que existe una base ordenada % de V tal que la matriz de f con respecto a & es la matriz
diagonal por bloques

]nl,l ()Ll)
]n1,m1 (’11)
(12)

]nr,l (AT)

]nr,my (AV)

Los escalares Ay, ..., A, son los autovalores de f. Para cada i € [n] y cada s € N, la cantidad de
bloques de la forma J(A;) que aparecen en la matriz es

‘MS(Ai) = —85+1(f - A,‘idv) + 26,‘(f - A,‘idv) - 6,',1(f - /liidv).
El niimero de bloques de autovalor A; es igual a la dimension de &,(f — Aiidy ).

La matriz (12) que aparece en este teorema es la forma normal de Jordan del endomorfismo f
y el conjunto de r secuencias (11) que la determinan es el tipo de f.

Demostracion. La hipdtesis es que existen escalares Ay, ..., A, € k distintos dos a dos y enteros
positivos ny, ..., 1, tales que el polinomio minimal de f es my = (X —A;)™---(X - A,)"". Sabemos
que los autovalores de f son precisamente las raices del polinomio minimal de f, asi que estos
r escalares son, sin repeticiones, esos autovalores.

Los r polinomios q; = (X—1;)™, ..., q, = (X=A,)" son coprimos dos a dos, asi que el Teorema
de Descomposicién Primaria 5.7.1 nos dice que si para cada i € [r] ponemos V; = Nu(f - A;idy )™,
entonces V = V; @ .- ® V, y para cada i € [r] el subespacio V; es f-invariante, no nulo y el
polinomio minimal de la restriccion fv, : V; > Viesmyp, = (X - 4;)".

Seai € [r]. Como (fy, - Aiidy)"™ =my, (fv,) = 0, el endomorfismo fy, — Aiidy : V —> V'es
nilpotente. Si (71, ..., ni,m,) €s su tipo, entonces sabemos que existe una base %; de V; tal que la
matriz de fy, — A;idy con respecto a %; es

Nni,l
[fv, = hiidy, ] = Nz . ’

Mi,m;
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de manera que

Nni’l ]”i,l(/\i)

Nﬂi,z ]ni,z (/\l)

+Ailgimyv, =

Nni,mi ]Vli,m,- (Al)

Si% =% U U, eslabase ordenada de V que se obtiene concatenando las bases 4, ..., %,

. 9 . . .
entonces la matriz [ f ]ﬁ es precisamente la matriz (12) que aparece en el enunciado del teorema.

Bi
[fVi]ggi =

Esto prueba la afirmacién de existencia.

Fijemos j € [r] y s € Ny. Para cada i € [r] el subespacio V; es (f — Ajidy)-invariante y la
restriccion (f — Ajidy )y, claramente coincide con fy, — Ajidy;, asi que la Proposicion 6.4.4(ii) nos
dice que

8s(f = Ajidv) = 8s(fw — Ajidy;) + -+ + &5(fv, — Ajidy,). (13)

Ahora bien, si i € [r] es distinto de j, A; no es una raiz del polinomio minimal de fv,, que es
(X —A;)", yentonces A; no es un autovalor de fy,: esto implica que el endomorfismo fy, — Ajidy,
de V; es un automorfismo y, en particular, que &;( fy; — Ajidy,) = 0. En vista de esto, igualdad (13)
nos dice que, de hecho,

8s(f = Ajidv) = &(fv, - Ajidy; ).

Como consecuencia de esto, tenemos que

_6s+1 (f—)tiidv)+25,' (f—)tiidv)—(si_] (f—/\lldv) = _8s+1(fVi —)t,'idVi )+2(S,' (fVi —Aiid Vi )—5,'_1 (fVi —Aiid Vi )I

y la Proposicidn 6.4.5(ii) nos dice que este tltimo nimero es el nimero de veces que el entero s
aparece en el tipo de fy, — Ajidy,.
O

6.5.3. La prueba que da Jordan de este teorema en [Joryo] es completamente distinta de la que
presentamos nosotros. En la tesis [Breo6] de Frédéric Brechenmacher puede encontrarse una
discusion detallada de la demostracion original. La importancia de este teorema se manifiesta,
entre otras formas, en la cantidad de pruebas radicalmente distintas que se han dado de él alo largo
del tiempo: por citar sélo algunas, podemos mencionar las de [Bru8y], [Cat62], [Fil71], [FS83],
[GW8o], [GGo6], [Roigg] y [Vil86].

6.5.4. La forma normal de Jordan nos permite resolver el problema que nos habiamos planteado
en la seccidn 6.2 de decidir si dos endomorfismos son conjugados, bajo una hipdtesis razonable
sobre el cuerpo con el que estamos trabajando:

Proposicion. Supongamos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Dos endomorfismos de un
espacio vectorial de dimension finita y positiva son conjugados si y solamente si tienen el mismo tipo.

Demostracion. HACER. O
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6.5.5. Una consecuencia de este resultado es que cualquier invariante bajo de un endomorfismo
tiene que poder determinarse a partir de su tipo. Asi, por ejemplo, tenemos:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y positiva n, sea f : V. — V un
endomorfismo de V y supongamos que el polinomio minimal de f se factoriza en k[ X] como
producto de factores lineales. Si

(/\1) nl,la---;”l,m1)> (AZanZ,Z’---)nz,le)’ cees (/lranr,r’---anr,mr)

eseltipode f yparacada i € [r] ponemos n; = njy+-+nim, yvi = max{ni1, ..., Nim, }, entonces
« el polinomio caracteristico de f es xr = (X — A)™-(X = A,)™,
« el polinomio minimal de f es mp = (X = A1)"++(X = A,)™,
o el determinante y la traza de f son, respectivamente,

det(f) = A{"--AYT, tr(f) = mA + - + nshy,
o los autovalores de f son My, ..., A, y para cada i € [r] la multiplicidad geométrica de A; es m;
y la multiplicidad algebraica es n;.

Demostracion. En efecto, cada uno de los invariantes listados depende solamente de la clase de
conjugacion de f y coinciden, por lo tanto, con los de la forma normal de Jordan de f: basta
entonces calcularlos para esta, lo que es inmediato. d
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Espacios con productointerno

§1. Espacios con producto interno

7.1.1. En todo este capitulo escribiremos k para referirnos o bien al cuerpo R de los nimeros reales
o bien al cuerpo C de los nimeros complejos. En cualquiera de los dos casos, si A € k, escribimos A
al numero conjugado de A; si k = R, entonces por supuesto es A = A para todo A € k.

7.1.2. Si V es un espacio vectorial sobre k, un producto interno sobre V es una funcién
(-,-):VxV >k
tal que para cada x, x’, y € V y cada A € k se tiene que

(PL) (x+x",y) =(x,y)+(x',y),
(PLy) (Ax,y) =A{x,y),

(PI3) (x,y) = (y,x),
(PIy) (x,x)>0six+0.

Notemos que si x € V, entonces la tercera condicion implica que (x, x) = (x, x) y, por lo tanto, el
escalar (x, x) es un numero real cualquiera sea k: vemos asi, en particular, que la ultima condicién
de esta definicidn tiene sentido.

Las condiciones (PI;) y (PI,) nos dicen que un producto interno es una funcioén lineal de su
primera variable, esto es, que para cada v € V la funcién

ueVe(uv)ek

es lineal. Sik = R, la condicién (PI3) implica inmediatamente entonces que (—, —) es también
lineal en su segunda variable y por lo tanto en ese caso se trata, de hecho, de una funcién bilineal.
Sien cambio k = C, un producto interno es una funcion semilineal de su segundo argumento: esto

significa que para cada u, v,v' € Vycadad ekes (u,v+v') = (u,v) + (u,v') y (u, Av) = Mu, v).
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En cualquier caso, se sigue de la linealidad en la primera variable que
(0,0) = (0-0,0) =0-(0,0) =0
y esto, junto con (PIy), implica que, de hecho, para cada x € V vale que
(x,x) =0 <= x=0.

7.1.3. Un espacio vectorial con producto interno es un par ordenado (V,(-,-)) en el que V
es un espacio vectorial sobre k y (—, —) es un producto interno sobre V. Salvo en situaciones
excepcionales, escribiremos simplemente V en lugar de (V, (-, —)) y diremos que V es un espacio
con producto interno, dejando implicita la notacién para el producto interno.

7.1.4. Ejemplos.
(a) Sin €N, definimos una funcion (-, ) : k x k" — k poniendo, para cada par de vectores
x=(x1..5%n), =15 yn) €k”,

() =%y + 0+ %07,

Es fécil verificar que se trata de un producto interno sobre k", al que llamamos el producto
interno estdndar de k”. Salvo indicacién en contrario, cada vez que consideremos a k" como
un espacio vectorial con producto interno serd con respecto a a este producto.

Més generalmente, si w = (w;, ..., w,) es un elemento de R” con componentes estricta-
mente positivas, la funcion (-, -),, : k" x k™ — k tal que

(%, 9)p = X1y + - + WaXn Y,

cadavezque x = (x1,...,%,) €y = ()1,..., yn) son elementos de k" es un producto interno
sobre k", al que llamamos el producto interno estandar de peso w sobre k.

(b) Escribamos k* al espacio vectorial de las sucesiones x = (x;);» de elementos de k cuyas
entradas son «casi todas nulas», esto es, aquellas para las que existe n > 1 tal que x; = 0 para
todo i > n. Hay una funcion (-, -) : k® x k® — k tal que para cada par de sucesiones
x=(xi)isiey=(yi)is1 dek™ es

Notemos que la suma de la derecha tiene sentido, ya que tiene un nimero finito de términos
no nulos. Esta funcién (-, —) es un producto interno sobre k.

(c) Seak[X] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes en k y sea I = [a, b] un inter-
valo cerrado y acotado de R con a < b. Hay un producto interno (-, =) : k[ X] x k[ X] = k
tal que para cada p, g € k[ X] se tiene que

(ha)= [ p(a(Dar
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(d)

(e)

La verificacion de las condiciones (PI,), (PI,) y (PIs) de la definicién 7.1.2 es inmediata.
Veamos la de (PLy). Sea p € k[ X] un polinomio. Es claro que

(b= [ (o)t

es un nimero no negativo, ya que el integrando es real y no negativo. Mas aun, si (p, p) = 0,
entonces es nula la integral y, como el integrando es una funcién continua y no negativa en
todo el intervalo I, esto so6lo es posible si ese integrando es alli idénticamente nulo: tiene
que ser entonces p(t) = 0 para cada t € I y en consecuencia, ya que p es un polinomio y el
intervalo I un conjunto infinito, p = 0. Esto prueba (PILy)

Mas generalmente, si w : I — R es una funcion continua, no negativa y no idénticamente
k[ X] x k[X] - k sobre k[ X] tal que

nula, es facil ver que hay un producto interno (-, -),, :

para cada p, g € k[ X] se tiene que

(Pq), = fabw(t)p(t)mcu.

Sea I = [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R y sea C(I) el espacio vectorial de las
funciones I - k que son continuas. Hay una funcién (-, -) : C(I) x C(I) — k tal que cada
vez que f y g son elementos de C(I) se tiene que

(8= [ F0a(0 ax

En efecto, si f y g estdn en (I) la funcion t € I — f(t)g(t) € k es continua y, por lo tanto,
estd definida su integral sobre I. Es fcil ver que (-, —) es un producto interno sobre C(I).
Sea C(R) el espacio vectorial de todas las funciones continuas R - k y sea V ¢ Cx(R) un
subespacio tal que

cualquiera sea f € V la integral de Riemann impropia [ |f (x)[Pdx es finita.

Por ejemplo, podemos tomar como V al espacio de todas las funciones f € C(R) para las
que existe M > 0 tal que f(x) = 0si |x| > M.
Mostremos que

si f y g estdn en V, entonces la integral impropia [ f(x)g(x) dx converge (1)
absolutamente.

Sean paraello f, g € V, sean a = (f_°:0|f(x)|2 dx)l/2 yb= (f_(>:<)|g(x)|2 dx)l/z, y fijemos
fijemos R > 0. Si t € R, entonces

R 2
0< [ (If] - tlg(x)])’ dv
= [l a2t [ IfGg(ldxs £ [ g d
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El ultimo miembro de esta desigualdad es un polinomio en t con coeficientes reales que no
toma valores negativos. Su discriminante tiene que ser, por lo tanto, no positivo, y entonces

1f(o)g(x)ldx zg Plf(x)ldx- [ Plg(x)|dx < a’b?,
Z 2 i

Vemos asi que para todo R > 0 es fﬁz| f(x)g(x)|dx < aby se sigue de esto que la integral im-
propia /% |f(x)g(x)|dx converge y, por lo tanto, que la integral impropia /. f(x)g(x)dx
converge absolutamente, como queriamos ver.

Como consecuencias de (1) es claro que hay una funcién (-, —) : V x V — R tal que

(1.8) = [ f(x)g(x)ax
para cada f, g € V. Esta funcidn es un producto interno sobre V. O

7.1.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si x, x' € V, entonces
(i) (x,y) =0 paratodo x € V siy solamente si x =0, y
(i)) (x,y) =(x',y) paratodo y € V si y solamente si x = x'.

Demostracion. (i) Para ver la necesidad de la condicion, notemos que si x la satisface se tiene en
particular que (x, x) = 0, asi que x = 0. La suficiencia es inmediata.

(ii) Esto es consecuencia inmediata de la parte (i), ya que (x, y)—(x’, y) = (x—x’, y) cualquiera
seayeV. O

7.1.6. Podemos restringir el producto interno de un espacio vectorial con producto interno a
cualquiera de sus subespacios:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea W un subespacio de V. La
funcion (-, —), : W x W — k que se obtiene restringiendo el producto interno (—,—): V.x V - k
de V.a W x W es un producto interno sobre W.

Siempre que consideremos a un subespacio de un espacio vectorial con producto interno lo
dotaremos con el producto interno construido como en esta proposicion.

Demostracién. La funcién (-, —),, satisface cada una de las condiciones de la definici6n 7.1.2
simplemente porque (-, —) lo hace. O

7.1.7. Proposicion. Sean (V, (-, =), ) y (W, (-, ) ) dos espacios con producto interno. Si V& W
es la suma directa externa de V' 'y W, entonces la funcion

(--):(VeWw)x(VeaWw) -k
tal que para cada de vectores (x,y) y (x',y') de V@ W es
(e 3)s (67, 5) = (%) + (3, 5)

es un producto interno sobre V.| W.
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Cuando lo dotamos de este producto interno, llamamos a V @ W la suma directa ortogonal
de los espacios vectoriales con producto interno V'y W.

Demostracion. HACER. O]

§2. Normas y métricas

7.2.1. Si V es un espacio vectorial sobre k, una norma sobre V es una funcion |—| : V - Ry tal
que para cada x, y € V y cada A € k se satisfacen las condiciones

(N1) |x] = 0siy solamente si x = 0;
(N2) [ Ax] = M= y
(N3) [x+y[ <|x]+]y]-

Un espacio vectorial normado es un par ordenado (V, |—|) en el que V es un espacio vectorial
y | -]l es una norma sobre V. La desigualdad (N3) es llamada la desigualdad triangular.

7.2.2. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial con producto interno. La funcion
=] :x eV (x,x)2eR.
es una norma sobre V y para cada x, y € V vale la desigualdad

|G, ) < %[yl (2)

Mds atin, vale aqui la igualdad si y solamente si el conjunto {x, y} es linealmente dependiente.

De ahora en adelante consideraremos a todo espacio vectorial con producto interno implicita-
mente dotado de la norma que nos provee esta proposicion, y la llamaremos la norma asociada
a su producto interno. La desigualdad (2) que aparece en esta proposicion es la desigualdad de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz, por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857, Francia), Viktor Bun-
yakovsky (1804-1889, Rusia) y Hermann Schwarz (1843-1921, Alemania). El primero de estos
autores probo la desigualdad en el caso del espacio k” con su producto interno estandar, el segundo
para espacios vectoriales de funciones con producto interno dado por una integral, como en el
Ejemplo 7.1.4(d), y el tercero probo esencialmente el caso general.

Demostracion. Tenemos que verificar las tres condiciones de la definicién 7.2.1. Las dos primeras
son inmediatas. Para probar la tercera, mostremos antes la desigualdad (2). Sean x, y € V;siy = 0,
la desigualdad es inmediata, asi que podemos suponer que no es ése el caso. Para cada A e k es

0< x=Ay|* = (x = Ay, x = Ay) = (x,x) = A(y,x) = A({x, ¥) = A(3, »)).
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Si tomamos A = (x, ¥)/(y, y), la expresion entre paréntesis se anula, asi que tenemos que

) - {x, y){y,x) |(x, )
e (7, 7) BE

que es equivalente a (2). Més aun, si vale la igualdad, tenemos que |x — Ay|* = 0, asi que x = Ay.

2
= [x[” -

Probemos ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz, que la tercera
condicion de la definicion 7.2.1 también se satisface. Si x, y € V, es
o+ y17 = x4 yox 4 ) = (6,2) + (5,0 + (%) + (1 9)
= [x[* +2Re(x, y) + [, y1 < %17 + 2%, p)| + 132 7]
2
< [lxl® + 2yl + 1y 21 = (1<l + Iy1)
y claramente esto implica que vale la desigualdad triangular. O]
7.2.3. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) (Ley del paralelogramo) Si x, y € V, vale que
o+ p 12+ lx = y1% = 2% + 2]y

(i) Sik =R, para cada x, y € V se tiene que

(0. 9) = glx+y 1" = Glx -yl

Sik = C, en cambio, es
1 2 1 2 i o2 )
(eoy) = alx+ 17 = glx = yI7 + gl + iy = glx = iy]
La ley del paralelogramo tiene una interpretaciéon geométrica muy directa, que puede verse
representada graficamente en la Figura 7.1. Por otro lado, la segunda parte de este corolario nos

dice que en un espacio con producto interno el producto interno queda determinado por la norma
correspondiente.

Demostracion. Para ver la primera parte, sean x e y en V y calculamos:
2+ y[* + 2 = y[* = (x + o x + y) + (x =y, x = y)
= ({0.2) + (5, 9) + (1o x) + (3 9)) + ({6, x) = {6, 9) = (3.%) + (1, )
=2{x, x) +2(y, )
= 2)x]* + 2] y|.
Para la segunda parte, suponemos que k = R y vemos que
o+ 1 =l = yI* = (x4 pox + y) = |x = yox -
= ((5x) + (1, 9) + (%) + (3 ) = ((0.2) = (0, 9) = (32) + (3, 9))
4(x, y).

La igualdad que se afirma en la tercera parte de la proposicion es consecuencia de un calculo

directo similar a este dltimo, que omitimos. O
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Xty

Figura 7.1. La igualdad de la ley del paralelogramo dice que la suma de los cuadra-
dos de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de
los cuadrados de longitudes de los lados.

7.2.4. La primera parte del Corolario 7.2.3 nos dice que la Ley del Paralelogramo es una condicién
necesaria para que la norma de un espacio normado provenga de un producto interno. El siguiente
teorema de Pascual Jordan (1902-1980, Alemania) y John von Neumann (1903-1957, Hungria)
publicado en [JvN35] afirma que también es una condicion suficiente:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial normado. Existe un producto interno sobre V cuya norma
asociada es la de V si y solamente si satisface la ley del paralelogramo, esto es, si para todo par de
vectores x, y de V se tiene que

2 2 2 2
[+ y 17+ =y 7 = 2] + 2]y
Demostracion. Bastara que probemos que la condicion es suficiente. Esta condicion implica que

2 2 2 2 2
o+ 2"+ y 7 = G+ y) + 27 = 20+ y 7 + 2] 2" =+ y - &)

yque
2 2 2 2 2
Jx+x" = y” = |x+ (" = p)|" = 2]x " + 2" =y " - |x - "+ y|".

Restando miembro a miembro estas dos igualdades vemos que

oy = ey =2l 1 2 - 2 - 20 - P
e intercambiando aqui los roles de x y de x" concluimos que también

o+ 2"+ y I = D+ = y[P = 20+ yl* + 20x]* = 2 - 2 -y
Sumando ahora miembro a miembro estas dos igualdades llegamos a que

2 2 2 2 2 2
o+ 2"+ y 7 = e+ "=y = e+ y [ = =y 7+ 2"+ y 17 = 16" = ()
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Consideremos primero el caso en que k = R. Sea (—,—) : V x V — R la funcion tal que

2 2
(6, 9) = glx+yI" = Zlx =yl
para cada x y cada y € V, y verifiquemos que se trata de un producto interno.
« Six, x’, y € V, entonces vale que
(x+x'y) = (x, )+ (x,y),

ya que esta igualdad es, de acuerdo a la definicion de la funcién (-, —), equivalente a (3).
Esto significa que la condicion (PI;) de la definicion 7.1.2 se satisface.
« Six e yson elementos de V se tiene que

(0. 9) = gl + 1 = Glx = yI7 = Gy + 17 = §ly = x[* = (5.%)

(x,%) = Jllx+x[* = flx = x[* = |x]* > 0, (4)
asi que las condiciones (PI3) y (PI1,) también se cumplen.
o Paracadar € Q sea P(r) la afirmacion

para todo x, y € V se tiene que (rx, y) = r(x, y).

Queremos mostrar que P(r) vale para todo r € Q, y lo hacemos en varias etapas:

- Observemos primero que si r es un nimero racional cualquiera y vale P(r), entonces
para cada x, y € V se tiene que

((r+1)x,y) = (rx +x, ) = (rx, y) + (6, ) = r{x, y) + (2, y) = (r + D{x, y),

de manera que también vale P(r +1). Como claramente vale P(1), esto implica que,
de hecho, vale P(r) para todo r € N.

- Vale P(r) para todo r € Q positivo. En efecto, si r = § con p,qeN,paracadax,yeV
se tiene, usando P(p) y P(q), que

Pl ) = (px.y) = (a(2x), y) = q( B2, ),

asi que (%x,y) = %(x,y}.
- Vale P(0), ya que

(0x,y) = §10x + yI* = Glox = y|* = FIyI* - {1y]* = 0= 0(x, ),

y si vale P(r) para algin r € Q entonces también vale P(-r): paratodo x e y de V se
tiene en ese caso que

0=(0,y) = (rx —rx,y) = (rx + (=1)x, y) = (rx, y) + (=%, y),

porlo que (-rx, y) = —(rx, y) = —r(x, y). Junto con el paso anterior, esto nos permite
concluir que vale P(r) para todo r € Q, como queriamos.
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o Sean otra vez x e y dos elementos de V' y mostremos que

(e, P < [y (5)

Esto es evidente si y = 0, asi que podemos suponer que no es ése el caso. En vista de lo que
probamos en los dos pasos anteriores, sabemos que cada vez que r € Q es

0< [lx—ryl® = (x = ry.x —ry) = (x,x) = 2r{x, y) + (3. ).

Esto nos dice que el polinomio || y|*X? - 2(x, y)X + |x||* € R[X] no toma valores negativos
sobre Q: como es una funcién continua, no toma entonces valores negativos en ningtn
punto de R y, por lo tanto, su discriminante es no negativo, esto es, {x, y)> — |x|*| y|* < 0.
La desigualdad (5) es consecuencia inmediata de esto.

o Six, y € V, entonces la funcién { : t € R — (tx,y) € R es continua. Para verlo basta
observar que, de acuerdo a lo que sabemos ya de la funcién (-, —), se tiene que

[(s) = ()] = [{sx, ) = (2, p)] = [{(s = ), )] < (s = O)x[[ [yl < [s = elllx ] 1.

 Sean x e y dos elementos de V. Sabemos, gracias a los dos pasos anteriores, que la funcion
te R (tx, y)— t(x, y) € R es continua y que se anula sobre Q. Esto implica, por supuesto,
que es idénticamente nula y, por lo tanto, que para todo ¢ € R vale que (tx, y) = t(x, y). La
funcion (-, —) satisface entonces la condicion (PI,).

Concluimos de esta forma que la funcién (-, —) es un producto interno sobre V. De acuerdo

a la igualdad (4), la norma asociada a este producto interno coincide con la norma de V: esto

completa la prueba de la proposicion en el caso que estamos considerando en el que k = R.
HACER: El caso complejo. d

7.2.5. Ejemplo. La funcién ||| : (x, y) € k* = |x| + |y| € Ry es una norma sobre k2. Si e; = (1,0)
y e2 = (0,1) son los dos vectores de la base estandar de k2, entonces

e+ eal* + ler —eaf* =8 % 4 = [[en]* + 2] e2.
Vemos asi que esta norma | —| no satisface la ley de paralelogramo y, en consencuencia, que no

existe ningun producto interno sobre V' que la tenga como norma asociada. &

7.2.6. Si V es un espacio vectorial, una funcién d : V x V — Ry es una métrica sobre V si para
cada x, y, z € V se tiene que

My) d(x,y) =d(y,x);

(M) d(x,y) =0siysolamentesix = y;y

(Ms) d(x,2z) <d(x,y) +d(y.2).
Decimos que esa métrica es invariante si

(My) d(x,y)=d(x+2z,y+2)
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y que es homogénea si para cada A € k es

(Ms) d(Ax, Ay) = [Md(x, y).

7.2.7. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea |-| : V - R la norma
asociada. La funcion

d:(v,w)eVx Ve |v—w|eRy

es una métrica invariante y homogénea sobre V.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de la definicién de la funcién d y de las
propiedades de la norma |—||. O

§3. Ortogonalidad

7.3.1. Sea V un espacio con producto interno. Si x e y son dos vectores de V, decimos que x e y
son ortogonales si (u,v) = 0, y en ese caso escribimos u L v. Es inmediato que esto define una
relacion 1 entre los elementos de V que es simétrica. Ademas, tenemos que

Lema. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Todo vector de V es ortogonal con 0.
(ii) Six e Vestalquex L y paratodo y € V, entonces x = 0.

Demostracion. La primera afirmacion es inmediata, y la segunda es consecuencia de la primera
parte de la Proposicion 7.1.5. O

7.3.2. Intuitivamente, dos vectores son ortogonales si el angulo que forman es recto. Esto se ve

reflejado en que vale el teorema de Pitagoras:

Proposicion. Sea V un espacio con producto interno. Si x, y € V, entonces
(i) six Ly, entonces |x + y|* = |x|* + | y|*.

Mas generalmente, vale que
(i) [x+yl* = [x* + |y1* + 2Re(x, y).

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia inmediata de la segunda, asi que basta
probar esta ultima, que a su vez sigue de un calculo directo: si x, y € V, la definicién de la norma
implica que

lx+ y[* = (x + y,x + y)
= (%, x) +{x, y) + (3, x) + (9, ¥)

= [lxl® + [ + (. p) + (x,7)
= [lx]* + [ 7]* +2Re(x, y).
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7.3.3. Motivados por la Proposicién 7.3.2, hacemos la siguiente definicién: si V es un espacio
vectorial con producto interno y x e y son dos vectores de V, el dngulo entre x e y es el tinico
namero real 0(x, y) € [0, 7] tal que

Re(x, y)
Iyl

Esta definicion tiene sentido: de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz sabemos que

cosO(x,y) = (6)

Re(x, y)| < |{x )l < [ ¥]

asi que el cociente que aparece a la derecha en la definicion (6) es un elemento del intervalo [-1,1]
y, por lo tanto, es el coseno de exactamente un nimero 6 en el intervalo [0, 77]. Es inmediato que
dos vectores son ortogonales si y solamente si el angulo entre ellos es 7/2.

Usando esta definicién, podemos reinterpretar la segunda parte de la Proposicion 7.3.2 como
el teorema del coseno de la geometria euclidea:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si x e y son dos vectores de V' y
0(x, y) es el dngulo entre x e y, entonces

= y[* = [x]* + 1% = 2cos 6(x, y).

Demostracion. Basta reemplazar y por —y en la igualdad de la Proposicion 7.3.2(ii) y usar la
definicion de 0(x, y). O

7.3.4. Si V es un espacio con producto interno y A es un subconjunto de V, entonces decimos que
o Aesortogonal si para cada par x, y € A de elementos distintos se tiene que x L y,y que
o Aesortonormal si es ortogonal y ademds | x| = 1 para cada x € A.

7.3.5. Hay una relacion muy ftil entre la ortogonalidad y la independencia lineal:

Proposicion. Sea V un espacio con producto interno y sea A un subconjunto de V.
(i) Si Aesortogonaly 0 ¢ A, entonces A es linealmente independiente.
(i) Si A es ortonormal y si x = ApXxy + -+ + ApXy, cON X1, ..., X, € A distintos dos a dos
Y AL ..., A €k, entonces Aj = (x, x;) para todo j € [n].
(iii) Si A es ortonormal, entonces para cada x € (A) el conjunto Ay = {y € A: (x, y) # 0} es finito,
yvalequex =3 ca (X, 7).

Demostracion. (i) Sean n > 1, sean xy, ..., X, € A distintos dos a dos y sean Ay, ..., A, € k tales que
>, Aix; =0.Sij e [n], entonces

n
(0,xj) = (Z)t xl,x]> Z/\, Xi» Xj).
i=1
Como A es ortogonal, en esta tltima suma el tnico término que puede ser no nulo es aquél en

el que i es igual a j, asi que tenemos que Aj(aj, a;j) = 0. Como 0 ¢ A, es (a;j,a;) # 0y entonces
Aj = 0. Esto vale para cada j € [n], asi que podemos concluir que A es linealmente independiente.
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(ii) Si j € [n], entonces

(x, xJ (ZA x,,x]> zn:/ll x,,x]
i=1

Como A es ortonormal, el Gnico término de esta suma que es posiblemente no nulo es el que
tiene i igual a j, que es igual a Aj(x;, x;) = A;. Esto prueba lo que queremos.

(iii) Sea x € (A), de manera que existen n > 0, x1, ..., X, € Ay Ay, ..., A, € k tales que
x = Y%, Aix;, y supongamos, sin pérdida de generalidad, que A; # 0 para cada i € [n].

Si y € A, entonces (x, y) = X, Ai(x;, y). Como A es ortonormal, esta suma tiene todos sus
términos nulos si y ¢ {x1,...,x,}. Asi, vemos que A, es un subconjunto de {xj,...,x,} y;, en
particular, que es finito. Para terminar, es suficiente con mostrar que A; = (x, x;) paracada i € [n]:
esto es consecuencia inmediata de la afirmacion (ii). O

7.3.6. Corolario. Sea V' un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita n, y supon-
gamos que B = {x1,...,x,} es una base ortonormal de V. Para cada x € V es

><
.M=

I
—

(x, xi)x;.

Demostracion. Esto es un caso particular de la tercera parte de la Proposicion 7.3.5(iii). ]
7.3.7. Es facil construir conjuntos ortonormales:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sin >1y x, ..., X, son n vectores
de V tal que el conjunto {xi, ..., x,} tiene n elementos y es linealmente independiente, entonces hay
vectores y, ..., yn en 'V tales que

o el conjunto {y1,..., yn} es ortonormal,
e paratodo i € [n] se tiene que (x1,...,Xi) = (V1> .. -> Vi), ¥
o paratodo i € [n] es (x;, yi) > 0.
Estas condiciones determinan univocamente a los vectores yi, ..., Y.

Demostracién. Probemos la existencia haciendo induccion con respecto a 7.

Supongamos primero que # = 1. Como {x; } es linealmente independiente, es x; # 0 y entonces
|x1] # 0: podemos considerar entonces el vector y; = x;1/|x1|. Es inmediato que |y =1, de
manera que { y;} es un conjunto ortonormal, que (x;) = (1) y que (x1, y1) > 0. La afirmaci6én de
la proposicion es por lo tanto cierta en este caso.

Supongamos ahora que 7 > 1. Como {xy, ..., x,—1} es linealmente independiente y tiene n — 1
elementos, podemos suponer inductivamente que hay un conjunto ortonormal {y, ..., yn-1}
tal que paracadai € [n—1] es (x1,...,x;i) = (y1,...,yi). Sea

n-1

In=%Xn - Z(%a)’i)}’i-

i=1

172



Si fuese y,, = 0, tendriamos que

n-1
Xn = 2 (% Yi)yi € (V1o Yua1) = (X5 Xnm1)s
i=1

lo que es imposible, ya que {vy,...,v,} eslinealmente independiente. Podemos entonces conside-
rar el vector y, = 7,/||¥n|> que tiene norma unitaria. Si j € [n — 1], entonces

|51 yms 3} = zxn,yl Yis3j) = (s 1) - St i (i 2)
i=1

= (xn’)ﬁ) <xn’)’j> =

y esto, junto con el hecho de que {y1, ..., y,-1} es un conjunto ortonormal, implica que el conjunto
{¥1,. > ¥n-1, yun} s ortonormal. Como es claro que

<x1,...,xn) = (yl,---)yn))

esto completa la induccion.
HAcER: Unicidad. O

7.3.8. La demostracion que dimos de la Proposicion 7.3.7 nos da un procedimiento efectivo para
obtener conjuntos ortonormales, llamado procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt,
por Jorgen Pedersen Gram (1850-1916, Dinamarca) y Erhard Schmidt (1876-1959, Alemania).
Empezando con n vectores xj, ..., X, linealmente independientes calculamos, en orden,

J1=x, =/l
J2 = x2 = (x2, 1)y, y2 = 72/ |72,
3 = x3 = (x3, y1)y1 = (%3, y2) 2, y3 =33/,
Fn = xn = (Xn> y1)y1 = (Xn> y2)y2 = = (%> Y1) Y1 Yn = Jnl|Fnl-
Al terminar, el conjunto {y,..., ¥y, } es ortonormal y genera el mismo espacio que {x, ..., X, }.

7.3.9. Ejemplos.
(a) Consideremos al espacio vectorial k* dotado de su producto interno estindar y los tres

vectores

X1 = (1, 1,0), Xy = (2 2 2) X3 = (0,1,1)
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(b)

Siguiendo el procedimiento de ortogonalizacion descripto arriba, encontramos:

n=x/lul=(7 50,

2 = x2 = (%2, y1)y1 = (0,0,2),

y2 = 72/ y2 = (0,0,1),

3= x5 = {x, = (x5, 2)p2 = (=3, 3, 0),

y3 = 3/llysll = (—%’ %,0).
El conjunto {(%, %, 0),(0,0,1), (—%, %, 0)} es entonces ortonormal y genera el mismo
subespacio que {x, X2, x3}.

Sea ahora R[ X] el espacio vectorial real de los polinomios con coeficientes en R y considere-
mos sobre él el producto interno (—, —) : R[X] x R[X] — R tal que

(p-q) = % /_1f(t)g(t)\/1—t2dt

para cada p, g € R[X]; observemos que esto es un caso particular de la construccion hecha

en el Ejemplo 7.1.4(c) con I = [-1,1] yw : t € I = 2/1~- 2 € R. Un calculo directo muestra

s
que si realizamos el procedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt empezando con

los polinomios
L, X, X3 X3, x4
obtenemos los polinomios
1, 2X, 4X*-1, 8X°-4X, 16X*-12X*+1, 32X°-32X° +6X,

Estos polinomios son precisamente los polinomios de Chebyshev que encontramos en el
Ejemplo 5.3.10(b) del Capitulo 5. Probemos esto.
Para cada n € Ny sea U, el n-ésimo polinomios de Chebyshev, de manera que

Up=1, U =2X (7)

Up =2XUp_g = Up_zsin>2. (8)
Si n, m € Ny, entonces
7,1
(Un Un) = = L Un(£)Un (£))V1 = 2 dt. 9)

Como vimos en el Ejemplo 5.3.10(b), vale que si 6 € (0, ) es

sin(n+1)0

Uy(cosB) = e
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y entonces, poniendo ¢ = cos 6 en la integral (9), vemos que

{(Un, Um)

SHESIERESEN NN

/ﬂUn(cos 0)U,,(cos 8)sin*6d6
0
/ﬂsin(n+1)9~sin(m+1)6d6
0
/A l 1
fcos(n—m)@d@——f cos(n+m+2)0do (10)
0 7 Jo

Ahora bien, es facil ver que para cada k € 7Z se tiene que

s m, sik=0;
f cosk@dB:{
0

0, en caso contrario;
y usando esto en (10) concluimos inmediatamente que

1, sin=m;

(U, Um) = { .
0, en caso contrario.
Esto prueba que el conjunto {U, : n € Ny} es ortonormal.
Por otro lado, una demostracién inductiva a partir de (7) y (8) muestra inmediatamente
que para todo n € Ny el grado de U, es n 'y que el coeficiente de X" en U, es 2". HACER:
Terminar.

<&

7.3.10. La consecuencia mas importante de la Proposicion 7.3.7 es la siguiente:
Corolario. Un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita tiene una base ortonormal.

Demostraciéon. Si V es un espacio vectorial con producto interno y de dimensidn finita y % es una
base de V, la proposicion nos da un conjunto ortonormal %’ con la misma cantidad de elementos
que Ay que, entre otras cosas, tiene la propiedad de que (') = (#) = V. Esto implica que B’ es
una base de V. Como %’ es ortonormal, esto prueba el corolario. O

7.3.11. Vimos como un producto interno nos permite «medir» la distancia entre dos elementos de
un espacio vectorial. Extendemos ahora esa idea para poder hablar de la distancia de un punto a
un conjunto. Si V es un espacio vectorial con producto interno, S un subconjunto no vacio de V'y
x € V,ladistancia de x a S es el nimero

d(x,S) =inf{d(x,y):yeS}.

Observemos que esta definicién tiene sentido, ya que el subconjunto {d(x,y) : y € S} de R no es
vacio y esta acotado inferiormente por 0, asi que posee un infimo.

7.3.12. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno, sea S un subespacio de dimen-
sion finitade V yseax € V. Si B ={y1,..., yn} es una base ortonormal de S y
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entonces
(i) x—x5 LS,
(ii) d(x,8) = d(x,xs), y
(iii) d(x,xs) <d(x,y) paratodoy e S~ {xs}.

Esta proposicion nos dice que el vector xs es un punto de S tal que d(x, S) = d(x,xs) y que
es, mds audn, el Gnico con esa propiedad.

Demostracién. (i) Sea y € S. Como A es una base ortonormal de S, es y = X7, (y, i) yi y entonces

n n
(x = x5, y) = (x = D2 (%, ¥)yj» 2 A p> yi)yi)
j=1 i=1

(x, )’J )’J Vi)
i=1

M=

(3, yiX{x, yi)

1 1

I
M= I
M= EM=

o yid(x i) = 2% yidy, 3j) = 0.

1

Il
—

.

Il
—

Vemos asi que x — xg L S.
(if) Como xs € S, es claro que d(x, S) < d(x, xs). Si, por otro lado, es y € S, tenemos que

d(x,y)* = |x-y|*
= ||(x = xs) + (x5 = )|
¥, como x — xg L xg — y porque xs — y € S, esto es

2 2
= [ =xs [+ [xs = ¥l

> |x - x|,

de manera que d(x, y) > d(x, xg). Vemos asi que d(x, S) > d(x, xg).
(iii) Si y € S \ {xs}, entonces d(xs, y) > 0y, como recién,

d(x,y)2 = d(x,xs)2 + d(xs,y)2 > d(x,xg)z,

asi que d(x, y) > d(x, xs). O

§4. Complementos ortogonales

7.4.1. Si V es un espacio vectorial con producto interno y S es un subconjunto arbitrario de V, el
complemento ortogonal de S es el subconjunto

St ={xeV:x 1lsparatodoseS}.
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7.4.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Si 'S esun subconjunto de V, entonces S* es un subespacio de V.
(ii) Se tiene que 0+ =V y V+ =0.
(iii) Si Sy T son subconjuntosde V y S ¢ T, entonces T+ € S*.
(iv) Si S es un subconjunto de V, entonces (S)* = S*.
(v) Si Sy T son subespacios de V, entonces (S+ T)* =St n T*.

Demostracién. (i) Sean x, y € Sty a, b e k. Paracadas € S, es
(ax +by,s) = a(x,s) +b(y,s) =0,

porque ambos términos se anulan. Esto nos dice que ax + by € S*. Como S* no es vacio, ya que
contiene a 0, se trata de un subespacio de V.

(ii) Todo vector es ortogonal a 0, asi que V € 0*. La primera igualdad es entonces inmediata.
Por otro lado, si x € V*, entonces (x, y) = 0 para todo y € V y la Proposicién 7.1.5 nos dice que
x = 0. Como por supuesto 0 € V*, esto prueba la segunda igualdad del enunciado.

(iii) Supongamos que S y T son subconjuntos de V' y que S ¢ T. Si y € T*, entonces para cada
s € Ssetiene que y 1 s, yaques € Ty, en consecuencia, x € S*. Asi, es T* € §*, como queremos.

(iv) Como S € (S), la parte (iii) implica que (S)* € S*. Sea, por otro lado, x € S* ysea y € (S).
Existen entonces n > 0, sy, ..., Sy € Sy Ay, ..., A, € k tales que y = 3.7, A;s; y, en consecuencia,

n n_
(x,y) = (x> disi) = > Aifx,81) = 0
i=1 i=1
porque x € S*. Esto muestra que S* € (S)*.
(v) Sean ahora Sy T dos subespacios de V. Como S y T estan contenidos en S + T, la parte (ii)
implicaque (S+T)* € Sty(S+T)* c T+, asique (S+T)* € S*nT*. Porotrolado, six € S*nT*
e y €S+ T,de manera que existen s € Sy t € T tales que y = s + ¢, entonces

(%, ) =(x,s+ 1) =(x,s) + (x, ) = 0.

Esto nos dice que x € (S + T)* y, en definitiva, que S* n T+ ¢ (S + T)". O

7.4.3. Si§ es un subconjunto de un espacio vectorial con producto interno, escribimos $**+ = (§*)*
y St = (§+4)*. Observemos que S*** coincide con (S*)**.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subconjunto de V, entonces
(i) SnStco,
(i) ScSs*,
(iii) S* =S+
Demostracién. (i) Six € SN S*, entonces (x,x) =0, yaquex € Syx € S*,y por lo tanto x = 0.
(ii) Sis € S, paracadat € S* ess 1 t. Esto dice que s € (S*)* = S+
(iii) Acabamos de probar que S € S**, asi que usando la Proposicion 7.4.2(iii) vemos que
Sttt = (§*)*t c §*. Por otro lado, segun la parte (ii), S* < (S§*)*+ = S*4+. O
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7.4.4. En la situacion de la Proposicion 7.4.3(ii), la inclusion es en general estricta. Vale la igualdad,
sin embargo, en un caso importante:

Proposicion. Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subespacio de V de
dimension finita, entonces V=S & S* y § = S**.

Demostracion. Sea x € V. De acuerdo a la Proposicion 7.3.12, existe xg € S tal que x — xg L S,
esto es, tal que x — x5 € S*. Entonces x = xg + (x — x5) € S+ S* y vemos que V = S + §*. Como
sabemos que § N S* = 0, esto implica que V = S & S*.

Para probar que S = S** basta mostrar, en vista de la Proposicion 7.4.3(ii), que S** € S. Sea
entonces x € S**. Como V = S @ S*, existen s € Sy t € S* tales que x = s + £. Como x € S**, es

0=(x,t)=(s+t,t)=(s,t) +(t,t) = (£, 1),
asique t =0y, porlotanto,x =s+t=s¢€S. U

7.4.5. Corolario. Sea V' un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita. Si S € V es
un subespacio, entonces

dimV =dimS +dim S*.
Demostracién. Esto es consecuencia de que, de acuerdo a la proposicién, V = S & S*. O

7.4.6. Ejemplo. Demos un ejemplo de una situacion en la que la inclusion de la Proposicion 7.4.3(ii)
es propia. Sea ¢, el conjunto de todas las sucesiones (x;);>; de elementos de k tales que la serie
ijl|xi|2 converge a un numero finito. Esto es un subconjunto del espacio vectorial complejo de
todas las sucesiones (x;)i»1 v, de hecho, se trata de un subespacio: es inmediato que si & € €,y
A € C se tiene que A& € €,, asi que bastard que mostremos que ¢, es cerrado para la suma.

Sean & = (x;)i>1 Y { = (yi)is1 dos elementos de £, y consideremos los niimeros a = 22 |x;|*
yb =Yy’ Si N €N, entonces los vectores x = (x1,...,xx) € y = (J1,- .., YN ) pertenecen
ak! yla desigualdad triangular de la norma asociada al producto interno estindar de k™ implica
que
2

N 2 2 2 N 2 N 2
Pl il =[x+ 1P < (x| + 1y1)" = [\ Zbel™ + | 2lyil
i=1 i=1

i=1
2

S( §|x,-|2+ §|y,~|2) :(\/E+\/E)2.

Esto nos dice que las sumas parciales de la serie Y% |x; + i[>, que tiene términos no negativos,
estan acotadas y, por lo tanto, que esta serie converge: vemos asi que & + { es un elemento de ¢,
como queriamos.

Mostremos ahora que

o0
si& = (xi)is1, ( = (yi)iz1 € €2, entonces la serie Y. x;y; converge absolutamente. (11)
i=1
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Sean para ello & = (xi);51 y { = (¥;)is1 dos elementos de ¢,. De manera similar a lo que hicimos

ynl)
de kN. La desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz para el producto interno estandar

N N 12,y 0o 1/2 / oo 1/2
z|xiﬁ|=|<x,y>msuxukN-||yukN=(z|xi|) (zw) s(zw) (zw)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

y por lo tanto las sumas parciales de la serie Y72, |x;y;| estan acotadas. Esto implica que esa serie

recién, consideremos un entero N € N y los vectores x = (|x1,...,|xn]) e ¥y = (Inl>-- -,

de k¥ nos dice que

1/2

converge y que la serie )72, x;y; converge absolutamente, como afirma (11).
Ahora, en vista de (11), hay una funcién (-, —) : €, x €, - k tal que

<£> () = Z;xi)Ti

cada vez que & = (xi)i>1 Y { = (yi)i»1 estan en &5, y es facil verificar que se trata de un producto
interno sobre £,.

Sea S el subconjunto de ¢, de las sucesiones & = (x;);>1 que tienen un numero finito de
componentes no nulas; se trata, de hecho, de un subespacio. Afirmamos que S* = 0. En efecto,
supongamos que { = (y;);>1 es un elemento de S*: para cada j € N, la sucesion e = (e;);s; tal que
ej=1ye; =0sii# jesclaramente un elemento de S y se tiene que y; = ({, e) = 0.

SJ.J.

Por supuesto, de esto se sigue que = ¢, y, en consecuencia, que S ¢ S**. O

§5. Proyectores ortogonales

7.5.1. Si V es un espacio vectorial, decimos que un endomorfismo p : V. — V de V es un proyector
si p? =p.
Lema. Sea V un espacio vectorial. Si p : V — V es un proyector, entonces

(i) un vector x € V estd en la imagen de p si y solamente si x = p(x), y
(ii) hay una descomposicién V = Im(p) & Nu(p).

Demostracion. Sea p: V — V un proyector.
(i) Si x estd en la imagen de p, de manera que existe y € V tal que p(y) = x, entonces
p(x) = p*(x) = p(y) = x. Reciprocamente, es evidente que si p(x) = x entonces x esta en Im(p).

(ii) Si x € V, entonces p(x — p(x)) = p(x) — p*(x) = 0, asi que x — p(x) € Nu(p) y
x = p(x) + (x = p(x)) € Im(p) + Nu(p).

Vemos asi que V = Im(p) + Nu(p). Esta suma es directa: si x € Im(p) n Nu(p), entonces como
x € Im(p) la primera parte nos dice que x = p(x) y, como x € Nu(p), esto implica que x =0. [J
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7.5.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial y sea S un subespacio de V.
(i) Si T es un complemento de S en V, entonces hay un unico proyector p : V. — V tal que
Im(p) =SyNu(p) =T.
(ii) Hay un proyector p: V. — V que tiene a S por imagen si y solamente si S posee un comple-
mento T en V.

Demostracion. (i) Supongamos que T es un complemento de S en V, de maneraque V=So T.
Hay una funciéon p: V — Vtalquesix € Vyse Syt € T son tales que x = s+ entonces p(x) = s:
esto es consecuencia de que la suma es directa, con lo que esos vectores s y t estan univocamente
determinados por x. Mostremos que p es un proyector de V que satisface las condiciones del
enunciado:

o Seanxe yvectoresde Vya,bek.Sis;,s; €Syt tp € Tsontalesquex =sj+t ey =s,+13,
entonces p(x) = s1, p(¥) = 52y, como

ax + by = (as; + bsy) + (at; + bty)

conas;+bs;eSyat;+bt;eT,

plax +by) =as;+ bsy = ap(x) +bp(y).

Esto nos dice que p es una funcion lineal.

o Six e Vylosvectoress e Syte T son tales que x = s + £, entonces p(x) = s € S: esto nos
dice que Im(p) € S. Por otro lado, si s € S, entonces es claro que p(s) = sy, por lo tanto,
que S € Im(p). Vemos asi que Im(p) = Sy que p* = p, de manera que p es un proyector.

o Por otro lado, si x € V es un elemento de Nu(p) ys € Syt € T son tales que x = s + ¢,
entonces 0 = p(x) = s: esto implica que x = t € Ty, en consecuencia, que Nu(p) ¢ T.
Reciprocamente, si t € T entonces de la definiciéon de p se siguen inmediatamente que
p(t) = 0. En definitiva, tenemos que Nu(p) = T.

Supongamos ahora que g : V — V es otro proyector tal que Im(q) = SyNu(g) =T.Seax € V
yseans € Syt e T tales que x = s + t. Como s € Im(q), de la Proposicion 7.5.1(i) sabemos que
s = q(s); por otro lado, como t € Nu(q), tenemos que q(t) = 0. Se sigue de esto, entonces, que
q(x) =q(s) +q(t) =s=p(s). Asi, es g = p y esto prueba la unicidad que afirma la proposicion.

(ii) Si hay un proyector p : V. — V que tiene a S por imagen, entonces de la Proposicion 7.5.1(ii)
se sigue que el nucleo Nu(p) es un complemento para S. Reciprocamente, la parte (i) que acabamos
de probar nos dice que si S posee un complemento, entonces existe un proyector p: V. — V que
tiene a S por imagen. O

7.5.3. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si p : V. — V es un proyector tal que
Im(p) L Nu(p), entonces decimos que p es un proyector ortogonal.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Sip:V — V esun proyector ortogonal, entonces Im(p)* = Nu(p) y Nu(p)* = Im(p).
(i) Si S es un subespacio de V y existe un proyector ortogonal p : V. — V cuya imagen es S,
entonces S** =Sy V=S S
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Demostracién. (i) Como p es un proyector ortogonal, tenemos que Im(p) L Nu(p) y entonces
Im(p) € Nu(p)* yNu(p) c Im(p)*. Veamos que valen las igualdades.

Como p es un proyector, sabemos que V = Im(p) & Nu(p). Sea x € Nu(p)* ysean y € Im(p)
y z € Nu(p) tales que x = y + z. Entonces

0=(x.2) = {y+2.2) = (5n2) + (.2)

y el primer sumando se anula porque Im(p) L Nu(p). Asi, es (z,z) = 0, de maneraquez =0y
x = y € Im(p). Concluimos de esta forma que Nu(p)* < Im(p). De manera enteramente similar
puede verse que Im(p)* € Nu(p).

(i) Si p: V — V es un proyector ortogonal con S = Im(p), la primera parte de la proposicién
nos dice que S* = Im(p)* = Nu(p) y que entonces S** = Nu(p)* = Im(p) = S. Por otro lado,
como p es un proyector tenemos que V = Im(p) ®Nu(p), y todo esto prueba lo que queremos. [J

7.5.4. En vista de la Proposicion 7.5.3(ii) y el Ejemplo 7.4.6, no todo subespacio de un espacio
vectorial con producto interno es la imagen de un proyector ortogonal. La siguiente proposicion
nos dice que eso puede ocurrir solamente si el subespacio tiene dimension infinita:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subespacio de V de
dimension finita, entonces V = S @ S* y existe exactamente un proyector ortogonal p : V. — V tal
que Im(p) = S. Mds ain, vale que Nu(p) = S* y, si B = {x1,...,xu} es una base ortonormal de S
con n elementos, que para cada x € V se tiene que

p(x) = i(x, xi)xi.

Demostracién. Sea S un subespacio de V de dimensién finita ny sea = {x, ..., x, } una base
de S. La funcién p: V — V tal que p(x) = X7, (x, x;)x; para todo x € V es claramente linear y,
de acuerdo a la Proposicion 7.3.12, se tiene que x — p(x) € S* paratodo x € V.

Si x € Nu(p), entonces x = x — p(x) € S* vy, reciprocamente, si x € S*, de manera que en
particular (x,x;) = 0 para cada i € [n], entonces p(x) = X7, (x, x;)x; = 0. Asi, es Nu(p) = S*.
De la definicién de p es claro que Im(p) < S. Por otro lado, si x € S, entonces el Corolario 7.3.6
nos dice que x = Y7, (x, x;)x; porque Z es una base ortonormal de S y, como consecuencia de
esto, que x = p(x) € Im(p). Luego Im(p) = Sy p* = p, como queriamos. O

7.5.5. Hay una relacién muy estrecha entre los proyectores ortogonales de un espacio vectorial
con producto interno y sus subespacios. Un ejemplo de esto es el siguiente resultado:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sean p, q : V. — V dos proyectores
ortogonales.
(i) Es poq=0siysolamentesi Im(p) L Im(q).
(ii) Es poq = p siysolamentesiqo p = p yesto ocurre si y solamente si Im(p) < Im(q).
(iif) Es poq = po p siysolamente p o q es un proyector ortogonal, y en ese caso se tiene que

Im(pegq) =Im(p)nim(q).
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Demostracion. Observemos primero que
si p: 'V — V es un proyector ortogonal y x, y € V, entonces (p(x), y) = (x, p(»)). (12)
Enefecto,six =s+tey=s"+tcons,s" elm(p)yt, t' € Nu(p), entonces
(p(x), ) = (s;s"+t) = (s,s) = (s + 1,5') = (x, p(»))-
(i) Supongamos que po g =0.Six € Im(p) e y € Im(q), entonces g(y) = yy

p(y) =p(q(y)) =0,

de manera que y € Nu(p) = Im(p)*: esto implica que x 1 y y muestra que Im(p) L Im(q).

Para probar la implicacién reciproca, supongamos que Im(p) L Im(g) y sea x € V. Como
g(x) €Im(q) < Im(p)* = Nu(p), tenemos que p(g(x)) = 0. Vemos asi que p o g = 0.

(ii) Probemos la equivalencia de las tres condiciones del enunciado.

« Supongamos que p o g = p. Si x € V, entonces usando (12) vemos que para todo y € V vale
que

{a(p(x)), y) = {p(x),a(»)) = {x. p(q(¥))) = {x, p(¥)) = (p(x), »)

y, por lo tanto, que g(p(x)) = p(x): esto nos dice que go p = p.
« De manera similar, si g o p = p, entonces para cada x e y en V se tiene que

(p(q(x)), y) = (q(x), p(y)) = (x,q(p(»))) = (x, p(¥)) = {p(x), )

asi que p(q(x)) = p(x) y, en definitiva, p o g = p.

« Sigo p=pentonces claramente Im(p) € Im(q).

o Reciprocamente, si Im(p) ¢ Im(q), entonces para cada x € V es p(x) € Im(q), asi que
q(p(x)) = p(x): esto significa quer g o p = p.

(iii) Supongamos primero que p o g = g o p. Tenemos entonces que

(poq)’=poqopop=popogoq=pogq,

asi que r = p o g es un proyector. Como Im(r) = Im(pog) € Im(p) elm(r) =Im(gop) cIm(q),
es claro que Im(r) € Im(p) nIm(q). Reciprocamente, si x € Im(p) NnIm(q), entonces sabemos
que p(x) = x y que g(x) = x, asi que x = p(x) = p(q(x)) = r(x) € Im(r). Esto prueba que
Im(r) =Im(p) nIm(q).

Supongamos ahora que la composicién r = p o g es un proyector ortogonal. Si x € V, entonces
para cada y € V vale que

(4(p(x)), 7) = (p(x), q(¥)) = {x, p(a(P))) = {x, 7(9)) = (r(x), ) = {p(q(x)), »)

y esto nos dice que g o p = p o q. Esto muestra que la condicion del enunciado es suficiente. [
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§6. El teorema de representacion de Riesz

7.6.1. Lema. Sea V un espacio vectorial con producto interno y para cada y € V sea la funcion
¢y:xeVis(x,y) ek

(i) Para cada y € V, la funcién ¢, es lineal, de manera que ¢, € V*.
(if) La funcion @ : y € V = ¢, € V* es sesquilineal, de manera que para cada y, y' € V y cada
a € k se tiene que

Pyey = by + by baay = ady,
e inyectiva.

Demostracién. (i)Seaye V.Six,x eV y a, b € k, entonces

¢y(ax + bx") = (ax + bx', y) = a{x, y) + b(x', y) = ady(x) + bgby(x’),

asi que la funcion ¢,, es lineal.
(ii) Sean y, y' € V. Paracada y € V, es

By (%) = (x5, 7+ ') = (3, 7) + (%, 5") = ¢y (%) + 6y (%) = (6 + $y) (%),

asi que ¢y, = ¢y + ¢,r. De manera similar, si y € V' y a € k, para cada x € V se tiene que

Pay(x) = (y,ay) =a(x, y) =agy(x) = (E‘/’y)(x)>

de manera que ¢4, = a¢,. Esto prueba que la funcién @ es sesquilineal.
Finalmente, si y, ' € V son tales que ®(y) = ®(y’), entonces para cada x € V se tiene que

(%, =5") = (x5 7) = (%)) = ©(y)(x) - D(y)(x) = 0,
y entonces y — y' = 0, esto es, y = y'. Vemos asi que la funcién @ es inyectiva. U

7.6.2. El siguiente resultado es el teorema de representacién de Riesz, por Frigyes Riesz (1880-1956,
Hungria), quien probd un resultado mas general para espacios de Hilbert:

Teorema. Sea V' un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita. Si f € V*, entonces
existe un tinico vector xy € V tal que ¢x; = X, esto es, tal que para todo x € V se tiene que

f(x) = {x,x5). (13)
Demostracién. Sea nla dimensién de V, sea # = {xy, ..., x,} una base ortonormal de V' y sea
n
Xf = Zf(xi)xi.
i=1

Six e V,entonces x = Y. (x,x;)x; ¥

)= (S0 m) = 3303005 = (337G = G

i=1 i=1




Esto nos dice que x satisface la condicion (13).
Por otro lado, si xj’, € V es otro vector que la satisface, entonces para todo x € V se tiene que

(.7 = x}) = (%, 7) = (. 27) = f(3) = f(x) = .
Esto es solo posible si xf = x}. O

7.6.3. Corolario. La funcion ® : V. — V™ del Lema 7.6.1(ii) es una biyeccion.

Demostracion. En efecto, el Teorema 7.6.2 nos dice que es sobreyectiva y ese lema nos dice que es
inyectiva. D

7.6.4. Ejemplo. En general, si V' es un espacio vectorial con producto internoy f : V — k es lineal,
no existe un vector y € V tal que f(x) = (x, y) para todo x € V. Sea, por ejemplo, k* el espacio
vectorial de las sucesiones (x;);> de elementos de k con casi todas las componentes nulas, dotado
del producto interno tal que si x = (x;)is1 € ¥ = (¥i)is1 €8
(x, ) = ) xi¥i.
i>1

Notemos que esto tiene sentido, ya que cualesquiera sean x e y en V la suma es finita. Para cada
n > 1sea e, el elemento de V que tiene todas sus componentes nulas salvo la n-ésima, que es
igual a 1, y consideremos la funcion lineal f: V — k tal que f(x) = ;51 xi six = (x;)is1 € V. Si
hubiera un vector y = (y;)i»1 € V tal que f(x) = (x, y) para todo x € V, tendriamos en particular
que para todo n > 1seria y, = (en, y) = f(en) = 1, 1o que es absurdo. O

§7. Funciones adjuntas

7.7.1. Sean V' 'y W espacios vectoriales con producto interno y sea f : V. — W una funcién lineal.
Decimos que una funcion lineal g : W — V es adjunta a f si paratodo x € Vytodo y € W se
tiene que

(f(x) yhw = (. 8y

Lema. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno. Una funcion lineal f : V. — W posee
a lo sumo una funcion lineal adjunta.

En vista de este lema, si una funcién lineal f : V - W tiene una funcion adjunta, tiene una
sola: podemos en ese caso denotarla sin ambigiiedad f*.

Demostracién. Supongamos que g, ¢’ : W — V son funciones lineales adjuntas a f. Si y € W,
entonces para todo x € W se tiene que

(x,8(0) =& M)y = (x:8()y = (.8 M)y = (f(x), yhw = (f(), yhy =0,
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asi que g(y) = g'(»)- Esto nos dice que g = ¢’ O

7.7.2. Ejemplos.
(a) SiV esun espacio vectorial con producto interno y A € k es un escalar, entonces la funciéon
lineal Aidy : V — V posee una adjunta, que es Aidy : V — V.
(b) Sea V = CZ(RR) el espacio vectorial de todas las funciones infinitamente diferenciables
R — k que tienen soporte compacto, dotado del producto interno (-, —) tal que

(fog)= [ F0g(dx

para cada f, g € V; notemos que esta integral tiene sentido, porque el soporte de fg es
compacto y la funcién es alli continua. Si f € V, entonces también f’ € V, asi que podemos
considerar la funcion lineal

D:feVe fleV.

Si f, g € V, entonces la formula de integracion por partes nos dice que

(Df.g)= [ 1'(x)g()dx =~ [ f(x)g(x)dx = {f,~Dg),
y esto significa que D posee una funcién adjunta y que D* = —D. &

7.7.3. Ejemplo. En general, un endomorfismo de un espacio vectorial con producto interno no
tiene una funcién adjunta. Para dar un ejemplo, sea V' = k* el espacio vectorial de las sucesiones
(xi)i»1 de elementos de k con casi todas las componentes nulas, con el producto interno tal que si

x=(xi)is1ey=(yi)is1 €
(x,y) = > xiyi.

i>1

Notemos que esto tiene sentido, ya que cualesquiera sean x e y en V la suma es finita. Para cada
n € N escribimos e, al elemento de V que tiene todas sus componentes nulas salvo la n-ésima,
que es igual a 1, y consideramos la funcién lineal L : V — k tal que si x = (x;);>1 es un elemento
de V entonces

L(x) =) xi.

i>1

Supongamos que L posee una funcién adjunta L* : k — V, de manera que, en particular, si
escribimos L* (1) = (u;);s1, s

1=(L(en),1) = (en, L7 (1)) = u;

para cada i > 1: esto es absurdo, porque nos dice que fodas las componentes de L* (1) € k* son no
nulas. Este ejemplo estd en evidente relacion con el Ejemplo 7.6.4 visto arriba. O
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7.7.4. Proposicion. Sean V y W dos espacios vectoriales con producto interno.
(i) Sif, g: V. — W son funciones lineales que poseen funciones adjuntas, entonces para cada
a, b ek la funcién lineal af + bg : V. — W posee funcién adjunta y, de hecho, se tiene que

(af +bg)” :Ef*+5g*.

(i) Si f : V - W es una funcion lineal que posee una funcion adjunta, entonces f* también
posee una funcién adjunta y

() =1
Demostracion. (i) Six € V e y € W, entonces
((af +bg)(x), y) = (af(x) +bf(x), y) = a({f(x),y) + b{g(x), )
=alx, f* (1) + bl g" (1) = (x.af (») +bg" ()
=(x,(@f +bg") ().

Esto significa que la funcién lineal @ f* + b g* : V — W es adjuntaa af + gb.
(ii) Six € V e y € W, tenemos que

(f7(x)p) = () = {(f () %) = (%, f (),
y esto nos diceque f : V — Wesadjuntaa f*: W — V,estoes, que (f*)* = f. O

7.7.5. Proposicion.
(i) Si V es un espacio con producto interno, entonces la funcion identidad idy : V. — V posee
funcién adjunta y

(idy)* = idy.

(it) Si V, W y U son espacios vectoriales con producto internoy f : V- Wy g: W — U son
funciones lineales que poseen funciones adjuntas, entonces la composicion go f : V.— U posee
funcion adjunta y

(gof) =f"eg"

Demostracion. Para ver la primera parte, es suficiente notar que si x e y son elementos de V' se
tiene que

(idv(x),y) = (x, ) = (x,idv(y)),

asi que (idy)* = idy. Por otro lado, si f : V - Wy ¢: W — U son funciones lineales que poseen
funciones adjuntas, entonces para cada x € V y cada y € U se tiene que

((gof)(x),7) = {g(f(x)), y) = {f(x), & (1)) = {x. [ (& (P))) = (%, (f 2 g")(¥))-

Esto significa que g o f tiene como funcién adjuntaa f* o g*. O
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7.7.6. Teorema. Sean V' y W espacios vectoriales con producto interno. Si V tiene dimension finita,
entonces Toda funcion lineal f : V. — W posee una funcion adjunta f*: W — V.

Demostracion. Si y € V,la funcion

Yyrxe Ve (f(x), y)w ek

es lineal, asi que el Teorema 7.6.2 nos dice que existe un unico un vector f*(y) € V conla propiedad
de que paratodo x € Ves y,(x) = (x, f*(y))y> esto es, paratodo y € V es

(f) by = (6 (D)w-

De esta forma tenemos definida una funcion f* : W — V que satisface la identidad deseada. Para
terminar la prueba del teorema resta inicamente mostrar que f* es lineal.
Sean y, y' € W. Para todo x € V se tiene que

(x5, [+ Y0y = (G y+y)w = () 2w + (F(2), ) )w
= (5T ONw + 6 ONw =6 D)+ )ws
asique f*(y+5") = f*(») + f°(y'). Por otro lado, si y € W y A € k, para cada x € W tenemos
que
([ A))y = () Ay = (Af (), p)y = {(fAx) 2)y = O £ () y
= (A (D)

de manera que f*(Aw) = Af*(w). Concluimos que f* es lineal, como queriamos. O

7.7.7. Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno de dimensiones finita y
positivas m y n 'y sean B y B’ bases ordenadas ortonormales de V y de W, respectivamente. Si
f 'V > W es una funcién lineal, entonces la matriz de la funcién adjunta f* : W — V con respecto
a las bases B’ y B es

(1% = (150
Demostracién. Supongamos que las basesde V'yde Wson B = (x1,...,%m) Yy B = (V15> Vn)
yque [£1%, = (aij) e Mpm(k).Siie[m]yje[n], es

(f()sxi) = (xi £ (yj)) = (f (i), yj) = <§: ak,i)’k)%') = i ak,i{yk> ¥j) = aj,i

k=1 k=1

porque la base A’ es ortonormal y entonces (f*(y;), x;) = a;,;. De acuerdo al Corolario 7.3.6, se
sigue de esto que

m
)= a5
in1

y entonces la matriz de f* con respecto a las bases ' y % es (a;,;)ij> esto es, la matriz que se
obtiene de [ f ]g, transponiendo y conjugando, como afirma la proposicion. O
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7.7.8. Ejemplo. Es importante observar que la igualdad que afirma la Proposicion 7.7.7 no es cierta,
en general, si las bases consideradas no son ortonormales. Demos un ejemplo de esto.
Consideremos el espacio vectorial k?* dotado de su producto interno estdndar y la matriz
A=(31)eMy(k),ysea f:xek® > Ax e k® Si B = (ey, e2) es la base ordenada estdndar de k?,
entonces sabemos que [f]% = Ay, como % es de hecho una base ortonormal, que [f*]% = AF,
la matriz transpuesta de A. En cambio, si ponemos e}, = e; + e,, entonces B’ = (ej, e5) también es

una base ordenada de k2, se tiene que [f]%, = (9 1) mientras que [f*]%, = (71 9). O

7.7.9. Proposicion. Sean V' y W espacios vectoriales con producto interno y sea f : V. — W una
funcién lineal que posee adjunta. Entonces
(i) Nu(f*) =Im(f)",
(i) Im(f*) € Nu(f)", y
(iii) Im(f*)* < Nu(f*).
Si V tiene dimension ﬁnita, entonces se tiene ademds que

() Im(f*) =Nu(f)".

Demostracién. (i) Sea x € Nu(f*). Si y € Im(f), de manera que existe z € V tal que f(z) = y,
entonces (y, x) = (f(z),x) = (z, f*(x)) = 0. Esto nos dice que x € Im(f)". Reciprocamente,
six € Im(()f)*, se tiene que para todo y € Ves (y, f*(x)) = (f(y),x) = 0, asi que f*(x) = 0,
esto es, x € Nu(f*).

(ii) Sea x € Im(f*), de manera que existe y € V tal que x = f*(y). Para cada z € Nu(f) es
(z,x) = {2z, f*(y)) = {f(2),x) = 0, asi que x € Nu(f)": hemos probado que Im(f*) c Nu(f)*.

(i) Sea x € Im(f*)*. Si y € V, entonces {f(x), y) = (x, f*(»)) = 0, asi que f(x) = 0. Vemos
de esta forma que Im(f*)* c Nu(f*).

(iv) Si V tiene dimensidn finita, usando la Proposicion 7.4.2(iii) y la Proposicion 7.4.4 y las
partes (ii) y (iii) de esta proposicion, tenemos que Nu(f*)* € Im(f*)** = Im(f*). O

7.7.10. Ejemplo. La igualdad de la parte (iv) de la Proposicion 7.7.9 en general no vale. HACER. &

§8. Funciones lineales autoadjuntas

7.8.1. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si f : V — V es una funcién lineal que
posee adjunta f*, decimos que f es autoadjunta si f* = f. En otras palabras, la funcion lineal f
es autoadjunta si y solamente si para cada x, y € V si tiene que

(f(x), y) = (x, f(¥)).
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7.8.2. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita y sea
una base ortonormal de V. Una funcion lineal f : V — V es autoadjunta si y solamente si

[£1% = (1)~

En particular,
(i) sik =R, f es autoadjunta si y solamente si la matriz [ f7 es simétrica, y

(ii) sik = C, f es autoadjunta si y solamente si la matriz [ f]% es hermitiana.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la Proposicion 7.7.7 y de que dos transfor-
maciones lineales V' — V son iguales si y solamente si sus matrices con respecto a la base #
coinciden. O

7.8.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea p : V. — V un proyector.
Entonces p es ortogonal si y solamente si es autoadjunto.

Demostracion. Supongamos primero que el proyector p es ortogonal. Sean x, y € V. Como
V =Im(p) @ Nu(p), existen x’, y" € Im(p) yx”, y" € Nu(p) talesque x = x" +x" e y = y' + y"".
Mas atn, p(x) = x', p(y) = ¥y, como por hipétesis es Im(p) L Nu(p), es (x', y") = (x",y") = 0.
Usando todo esto, vemos que

(p(x), y) = (x5 + ") = (&) + (") = () = () + (7))
= (" +x"y") = (% p(3)).
Esto nos dice que p posee adjunta y que, de hecho, p* = p.
Supongamos ahora que p es autoadjunto. Sean x € Im(p) e y € Nu(p). Como p es autoadjunto,

(%, 7) = (p(x), y) = {x, p(y)) = 0.
Esto nos dice que x L y y, en definitiva, que Im(p) L Nu(p). O
7.8.4. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea f : V. — V una funcién
lineal autoadjunta.

(i) Todo autovalor de f es real.
(i) Six, y € V son autovectores de f correspondientes a autovalores distintos, entonces x L y.

Demostracion. (i) Sea A € k un autovalor y sea x € V un autovector de f de autovalor A. Entonces

Mo, x) = (Ax,x) = (f(x), %) = {x, f(x)) = (x, Ax) = Mx, x)

¥, como (x, x) # 0, esto implica que A = 1, esto es, que A € R.
(ii) Supongamos que x, y € V son autovectores de autovalores A, u € k, respectivamente, y
que A # u. De la parte (i) sabemos que A, u € R y entonces

M, y) = (Ax, p) = (f(x), y) = {x, f()) = {x, uy) = G{x, y) = p{x, y).

Vemos asi que (A — u)(v,w) =0y, como A # y, que (v, w) = 0. O
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7.8.5. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita. Una
funcién lineal f : V. — V que es autoadjunta posee un autovalor.

Demostracion. Sik = C, ya sabemos que todo endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién
finita tiene un autovalor, ya que el cuerpo C es algebraicamente cerrado. Nos queda entonces
solamente considerar el caso en que k = R.

Sea n = dim V, sea % una base ortonormal de V y sea A = [f]% € M,(R). Como f es
autoadjunta, la matriz A es simétrica. Consideremos el endomorfismo g : x € C" —» Ax € C"
del espacio vectorial complejo C” y sea #’ la base ordenada estandar de C". Si dotamos a C" de
su producto interno estandar, la base %’ es ortonormal, asi que, como [ g];% ' = A es una matriz
hermitiana (ya que es simétrica y real), la funcién g es autoadjunta y todos sus autovalores son
reales. Esto implica que el polinomio caracteristico y, de g tiene todas sus raices reales. Como
este polinomio coincide con el polinomio caracteristico y4 de Ay éste tltimo con el polinomio
caracteristico ys de f, vemos que s tiene sus raices en R: esto nos dice que f posee alglin
autovalor. O

7.8.6. Podemos ahora probar el resultado mas importante sobre las funciones lineales autoadjuntas:
son diagonalizables.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita. Si f : V - V
es una funcion lineal autoadjunta, existe una base ortonormal % cuyos elementos son autovectores
de f y, en particular, la matriz [ f7 es diagonal.

Demostracion. Hacemos induccién en dim V. Es claro que cuando dim V' = 0 no hay nada que
probar, asi que supongamos que dim V' > 0.

Sea f: V — V una funcion lineal autoadjunta. De acuerdo a la proposicién anterior, existe
un autovalor A € k y entonces existe x; € V \ 0 tal que f(x;) = Ax;. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ||x;| = 1; si ése no fuese el caso, podriamos simplemente reemplazar a x;
por el vector x;/| x| .

Sea W = (x;)*. Si x € W, entonces

(f(x),x) = (x, f(x1)) = (%, Ax) = Mx, ) = 0,

de manera que f(x) € W: esto nos dice que el subespacio W es f-invariante. Dotemos a W del
producto interno que se obtiene restringiendo el de V ysea fy : W — W larestriccionde fa W. Es
inmediato ver que fy es entonces un endomorfismo autoadjunto de W'y, comodim W = dim V -1,
inductivamente podemos suponer que hay una base ordenada ortonormal (x2,...,x,) de W
cuyos elementos son autovectores de fy. Por supuesto, se sigue inmediatamente de esto que
P = (x1,...,x,) es una base ordenada ortonormal de V' cuyos elementos son autovectores de f,
lo que prueba la proposicion. O

7.8.7. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimension finita y sea
f V. — V una funcioén lineal. La funcién f es autoadjunta si y solamente si existe una base
ordenada ortonormal % de V tal que la matriz [ f]7 es diagonal y real.
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Demostracion. La necesidad de la condicidn es consecuencia de la Proposicion 7.8.6 y de la
Proposicion 7.8.4(i). La suficiente, por su parte, sigue inmediatamente de la Proposicion 7.7.7. [

§9. Funciones lineales normales

7.9.1. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Una funcién lineal f : V' — V es normal
si posee adjunta f*y

fr=5f
Es claro quessi f : V — V es autoadjunta, de manera que f* = f, entonces f es normal: en ese

casoes f*f = f2 = ff*. La implicacién reciproca es falsa.

7.9.2. Ejemplo. Consideremos a R? dotado de su producto interno usual y sea % la base ordenada
estindar de R?. Sea a € Ry sea f : R? — R? la funcion lineal tal que

(1% - ( cos « sinoc)

—-sina cos«

Como & es una base ortonormal, sabemos que

1% _ Tz oS« —sina
Y= U= (G o),
dculo i di B[ 18 _ _ BT (%1 B .o .
y un calculo inmediato muestra que [f*]7[f]7 = I, = [f],[f"]}, la matriz identidad, de
manera que f*f = ff* =idy. Asi, f es normal cualquiera sea « € R. Es claro, por otro lado, que
f* # f siel nimero a no es un multiplo entero de 7. &

7.9.3. Proposicion. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sea f : V. — V una funcion
lineal normal y sean x € V' y A € k. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) x es un autovector para f de autovalor A.

(b) x es un autovector para f* de autovalor A.

Demostracion. Sea g = f — Aidy. Sabemos que g posee adjunta y que g* = f* — Aidy y, como f es
normal, es inmediato verificar que g es normal. Usando esto, tenemos que

lg(0)[* = (g(x), g(x)) = (2, g (g(x))) = (x. 8(¢" (x))) = (" (x), " (x)) = | " (x) |-

Esto nos dice que g(v) = 0'sii g*(v) = 0, es decir, que f(v) = Av si y solamente si f*(v) = v, que
es precisamente lo que afirma la proposicién. O
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7.9.4. Teorema. Sea V' un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimension finita. Si
f:V =V esuna funcién lineal normal, entonces existe una base ortonormal de V' cuyos elementos
son autovectores de f.

Demostracion. Hagamos induccion con respecto a la dimension de V, notando que si V = 0 no

hay nada que probar. Como C es algebraicamente cerrado, sabemos que existen A e Cyx € V

tales que x| =1y f(x) = Ax. De la Proposicién 7.9.3, entonces, vale también que f*(x) = Ax.
Sea W = (x)*. Si y € W, entonces y L x y tenemos que

(f()x)= (1 f () = (. Ax) = My, x) = 0

(f* (1), x) = {p, f(x)) = (. Ax) = Ay, x) = 0.
Vemos asi que el subespacio W es f-y f*-invariante y que, en particular, podemos considerar las
restricciones fw, (f*)w : W - W. Es inmediato verificar que fy posee una adjunta y que, de
hecho, (fw)* = (f*)w. Mas atn, la funcién fy es normal.
Como dim W = dim V - 1, podemos suponer que el teorema el cierto para fy y, entonces,

que existe una base ortonormal %’ de W formada por autovectores de fyy. Es claro entonces que
PB = {x} U esunabase ortonormal de V formada por autovectores de f. O

7.9.5. Corolario. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimension finita y
sea f : V. — V una transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcioén f es normal.

(b) Existe una base ortonormal % de V formada por autovectores de f.

Demostracion. La implicacion (a) = (b) es el contenido del Teorema 7.9.4. Veamos la reciproca.
Si % es una base ortonormal formada por autovectores de f, entonces la matriz [ f]% es diagonal

7
Z

y lo mismo es cierto de la matriz [ f*]% = ([f]%)t. Esto implica que estas dos matrices [f]7% y

[£*]% conmutan y, por lo tanto, que f y f* conmutan: en otras palabras, f es normal. O

7.9.6. Elsiguiente resultado es conocido como el Teorema espectral para transformaciones normales:

Proposicion. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimension finita y sea
f 'V = V una transformacion lineal normal. Sean A, ..., A, € C los autovalores distintos de f
y para cada i € [n] sea V; = Nu(f — Aiidy) y pi : V = V el proyector ortogonal de imagen V;.
Entonces:
(i) Sii, j € [n] son distintos, entonces V; L Vjy pip;j = 0.
(i) Hay una descomposicion en suma directa V=V, @ ---® V,,.
(iii) Setiene queidy = p1+-+puy f=hp1+ -+ Anpn.

Demostracion. Sii, j € [n] son distintos y x € V; N 0 e y € V; \ 0, entonces x e y son autovectores
de f de autovalores A; y A; y la Proposicién 7.9.3 nos dice que f*(y) = Ajy y que, en consecuencia,

Ai(x, y) = (dix, y) = (f(x), y) = (5 [ (9)) = (0 Ajy) = Aj{x, p). (14)
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Como A; # A}, esto implica que (x, y) = 0. Concluimos de esta forma que V; 1 V;y, usando la
Proposicién 7.5.5, que p; pj = 0. Mds aun, de acuerdo al Teorema 7.9.4, hay una base de autovectores
de V asi que, de hecho,es V = @7, Vi.

Six € V, entonces existen x; € V3, ..., x, € V, talesque x = x; + - + x,,. Si i, j € [n], se tiene
que

P'(x)— Xi, sii=j;
i\*j) = .
0, en caso contrario.

En efecto, en el primer caso esto es asi porque x; € V; y p; es el proyector ortogonal con imagen V;,
en el segundo porque x; € V; € V;* = Nu(() pi). Como consecuencia de esto se tiene que

(pr+-+pa)(x) = ZZP(xJ) Zp(xz) x

i=1 j=1
y
(Mp1+ -+ Aupn)(x) :ZZ)Llp (xj) = Z/\,p (xi) = Z)L X;
i=1 j=1 i=1
-3t = () < )
i=1
y esto implica que p; + -+ + p, = idy yque Ajp1 + -+ + Ay py = f. O

7.9.7. Lema. Sea V un espacio vectorial, sean A, ..., A, € k escalares y sean py, ..., pp: V. = V
proyectores ortogonales tales que Y.7_; p; = idy y pipj = 0 siempre que i, j € [n] son distintos. Si
f =", Xipi, entonces para cada h € k[ X] es

h(f) = ilhmpi.

Demostracion. Por linealidad, es suficiente probar la igualdad del enunciado para el caso particular
en que h = X" es un monomio y hacemos esto procediendo por induccién en r.

Cuando r = 0, de manera que & = 1, la igualdad (14) vale porque por hipdtesis es idy = >7; pi.
Por otro lado, si p = X"*1, entonces

h(f>=f“1=fff=(zv (S him) =2 S Adip,
j=1 i=1 j=1
y,como p;p;=0sii# j, estoes

:Z r+1 Z;h(/\)Pz

i=1

N

Esto completa la induccidn. d
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7.9.8. Proposicion. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimension finita
ysea f:V — V una funcion lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcioén f es normal.

(b) Existe un polinomio h € C[X] tal que f* = p(f).

Demostracién. (b) = (a) Si existe h € C[X] tal que f* = h(f), entonces

frof=h(f)ef=hX)(f)=(Xh)(f)=feoh(f)=fef

asi que f es normal.

(a) = (b) De acuerdo al Teorema 7.9.6, hay escalares Ay, ..., A, € C distintos dos a dos y
proyectores ortogonales py, ..., p, : V — V tales que p;p; = 0 cada vez que i, j € [#] son distintos.
Consideremos el polinomio

h(X)=> L]
i=1 1<j<n
j*i

X -1
C[x].
nox, S

Es inmediato verificar que h(A;) = A; para cada i € [n] y entonces, de acuerdo al Lema 7.9.7, se
tiene que

h(f) =2 h(Ai)pi =Y dipi.
i=1 i=1
Por otro lado, como los proyectores p; son ortogonales y, entonces, autoadjuntos, tenemos que
n * n o_
f= (2/11'171‘) = Aipis
i=1 i=1
Asi, vemos que h(f) = f*. O

7.9.9. Ejemplo. En el Teorema 7.9.4 la hipotesis de que el espacio vectorial sea complejo es impor-
tante. En efecto, la funcién lineal f : R* — R? construida en el Ejemplo 7.9.2 es normal cualquiera
sea « € R pero no tiene ningtin autovector si & no es un multiplo entero de 7. &
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