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Capítulo 1
Espaciosvectoriales

§1. Cuerpos

1.1.1. Un cuerpo es un conjunto k dotado de dos operaciones

+ ∶ k × k→ k, ⋅ ∶ k × k→ k,

a las que llamamos la suma y el producto de k, respectivamente, que satisfacen las siguientes
condiciones:

(K1) la suma es asociativa: (a + b) + c = a + (b + c) para cada a, b, c ∈ k;
(K2) la suma es conmutativa: a + b = b + a para cada a, b ∈ k;
(K3) hay un elemento neutro para la suma: existe un elemento 0 ∈ k tal que a + 0 = a

y 0 + a = a para todo a ∈ k;
(K4) todo elemento de k posee un opuesto aditivo: para todo a ∈ k existe un elemento

a′ ∈ k tal que a + a′ = 0 y a′ + a = 0;

(K5) el producto es asociativo: (a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c) para cada a, b, c ∈ k;
(K6) el producto es conmutativo: a ⋅ b = b ⋅ a para cada a, b ∈ k;
(K7) hay un elemento neutro para el producto: existe un elemento 1 ∈ k tal que a ⋅ 1 = a

y 1 ⋅ a = a para todo a ∈ k;
(K8) todo elemento de k distinto de 0 posee un inverso multiplicativo: para cada a ∈ k

distinto de 0, existe a′ ∈ k tal que a ⋅ a′ = 1 y a′ ⋅ a = 1;

(K9) el producto se distribuye sobre la suma: a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c para cada a, b, c ∈ k;
(K10) los elementos neutros de la suma y del producto son distintos: 0 ≠ 1.

La condición (K3) aûrma que existe un elemento neutro para la suma y, de hecho, implica que
existe exactamente uno: en efecto, si 0 y 0′ son dos elementos de k que son neutros para la suma,
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entonces

0 = 0 + 0′ = 0′.

La primera de estas igualdades es consecuencia de que 0′ es un elemento neutro para la suma, y la
segunda de que 0 lo es. Demanera similar, si a es un elemento de k, la condición (K4) nos dice
que existe un elemento opuesto a a, esto es, un elemento a′ ∈ k tal que a + a′ = 0 y a′ + a = 0,
y este elemento está unívocamente determinado por a: si a′′ es otro elemento opuesto a a, de
manera que a + a′′ = 0 y a′′ + a = 0, entonces tenemos que

a′ = a′ + 0 por (K3)

= a′ + (a + a′′) porque a′′ es un opuesto a a
= (a′ + a) + a′′ por (K1)

= 0 + a′′ porque a′ es un opuesto a a
= a′′. por (K3), otra vez.

Como no hay entonces ambigüedad posible, escribiremos desde ahora en adelante −a al elemento
opuesto de a.

Procediendo de lamisma forma, es fácil ver que el elemento 1 que es neutro para el producto
cuya existencia aûrma la condición (K7) es uno sólo y que el inverso de todo elemento distinto
de 0 que nos da la condición (K8) está bien determinado. Gracias a esto último, podemos escribir
sin ninguna ambigüedad a−1 al inverso de un elemento a ∈ k ∖ {0}.
1.1.2. Ejemplos.
(a) Los conjuntos Q, R y C de los números racionales, reales y complejos, respectivamente,

dotados de sus operaciones usuales de suma y producto, son cuerpos.
(b) SeaQ(

√
2) el conjunto de todos los números reales de la forma a + b

√
2 con a, b ∈ Q. Si x e

y son dos elementos deQ(
√

2), entonces tanto la suma x + y como el producto xy también
están en Q(

√
2): en efecto, si x = a + b

√
2 e y = c + d

√
2, con a, b, c, d ∈ Q, entonces

x + y = (a + c) + (b + d)
√

2, xy = (ac + 2bd) + (ad + bc)
√

2

y es claro que los números a + c, b + d, ac + 2bd y ad + bc pertenecen aQ. Esto nos dice que
podemos restringir las operaciones de R aQ(

√
2), obteniendo de esta forma operaciones

+ ∶ Q(
√

2) ×Q(
√

2)→ Q(
√

2), ⋅ ∶ Q(
√

2) ×Q(
√

2)→ Q(
√

2).

Estas operaciones hacen deQ(
√

2) un cuerpo. La veriûcación de todas las condiciones de la
deûnición 1.1.1 es inmediata salvo la de (K8), que es consecuencia de la siguiente observación:
si x es un elemento no nulo deQ(

√
2), demanera que existen a, b ∈ Q no simultáneamente

nulos tales que x = a + b
√

2, entonces

x−1 = a
a2 + 2b2

− b
a2 + 2b2

√
2.

2



(c) El conjunto F2 = {0, 1} es un cuerpo si lo dotamos de las operaciones de suma y producto
dadas por

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

⋅ 0 1
0 0 0
1 0 1

(d) El conjunto F3 = {0, 1, 2} es un cuerpo si lo dotamos de las operaciones de suma y producto
dadas por

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

⋅ 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

(e) Más generalmente, se puedemostrar que si p es un número primo y n ∈ N, entonces existe un
cuerpo Fpn con pn elementos, que éste es esencialmente único— llamamos a estos cuerpos
cuerpos de Galois— y que los cuerpos que se obtienen de esta forma son los únicos cuerpos
ûnitos.

(f) Si X es una variable y k es un cuerpo, el conjunto k[X] de los polinomios con coeûcientes
en k en la variable X no es un cuerpo cuando lo dotamos de sus operaciones usuales de
suma y producto: por ejemplo, el polinomio X es no nulo y sin embargo no posee en k[X]
inverso multiplicativo. En cambio, en conjunto k(X) de las funciones racionales, esto es, el
de de las fracciones p(X)/Q(X) con p y q elementos de k[X] y q no nulo, es un cuerpo con
respecto a sus operaciones usuales.

(g) Los conjuntos N, N0 y Z de los enteros positivos, de los enteros no negativos y de los enteros,
respectivamente, no son cuerpos cuando los dotamos de sus operaciones usuales: en N no
hay un elemento neutro para la suma, en N0 no todo elemento posee un opuesto, en Z no
todo elemento no nulo posee un inverso. ◇

§2. Espacios vectoriales

1.2.1. Fijemos un cuerpo k. Un espacio vectorial sobre k es un conjunto V dotado de dos opera-
ciones

+ ∶ V × V → V , ⋅ ∶ k × V → V

que llamamos la suma de V y lamultiplicación escalar, que satisfacen las siguientes condiciones:

(V1) la suma es asociativa: (x + y) + z = x + (y + z) para cada x, y, z ∈ V ;

(V2) la suma es conmutativa: x + y = y + x para cada x, y ∈ V ;
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(V3) hay un elemento neutro para la suma: existe un elemento 0V ∈ V tal que x + 0V = x y
0V + x = x para todo x ∈ V ;

(V4) todo elemento de V posee un opuesto: para todo x ∈ V existe un elemento x′ ∈ V tal
que x + x′ = 0V y x′ + x = 0V ;

(V5) lamultiplicación escalar es asociativa: a ⋅ (b ⋅ x) = (a ⋅ b) ⋅ x para todo a, b ∈ k y todo
x ∈ V ;

(V6) lamultiplicación escalar es unitaria: 1 ⋅ x = x para todo x ∈ V ;

(V7) lamultiplicación escalar se distribuye sobre la suma de k y sobre la suma de V :

a ⋅ (x + y) = a ⋅ x + a ⋅ y para todo a ∈ k y todo x, y ∈ V ;

(a + b) ⋅ x = a ⋅ x + b ⋅ x para todo a, b ∈ k y todo x ∈ V .

Estas condiciones implican que hay en V un único elemento neutro para la suma: si 0V y 0′V son
dos elementos neutros, se tiene que 0V = 0V + 0′V = 0′V . Decimos que es el cero de V . De forma
similar, si x es un elemento de V , entonces hay un único elemento opuesto a x: si x′ y x′′ son dos
elementos opuestos a x, entonces

x′ = x′ + 0V = x′ + (x + x′′) = (x′ + x) + x′′ = 0V + x′′ = x′′,

y esto nos permite escribir sin ambigüedad −x para denotar al elemento opuesto de x.

1.2.2. Si k es un cuerpo yV es un espacio vectorial sobre k, llamamos a los elementos de k escalares
y a los elementos deV vectores. Si k = R, decimos generalmente queV es un espacio vectorial real
en lugar de que es un espacio vectorial sobre R y si k = C, que es un espacio vectorial complejo.

1.2.3. Ejemplos.
(a) Sea n ∈ N, sea k un cuerpo y sea kn el conjunto de las n-uplas de elementos de k, que

consideraremos siempre como columnas. Si dotamos a kn de las operaciones + ∶ kn×kn → kn

y ⋅ ∶ k × kn → kn deûnidas demanera que

(x1, . . . , xn)t + (y1, . . . , yn)t = (x1 + y1, . . . , xn + yn)t,
a ⋅ (x1, . . . , xn)t = (a ⋅ x1, . . . , a ⋅ xn)t

para cada par de elementos (x1, . . . , xn)t e (y1, . . . , yn)t de kn y cada a ∈ k, entonces kn es
un espacio vectorial sobre k.

(b) Más generalmente, sean m, n ∈ N, sea k un cuerpo y seaMn,m(k) el conjunto de las matrices
de n ûlas y m columnas con entradas en k. El conjunto Mn,m(k) es un espacio vectorial
sobre k con las operaciones de suma + ∶Mn,m(k)×Mn,m(k)→Mn,m(k) y demultiplicación
por escalares ⋅ ∶ k ×Mn,m(k)→Mn,m(k) usuales:

• si a = (ai, j) y b = (bi, j) son dos elementos deMn,m(k), entonces la suma a + b es la
matriz (ci, j) con ci, j = ai, j + bi, j para cada i ∈ ⟦n⟧ y j ∈ ⟦m⟧; y

• si λ ∈ k es un escalar y a = (ai, j) ∈Mn,m(k), entonces λ ⋅ a es lamatriz c = (ci, j) con
ci, j = λai, j para cada i ∈ ⟦n⟧ y j ∈ ⟦m⟧.
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Notemos que si m = 1, el espacio Mn,1(k) coincide con el espacio kn que describimos en el
ejemplo anterior. ◇

1.2.4. Ejemplos.
(a) Sea X un conjunto no vacío y sea k un cuerpo. El conjunto kX de todas las funciones X → k

es un espacio vectorial sobre k con respecto a las operaciones

+ ∶ kX × kX → kX , ⋅ ∶ k × kX → kX

tales que

( f + g)(x) = f (x) + g(x),
(a ⋅ f )(x) = a ⋅ f (x)

para cada f , g ∈ kX , cada a ∈ k y cada x ∈ X.
(b) Más generalmente, si X es un conjunto no vacío yV es un espacio vectorial sobre un cuerpo k,

el conjuntoW = VX de todas las funciones X → V es un espacio vectorial sobrek con respecto
a las operaciones

+ ∶ VX × VX → VX , ⋅ ∶ k × VX → VX

tales que

( f + g)(x) = f (x) + g(x),
(a ⋅ f )(x) = a ⋅ f (x)

para cada f , g ∈ VX , cada a ∈ k y cada x ∈ X. ◇

1.2.5. Ejemplos.
(a) Seak un cuerpo y seaV = k[X] el conjunto de los polinomios en la variable X con coeûcientes

en k. Si dotamos a V de la operaciones usuales de suma de polinomios y demultiplicación
por escalares, entonces V es un espacio vectorial.

(b) Sea V = {∗} un conjunto con un único elemento, que denotamos ∗. Hay exactamente una
función + ∶ V × V → V y hay exactamente una función ⋅ ∶ k × V → V , y es fácil veriûcar
que V es un espacio vectorial con respecto a esas operaciones. El cero de V es ∗ y entonces
podemos escribir V = {0V}. Llamamos a este espacio vectorial un espacio vectorial nulo y
lo escribimos, cuando esto no dé lugar a confusiones, simplemente 0.

(c) Si K es un cuerpo y k ⊆ K es un subcuerpo de K, entonces K es un espacio vectorial sobre k
con respecto a la operación de suma + ∶ K × K → K de K y a lamultiplicación ⋅ ∶ k × K → K
por elementos de k que se obtiene restringiendo la multiplicación ⋅ ∶ K × K → K de K
a k×K. De esta forma podemos ver al cuerpoC como un espacio vectorial sobreR o sobreQ,
por ejemplo. ◇
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1.2.6. Proposición. Sea k un cuerpo y sea V un espacio vectorial sobre k.
(i) Para todo x ∈ V es 0 ⋅ x = 0V .
(ii) Para todo a ∈ k es a ⋅ 0V = 0V .
(iii) Para todo x ∈ V es (−1) ⋅ x = −x.

Demostración. Observemos primero que

si x ∈ V es tal que x + x = x, entonces x = 0V . (1)

En efecto, si x tiene esa propiedad, tenemos que

x = x + 0V = x + (x + (−x)) = (x + x) + (−x) = x + (−x) = 0V .

Si x ∈ V , entonces

0 ⋅ x + 0 ⋅ x = (0 + 0) ⋅ x = 0 ⋅ x

y nuestra observación (1) nos dice que 0 ⋅ x = 0V : esto prueba la aûrmación (i) de la proposición.
Si ahora a ∈ k, entonces

a ⋅ 0V + a ⋅ 0V = a ⋅ (0V + 0V) = a ⋅ 0V

y, usando otra vez la observación (1), concluimos que a ⋅ 0V = 0V , como aûrma la parte (ii) de la
proposición. Para ver que vale la parte (iii), consideramos un elemento x ∈ V y calculamos que

x + (−1) ⋅ x = 1 ⋅ x + (−1) ⋅ x = (1 + (−1)) ⋅ x = 0 ⋅ x = 0V

y, de manera similar, que (−1) ⋅ x + x = 0V . Estas dos igualdades nos dicen que (−1) ⋅ x es un
elemento de V opuesto a x y, como sabemos que hay uno sólo, que (−1) ⋅ x = −x.

Convención

A partir de estemomento ûjaremos un cuerpo k arbitrario en todo lo que
sigue y todos los espacios vectoriales que consideremos serán espacios
vectoriales sobrek. Por otro lado, escribiremos simplemente 0 para denotar
tanto al cero del cuerpo k como al de todos los espacios vectoriales con

los que estemos trabajando.
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§3. Subespacios

1.3.1. Sea V un espacio vectorial. Un subconjunto U de V es un subespacio de V si

(S1) 0 ∈ U ;
(S2) si x, y ∈ U , entonces x + y ∈ U ;
(S3) si a ∈ k y x ∈ U , entonces a ⋅ x ∈ U ;

Cuando ése es el caso, escribimos U ≤ V .

1.3.2. Un subespacio de un espacio vectorial es, demanera natural, él mismo un espacio vectorial:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si U es un subespacio de V , entonces U es un espacio
vectorial con respecto a las operaciones

+ ∶ (x , y) ∈ U ×U z→ x + y ∈ U ⋅ ∶ (a, x) ∈ k ×U z→ a ⋅ x ∈ U

obtenidas de las de V por restricción.

Notemos que es precisamente porqueU satisface las condiciones (S2) y (S3) que las operaciones
+ ∶ V × V → V y ⋅ ∶ k × V → V de V se restringen a operaciones + ∶ U ×U → U y ⋅ ∶ k ×U → U .
Desde ahora en adelante, cada vez que consideremos un subespacio de un espacio vectorial, lo
dotaremos implícitamente de la estructura de espacio vectorial que nos da esta proposición.

Demostración. Que las condiciones (V1), (V2), (V5), (V6) y (V7) se cumplen enU es consecuencia
inmediata de que se cumplen en V . La condición (S1) implica que (V3) se cumple en U , ya que 0,
que está en U por hipótesis, es un elemento neutro para la suma de U . Resta ver, entonces, que la
condición (V4) se satisface en U . Pero sí x ∈ U , entonces sabemos que x′ = (−1) ⋅ x ∈ U por (S3)
y que, según la Proposición 1.2.6(iii), se tiene que x + x′ = 0 y x′ + x = 0 en V : en vista de la forma
en que están deûnidas las operaciones de U , esto nos dice que x′ es el opuesto de x.

1.3.3. Si V es un espacio vectorial, entonces los subconjuntos {0} y V de V son subespacios de V
—la veriûcación de las condiciones de la deûnición 1.3.1 es inmediata en los dos casos. Estos son los
subespacios triviales deV . Casi siempre escribiremos simplemente 0 al subespacio {0}. Llamamos
al subespacio 0 el subespacio nulo de V , llamamos al subespacio V de V el subespacio impropio
de V y decimos que todos los demás son subespacios propios.

1.3.4. Ejemplos.
(a) Sea n ∈ N y sea V = kn. Es fácil ver que los siguientes subconjuntos de V son subespacios

de V :

U1 = {(x1, . . . , xn)t ∈ V ∶ x1 = 0},
U2 = {(x1, . . . , xn)t ∈ V ∶ x1 +⋯ + xn = 0},
U2 = {(x1, . . . , xn)t ∈ V ∶ x1 = x2, x3 = x4}.

(b) Sea X = (0, 1) el intervalo unidad abierto deR y sea V = RX el espacio vectorial real de todas
las funciones X → R, como en el Ejemplo 1.2.4(a). Los siguientes subconjuntos de V son
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subespacios de V :

U1 = { f ∈ V ∶ f es continua},
U2 = { f ∈ V ∶ f tiene derivada en todo punto de X},
U3 = { f ∈ V ∶ f tiene derivada en todo punto de X y f ′ es continua en X},
U4 = { f ∈ V ∶ f es continua y f ( 1

2) = 0},

U5 = { f ∈ V ∶ f es continua y ∫ 2/3
1/3 f (x)dx = 0}. ◇

1.3.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial.
(i) Si U1 y U2 son subespacios de V , entonces la intersección U1 ∩U2 también lo es.
(ii) Más generalmente, si {Ui ∶ i ∈ I} es una familia arbitraria de subespacios de V , entonces la

intersección ⋂i∈I Ui es un subespacio de V .

Demostración. Basta que probemos la segunda parte, ya que contiene a la primera como un caso
particular. Sea entonces {Ui ∶ i ∈ I} una familia de subespacios de V y pongamos U = ⋂i∈I Ui .
Para ver queU es un subespacios de V , veriûcamos una a una las condiciones de la deûnición 1.3.1:

• Si i ∈ I, entonces 0 ∈ Ui , porque Ui es un subespacio de V , y entonces 0 ∈ ⋂i∈I Ui = U .
• Sean x e y dos elementos de U . Si i ∈ I, entonces x e y están en Ui , ya que U ⊆ Ui , y
entonces x + y ∈ Ui , porque Ui satisface la condición (S2). Esto nos dice que x + y ∈ U .

• Sean a ∈ k y x ∈ U . Si i ∈ I entonces x ∈ Ui y, como Ui es un subespacio de V , a ⋅ x ∈ Ui .
Vemos así que a ⋅ x ∈ ⋂i∈I Ui = U .

Esto completa la prueba de la proposición.

1.3.6. A diferencia de lo que ocurre con la intersección de subespacios de un espacio vectorial, la
unión de subespacios no es en general un subespacio. De hecho, vale la siguiente observación:

Proposición. Sea V un espacio vectorial y sean U1 y U2 dos subespacios de V . La unión U1 ∪U2 es
un subespacio de V si y solamente si coincide con U1 o con U2.

Notemos que esto último ocurre exactamente cuando o bien U1 ⊆ U2 o bien U2 ⊆ U1.

Demostración. SiU1∪U2 coincide conU1 o conU2, es claro que se trata de un subespacio. Veamos
la implicación recíproca. Supongamos que U1 ∪ U2 es un subespacio de V y que ni U1 no está
contenido en U2 ni U1 está contenido en U2. Existen entonces vectores x ∈ U1 ∖U2 e y ∈ U2 ∖U1.
Como ambos perteneces a U1 ∪ U2 y esta unión es un subespacio de V , se sigue de esto que
x + y ∈ U1 ∪U2. Esto es absurdo: si x + y ∈ U1, entonces y = (x + y) − y ∈ U1, contradiciendo la
elección de y, y si x + y ∈ U2, x = (x + y) − y ∈ U2, contradiciendo la de x.
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§4. Combinaciones lineales

1.4.1. Sea V un espacio vectorial. Si S ⊆ V es un subconjunto de V , decimos que un vector v ∈ V
es combinación lineal de los elementos de S si existen n ∈ N0, elementos x1, . . . , xn de S y escalares
a1, . . . , an ∈ k tales que

x = a1x1 +⋯ + anxn .

En esta deûnición permitimos que n sea igual a 0: como una suma de cero elementos de V tiene
valor 0, esto signiûca que el elemento 0 de V es una combinación lineal de los elementos de S.
Escribimos ⟨S⟩ al conjunto de todos los elementos de V que son iguales a una combinación lineal
de elementos de S. Cuando S = {x1, . . . , xn}, escribimos ⟨x1, . . . , xn⟩ en lugar de ⟨{x1, . . . , xn}⟩.
1.4.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si S y T son subconjuntos de V y S ⊆ T , entonces se
tiene que ⟨S⟩ ⊆ ⟨T⟩.

Demostración. En efecto, si S ⊆ T ⊆ V , entonces todo vector de V que es combinación lineal de
elementos de S es, claramente, combinación lineal de elementos de T .

1.4.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si S es un subconjunto de V , entonces el sub-
conjunto ⟨S⟩ es un subespacio de V que contiene a S.

En vista de esto, tiene sentido que llamemos a ⟨S⟩ el subespacio generado por S.

Demostración. Sea S ⊆ V un subconjunto. Como siempre, veriûcamos cada una de las condiciones
de la deûnición 1.3.1:

• Que 0 es un elemento de ⟨S⟩ es consecuencia de la observación hecha en la deûnición 1.4.1.
• Supongamos que x e y son dos elementos de ⟨S⟩, demanera que existen n,m ∈ N0, elementos
x1, . . . , xn e y1, . . . , ym de S y escalares a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ k tales que x = a1x1+⋯+ anxn
e y = b1y1 +⋯+ bm ym. Pongamos zi = xi y ci = ai para cada i ∈ ⟦n⟧ y zi = yi−n y ci = bi−n
para cada i ∈ {n + 1, . . . , n +m}. Tenemos entonces que

x + y = a1x1 +⋯ + anxn + b1y1 +⋯ + bm ym = c1z1 +⋯ + cn+mzn+m ,

y esto muestra que x + y es una combinación lineal de elementos de S, esto es, que es un
elemento de ⟨S⟩.

• Sean a ∈ k y x ∈ ⟨S⟩, demanera que existen n ≥ 0, x1, . . . , xn ∈ S y escalares a1, . . . , an ∈ k
tales que x = a1x1 +⋯ + anxn. Como

a ⋅ x = a ⋅ (a1x1 +⋯ + anxn) = (aa1)x1 +⋯ + (aan)xn ,

vemos que a ⋅ x es una combinación lineal de elementos de S y, entonces, que está en ⟨S⟩.
Para terminar, nos queda probar que S ⊆ ⟨S⟩, pero esto es inmediato: si x ∈ S, entonces x = 1 ⋅ x
y esto muestra que x es una combinación lineal de elementos de S.
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1.4.4. Ejemplos.
(a) Sea sea n ∈ N, sea V = kn y para cada i ∈ ⟦n⟧ escribamos ei al elemento

(0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0)

de kn cuyas componentes son todas nulas salvo la i-ésima, que es igual a 1. El conjunto
S = {e1, . . . , en} genera a V . En efecto, si x = (x1, . . . , xn) es un vector de V , entonces
claramente vale que

x = x1e1 +⋯ + xnen .

(b) Sea k[X] el espacio vectorial de los polinomios en la variable X con coeûcientes en k. El
conjunto S = {X i ∶ i ∈ N0} de los monomios genera a k[X] como espacio vectorial: en
efecto, por la deûnición misma de lo que es un polinomio, todo elemento de k[X] es una
combinación lineal de elementos de S.

(c) Sea X un conjunto y sea V = kX el espacio vectorial de todas las funciones X → k. Para cada
x ∈ X sea δx ∶ X → k la función tal que

δx(y) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si y = x;
0, en cualquier otro caso.

Sea, ûnalmente, S = {δx ∶ x ∈ X}. Aûrmamos que

el conjunto S genera a V si y solamente si el conjunto X es ûnito.

Para ello, supongamos primero que X es ûnito, sea n el número de sus elementos y sean
x1, . . . , xn sus elementos. Si f ∈ V , entonces es inmediato veriûcar que

f = f (x1)δx1 +⋯ + f (xn)δxn

y esto nos dice que f ∈ ⟨S⟩. Así, S genera a V en este caso.
Supongamos ahora que X es inûnito y mostremos que S no genera a V . Sea f ∶ X → k el

elemento de V tal que f (x) = 1 para cada x ∈ X y, para llegar a un absurdo, supongamos que
f ∈ ⟨S⟩, demanera que existen elementos x1, . . . , xn ∈ X y escalares a1, . . . , an ∈ k tales que

f = a1δx1 +⋯ + anδxn . (2)

Como estamos suponiendo que X es inûnito, existe un elemento x ∈ X distinto de todos los
elementos x1, . . . , xn y entonces evaluando ambos lados de la igualdad (2) en x vemos que

1 = f (x) = (a1δx1 +⋯ + anδxn)(x) = 0.

Esto, por supuesto, es absurdo, y podemos concluir que V ⊋ ⟨S⟩.
(d) Si V es un espacio vectorial nulo, entonces V = ⟨∅⟩. En efecto, sabemos que ⟨∅⟩ es un

subespacio de V , así que necesariamente contiene al elemento cero de V y, como ése es de
hecho el único elemento de V , vale la igualdad que aûrmamos. ◇
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1.4.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea U un subespacio de V y sea S un subconjunto
de V . El subespacio ⟨S⟩ está contenido en U si y solamente sí S ⊆ U .

Demostración. Si ⟨S⟩ ⊆ U , entonces S ⊆ U , ya que sabemos que S ⊆ ⟨S⟩: esto nos dice que la
condición del enunciado es necesaria. Veamos que es suûciente.

Supongamos que S ⊆ U , sea x ∈ ⟨S⟩ ymostremos que x ∈ U . Como x es combinación lineal
de elementos de S, existen n ∈ N0, x1, . . . , xn ∈ S y a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1 + ⋯ + anxn.
Para cada i ∈ ⟦n⟧ tenemos que aixi ∈ U , ya que xi ∈ S ⊆ U y U es un subespacio, y entonces,
juntando todo, vemos que x = a1x1 +⋯ + anxn ∈ U , como queríamos.

1.4.6. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si S es un subconjunto de V , entonces el subespacio
⟨S⟩ es el menor subespacio de V que contiene a S y, de hecho, coincide con la intersección de todos
los subespacios de V que contienen a S,

⟨S⟩ = ⋂
U≤V
S⊆U

U .

Demostración. Llamemos W a la intersección que aparece en el enunciado. Como es una intersec-
ción de subespacios de V , la Proposición 1.3.5(ii) nos dice queW es un subespacio, y como todos
los subespacios que aparecen en la intersección contienen a S, tenemos que S ⊆W .

Aûrmamos que W es el menor subespacio de V que contiene a S: en efecto, si U es otro
subespacio deV que contiene a S, entoncesU es uno de los espacios que aparecen en la intersección
que deûne aW y, en consecuencia, es W ⊆ U .

En particular, como ⟨S⟩ es un subespacio de V que contiene a S, esto nos dice queW ⊆ ⟨S⟩.
Por otro lado, como W contiene a S, la Proposición 1.4.5 nos dice que ⟨S⟩ ⊆ W . Vemos así que
⟨S⟩ =W y esto completa la prueba de la proposición.

§5. Dependencia e independencia lineal

1.5.1. Sea V un espacio vectorial sobre k y sea S un subconjunto de V . Decimos que S es lineal-
mente dependiente si existen un entero positivo n ∈ N, elementos x1, . . . , xn de S distintos dos a
dos y escalares a1, . . . , an ∈ k, no todos nulos, tales que a1x1 + ⋯ + anxn = 0, y decimos que es
linealmente independiente en caso contrario. Observemos que el subconjunto vacío ∅ de V es
linealmente independiente.

1.5.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial.
(i) Si S ⊆ T ⊆ V y S es linealmente dependiente, entonces T es linealmente dependiente.
(ii) Si S ⊆ T ⊆ V y T es linealmente independiente, entonces S es linealmente independiente.
(iii) Si S ⊆ V y 0 ∈ S, entonces S es linealmente dependiente.

11



Demostración. (i) Sean S y T subconjuntos de V tales que S ⊆ T y S es linealmente dependiente.
Existen entonces n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S distintos dos a dos, y escalares a1, . . . , an ∈ k no todos nulos
tales que a1x1 + ⋯ + anxn = 0. Como S ⊆ T , cada uno de los vectores x1, . . . , xn está en T , y es
claro que esto implica que T es linealmente dependiente.

(ii) Esta aûrmación es la contrarrecíproca de la de (i).
(iii) Si S ⊆ V contiene a 0, podemos tomar n = 1, x1 = 0 y a1 = 1: como a1x1 = 0 en ese caso, el

conjunto S es linealmente dependiente.

1.5.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Un subconjunto S de V es linealmente independiente
si y solamente si satisface la siguiente condición:

cada vez que x1, . . . , xn son elementos de S distintos dos a dos y a1, . . . , an ∈ k son
escalares tales que a1x1 +⋯ + anxn = 0, se tiene que de hecho a1 = ⋯ = an = 0.

Demostración. En efecto, la condición que aparece en el enunciado dice simplemente que el
conjunto no es linealmente dependiente.

1.5.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea S ⊆ V un subconjunto. Las siguientes dos
aûrmaciones son equivalentes:

(a) El conjunto S es linealmente dependiente.
(b) Existe x ∈ S tal que x ∈ ⟨S ∖ {x}⟩ y ⟨S ∖ {x}⟩ = ⟨S⟩.

Demostración. (a)⇒ (b) Supongamos que S es linealmente dependiente, demanera que existen
un entero positivo n ∈ N, vectores x1, . . . , xn ∈ S distintos dos a dos y escalares a1, . . . , an ∈ k no
todos nulos, tales que

a1x1 +⋯ + anxn = 0. (3)

Como los escalares no son todos nulos, existe i ∈ ⟦n⟧ tal que ai ≠ 0 y entonces de la igualdad (3)
vemos que

xi = (−a−1i a1)x1 +⋯ + (−a−1i ai)xi
⋀

+⋯ + (−a−1i an)xn .

Los vectores x1, . . . , x̂i , . . . , xn que aparecen aquí a la derecha están todos en S ∖ {xi}, así que
xi ∈ ⟨S ∖ {xi}⟩. Esto prueba lo que queremos.

(b)⇒ (a) Supongamos que existe x ∈ S tal que x ∈ ⟨S ∖ {x}⟩, demanera que existen n ∈ N0,
x1, . . . , xn ∈ S y a1, . . . , an ∈ k tales que

x = a1x1 +⋯ + anxn . (4)

De entre todas las elecciones posibles de n, de los vectores x1, . . . , xn y de los escalares a1, . . . , an,
que generalmente son muchas, quedémonos que alguna que tiene n mínimo. En ese caso, los
vectores x1, . . . , xn son distintos dos a dos: en efecto, si no fuese el caso y tuviéramos, por ejemplo,
que x1 y x2 son iguales, tendríamos que x = (a1 + a2)x2 + a3x3 + ⋯ + anxn, contradiciendo la
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minimalidad de n. Por otro lado, como esos n vectores están en S ∖ {x}, son todos distintos de x
y, en consecuencia, vemos que los n + 1 vectores x, x1, . . . , xn son distintos dos a dos.

De la igualdad (4) se deduce que

(−1)x + a1x1 +⋯ + anxn = 0

y, como los n + 1 vectores que aparecen aquí están en S y son distintos dos a dos y claramente no
todos los coeûcientes son nulos, esto muestra que S es linealmente dependiente.

1.5.5. Lema. Sea V un espacio vectorial, sea S un subconjunto de V linealmente independiente y
sea x ∈ V ∖ S. El conjunto S ∪ {x} es linealmente independiente si y solamente si x ∈ V ∖ ⟨S⟩.

Demostración. Supongamos primero que el conjunto S ∪ {x} es linealmente dependiente, de
manera que existen n ∈ N, elementos x1, . . . , xn ∈ S∪{x} distintos dos ados y escalares a1, . . . , an ∈ k
no nulos tales que

a1x1 +⋯ + anxn = 0. (5)

No puede ser que todos los vectores x1, . . . , xn sean distintos de x: en ese caso estarían todos en S
y esto es imposible ya que S es linealmente independiente. Podemos suponer, entonces, que x1 = x
y de (5) deducir que

x = x1 = (−a2
a1

) +⋯ + (−a2
a1

) ∈ ⟨S⟩.

Para probar la implicación recíproca, supongamos ahora que x ∈ ⟨S⟩, de manera que exis-
ten n ∈ N0, elementos x1, . . . , xn ∈ S distintos dos a dos y escalares a1, . . . , an ∈ k tales que
x = a1x1 + ⋯ + anxn. Como x no pertenece a S por hipótesis, los n + 1 vectores x, x1, . . . , xn
de S ∪ {x} son distintos dos a dos y, como claramente (−1)x + a1x1 +⋯ + anxn = 0, el conjunto
S ∪ {x} es linealmente dependiente.

§6. Bases

1.6.1. Sea V un espacio vectorial. Decimos que un subconjunto B de V es una base de V si

• B es un conjunto linealmente independiente, y
• B genera a V , demanera que V = ⟨B⟩.

1.6.2. La siguiente proposición explicita las propiedades más importantes que tienen las bases de
un espacio vectorial:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si B es un subconjunto de V , entonces las siguientes
aûrmaciones son equivalentes:

(a) B es una base de V .
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(b) B es un conjunto linealmente independiente y es maximal con esta propiedad: todo sub-
conjunto S de V tal queB ⊊ S es linealmente dependiente.

(c) B genera a V y es minimal con esta propiedad: ningún subconjunto propio deB genera a V .

Demostración. SeaB un subconjunto de V .
(a)⇒ (b) Supongamos queB es una base de V . En vista de la deûnición 1.6.1, el conjunto B

es linealmente independiente. Mostremos que es maximal con esta propiedad.
Sea S ⊆ V un subconjunto tal que S ⊋ B, demanera que existe algún vector x ∈ S ∖B. Como

B es una base de V , genera a V y entonces x ∈ ⟨B⟩. Como x ∈ S ∖B, es claro queB ⊆ S ∖ {x}
y, en consecuencia, que x ∈ ⟨B⟩ ⊆ ⟨S ∖ {x}⟩. La Proposición 1.5.4 nos dice, entonces, que S es
linealmente dependiente.

(b)⇒ (c) SeaB un subconjunto de V linealmente independiente y maximal con esta propie-
dad. Veamos queB genera a V y que es minimal con esta propiedad.

Sea x ∈ V . Si x ∈ B, es claro que x ∈ ⟨B⟩, así que supongamos que no es ése el caso. Entonces
B ∪ {x} es un subconjunto de V que contiene propiamente aB y lamaximalidad de este último
implica queB ∪ {x} es un conjunto linealmente dependiente. Existen entonces n ∈ N, vectores
x1, . . . , xn ∈ B ∪ {x} distintos dos a dos y escalares a1, . . . , an ∈ k no nulos tales que

a1x1 +⋯ + anxn = 0. (6)

Observemos que no puede ser que todos los vectores x1, . . . , xn pertenezcan a B, porque este
conjunto es linealmente independiente: uno de ellos es entonces igual a x y, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que, de hecho, es x1 = x y, por lo tanto, que los otros vectores
x2, . . . , xn pertenecen aB. En ese caso, la igualdad (6) implica que

x = x1 = a−11 a2x2 +⋯ + a−11 anxn ∈ ⟨B⟩.

Esto muestra que ⟨B⟩ = V , esto es, queB genera a V , como queríamos.
Sea ahora T un subconjunto propio de B y supongamos que T genera a V . Como T ⊊ B,

existe un vector x ∈ B ∖ T , y como x ∈ V = ⟨T⟩, existen n ∈ N0, vectores x1, . . . , xn ∈ T distintos
dos a dos y escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1 +⋯ + anxn. Esto nos dice que

a1x1 +⋯ + anxn + (−1)x = 0. (7)

Como los vectores x1, . . . , xn son distintos dos a dos y son todos distintos de x, ya que están
en T y x no, y los escalares que aparecen en la combinación lineal (7) no son todos nulo, vemos
así que el conjunto B es linealmente dependiente. Esto es absurdo, ya que contradice nuestra
hipótesis sobreB. Esta contradicción provino de suponer que T , que es un subconjunto propio
deB, genera a V , y prueba, entonces, queB es un subconjunto generador minimal de V , como
queríamos.

(c)⇒ (a) SeaB un subconjunto de V que genera a V y que es minimal con esa propiedad.
Para ver que se trata de una base, alcanza con quemostremos que es linealmente independiente.
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Supongamos, para llegar a una contradicción, que no lo es. La Proposición 1.5.4 nos dice
entonces que existe x ∈ B tal que ⟨B ∖ {x}⟩ = ⟨B⟩ y esto es absurdo, ya que en ese caso S ∖ {x}
es un subconjunto propio deB que genera a V . Esto completa la prueba de la proposición.

1.6.3. Decimos que un espacio vectorial V es ûnitamente generado si existe un subconjunto ûnito
S ⊆ V que genera a V , esto es, tal que V = ⟨S⟩. Si V satisface esta condición podemos mostrar
que V posee una base:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si V es ûnitamente generado, entonces V posee una base
ûnita. Más precisamente, si S es un subconjunto ûnito de V que lo genera, entonces existe una base
de V contenida en S.

Demostración. Sea S = {x1, . . . , xn} un subconjunto ûnito de V tal que ⟨S⟩ = V . Claramente S
posee subconjuntos que generan a V —por ejemplo, S mismo es uno de ellos— y entonces hay un
subconjunto T de S de cardinal mínimo entre todos ellos: esto es, existe un subconjunto T de S
que genera a V y tal que todo subconjunto de S con menos elementos que T no genera a V . En
particular, ningún subconjunto propio de T genera a V y, de acuerdo a la Proposición 1.6.2, esto
signiûca que T es una base de V .

§7. Dimensión

1.7.1. Proposición. SeaV un espacio vectorial y sea n ∈ N0. SiV posee una base que tiene n elementos,
entonces todo subconjunto de V con más que n elementos es linealmente dependiente.

Demostración. Supongamos que B = {x1, . . . , xn} es una base de V , sea T = {y1, . . . , ym} un
conjunto linealmente independiente de m elementos y supongamos, para llegar a un absurdo,
que m > n. Mostremos que para cada r ∈ {0, . . . , n} vale que

existen índices i1, . . . , in−r ∈ ⟦n⟧, distintos dos a dos, tales que el conjunto
{y1, . . . , yr , xi1 , . . . , xin−r} es una base de V . (8)

Para hacerlo, procedemos por inducción en r. Notemos que cuando r = 0 no hay nada que probar,
ya que basta tomar i j = j para cada j ∈ ⟦n⟧.

Sea entonces r ∈ {0, . . . , n − 1} y supongamos que existen índices i1, . . . , in−r ∈ ⟦n⟧, distintos
dos a dos, tales que el conjunto S = {y1, . . . , yr , xi1 , . . . , xin−r} es una base de V . Como este
conjunto es una base, sabemos que existen escalares a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ∈ k tales que

yr+1 = a1y1 +⋯ + ar yr + b1xi1 +⋯ + bn−rxin−r . (9)

No puede ser que todos los escalares b1, . . . , bn−r sean nulos: de ser ése el caso, a partir de la
igualdad (9) obtendríamos una combinación lineal nula no trivial de elementos del conjunto T ,
que es linealmente independiente. Así, alguno de esos escalares es no nulo y, sin pérdida de
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generalidad, podemos suponer que se trata del último, bn−r . De la igualdad (9), entonces, podemos
deducir que

xin−r = (− a1
bn−r

)y1 +⋯ + (− ar
bn−r

)yr +
1
bn−r

yr+1 + (− b1
bn−r

)xi1 +⋯ + (−bn−r−1
bn−r

)xin−r−1 .

Sea S′ = {y1, . . . , yr+1, xi1 , . . . , xin−r−1}. La última igualdad nos dice que xn−r ∈ ⟨S′⟩ y entonces que

⟨S′⟩ = ⟨S′ ∪ {xn−r}⟩ = ⟨S ∪ {yr+1}⟩ ⊇ ⟨S⟩ = V ,

de manera que S′ genera a V . Para ver que S′ es una base nos resta probar que es linealmente
independiente. Sean entonces c1, . . . , cr+1, d1, . . . , dn−r−1 ∈ k escalares tales que

c1y1 +⋯ + cr+1yr+1 + d1xi1 +⋯ + dn−r−1xin−r−1 = 0. (10)

Ahora bien, si en esta igualdad usamos la igualdad (9) para eliminar yr+1, vemos que

c1y1 +⋯ + cr yr + cr+1(a1y1 +⋯ + ar yr + b1xi1 +⋯ + bn−rxin−r)
+ d1xi1 + ⋯ + dn−r−1xin−r−1 = 0

y, agrupando términos, que

(c1 + cr+1a1)y1 +⋯ + (cr + cr+1ar)yr + (cr+1b1 + d1)xi1 +⋯ + (cr−1bn−r−1 + dn−r−1)xin−r−1

+ cr+1bnrxin−r = 0.

Como el conjunto S es linealmente independiente, esto nos dice que los coeûcientes que aparecen
en esta combinación lineal son todos nulos, esto es, que valen las igualdades

c1 + cr+1a1 = ⋯ = cr + cr+1ar = 0,

cr+1b1 + d1 = ⋯ = cr−1bn−r−1 + dn−r−1 = 0,

cr+1bn−r = 0.

Recordando que el escalar bn−r no es nulo, la última de estas ecuaciones nos dice que cr+1 = 0 y,
usando eso, todas las otras nos dicen que c1 = ⋯ = cr = 0 y que d1 = ⋯ = dn−r−1 = 0. Así, hemos
concluido que todos los coeûcientes que aparecen en la combinación lineal (10) son nulos: esto
signiûca que el conjunto S′ es linealmente independiente, como queríamos probar.

Esto completa la inducción que prueba nuestra aûrmación (8). En particular, si tomamos r = n
ahí, vemos que el conjunto {y1, . . . , yn} es una base de V . Ahora bien, esto signiûca, entre otras
cosas, que existen escalares e1, . . . , en ∈ k tales que yn+1 = e1y1+⋯+en yn, y esto es absurdo ya que el
conjunto T es linealmente independiente. Esta contradicción muestra que nuestra hipótesis de que
m es estrictamentemás grande que n no puede satisfacerse y, en consecuencia, la proposición.

1.7.2. La aûrmación (8) en la que basamos la prueba de esta proposición es conocida como el
Lema de Intercambio de Steinitz, por Ernst Steinitz (1871–1928).

16

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Steinitz.html


1.7.3. La consecuencia más importante de la Proposición 1.7.1 es el siguiente resultado, que es
fundamental en todo lo que sigue:

Teorema. Sea V un espacio vectorial. Si V posee alguna base ûnita, entonces todas sus bases son
ûnitas y tienen el mismo número de elementos.

Demostración. Supongamos que B = {x1, . . . , xn} es una base ûnita de V con n elementos y
que B′ es otra base cualquiera de V . Si B′ tiene más que n elementos, podemos elegir n + 1
vectores y1, . . . , yn+1 distintos dos a dos en B′ y, en consecuencia, el conjunto {y1, . . . , yn+1} es
linealmente independiente: esto es absurdo, ya que contradice a la Proposición 1.7.1. Vemos así
que el conjunto B′ es necesariamente ûnito y que tiene a lo sumo n elementos. Esto prueba la
primera aûrmación del teorema. Intercambiando los roles deB y deB′ en el razonamiento que
acabamos de hacer, vemos que también prueba la segunda aûrmación.

1.7.4. Decimos que un espacio vectorial V tiene dimensión ûnita si posee una base ûnita y, en ese
caso, que el cardinal de esa base es la dimensión de V , que escribimos dimV ; en caso contrario
decimos queV tiene dimensión inûnita. ElTeorema 1.7.3 nos dice que todas las bases de un espacio
vectorial de dimensión ûnita tienen lamisma cantidad de elementos, así que la deûnición de la
dimensión tiene sentido.

1.7.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si V tiene dimensión inûnita, entonces existe un
subconjunto S ⊆ V inûnito y linealmente independiente.

Demostración. Supongamos que V no tiene dimensión ûnita y mostremos inductivamente que

existe una sucesión (Si)i≥0 de subconjuntos de V linealmente independientes
y tales que para cada i ∈ N0 el conjunto Si tiene exactamente i elementos y
Si ⊊ Si+1.

(11)

Empezamos poniendo S0 = ∅, que es un subconjunto ûnito linealmente independiente de V con
0 elementos. Para continuar, supongamos que n ∈ N0 y que ya construimos el conjunto Sn. Como
Sn es ûnito, no puede ser que ⟨Sn⟩ sea igual a V , porque en ese caso Sn contendría, de acuerdo a la
Proposición 1.6.3, una base de V y ésta sería ûnita, contradiciendo nuestra hipótesis sobre V . Así,
existe un vector x ∈ V ∖ ⟨Sn⟩ y podemos considerar el conjunto Sn+1 = Sn ∪ {x}, que claramente
contiene a Sn. Como x /∈ ⟨Sn⟩, en particular x /∈ Sn y, en consecuencia, el conjunto Sn+1 tiene n + 1
elementos. Veamos que Sn+1 es linealmente independiente. Para ello, supongamos que, por el
contrario, existen elementos x1, . . . , xk de Sn+1 distintos dos a dos y escalares a1, . . . , ak ∈ k no
nulos tales que

a1x1 +⋯ + akxn = 0. (12)

Los vectores x1, . . . , xk no pueden ser todos distintos de x, porque en ese caso pertenecerían todos
a Sn y la igualdad (12) nos diría que Sn es linealmente independiente. Sin pérdida de generalidad,
entonces, podemos suponer que x1 = x y, en consecuencia, que x2, . . . , xk ∈ Sn. Se sigue entonces
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de (12) que

x = x1 = (−a2
a1

)x2 +⋯ + (−ak
a1

)xk ∈ ⟨Sn⟩,

y esto es imposible en vista de la forma en que elegimos el vector x. Esta contradicción nos dice
que no puede ser que Sn+1 sea linealmente dependiente, así que es linealmente independiente.

Todo esto prueba la aûrmación (11). Para probar la proposición, consideremos el conjunto
S = ⋃n≥1 Sn, que es inûnito, y mostremos que es linealmente independiente.

Si no lo fuese, existirían elementos y1, . . . , yk ∈ S distintos dos a dos y escalares b1, . . . , bk ∈ k
no nulos tales que

b1y1 +⋯ + bk yk = 0. (13)

Ahora bien, para cada i ∈ ⟦k⟧ existe mi ∈ N0 tal que yi ∈ Sm i , y podemos considerar el entero
m = max{m1, . . . ,mk}. Se sigue de (11) que y1, . . . , yk ∈ Sm y entonces la igualdad (13) implica
que el conjunto Sm es linealmente dependiente. Esto es absurdo.

1.7.6. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n. Si U es un subespacio de V ,
entonces U tiene dimensión ûnita y vale que dimU ≤ dimV .

Demostración. Sea U un subespacio de V y supongamos que no tiene dimensión ûnita. La
Proposición 1.7.5 nos dice que entonces existe un subconjunto S ⊆ U inûnito y linealmente
independiente. Como S está contenido en V , esto es absurdo en vista de la Proposición 1.7.1.

Vemos así que U tiene que ser necesariamente de dimensión ûnita. Sea B una base de U .
Como B es un subconjunto linealmente independiente de V , la Proposición 1.7.1 aûrma que tiene
a lo sumo n elementos, y esto signiûca precisamente que dimU ≤ dimV .

1.7.7. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y consideremos un subconjunto
S = {x1, . . . , xn} de V de exactamente n elementos. Si S es linealmente independiente o si S genera
a V , entonces S es una base de V .

Demostración. Supongamos primero que S es linealmente independiente. Si no es una base, la
Proposición 1.6.2 nos dice que existe un subconjunto T de V que contiene estrictamente a S y
que es linealmente independiente y, en vista de la Proposición 1.7.1, esto es imposible, ya que este
conjunto T tienemás que n elementos.

Supongamos ahora que S genera a V . Si S no es una base, la Proposición 1.6.2 implica que
existe un subconjunto propio T de S que genera a V y, según Proposición 1.6.3, este conjunto T
contiene una base B de V . Claramente, esta base B tiene menos elementos que S, y esto es
absurdo, ya que dimV = n. Así, el conjunto S debe ser una base, como queríamos.

1.7.8. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n. Si 0 ≤ r < n y {x1, . . . , xr} es
un conjunto con r elementos que es linealmente independiente, entonces existen vectores xr+1, . . . , xn
en V tales que {x1, . . . , xn} es una base de V .
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Demostración. Sea r ∈ {0, . . . , n − 1} y sea S = {x1, . . . , xr} un subconjunto linealmente inde-
pendiente de V de r elementos. Claramente existen subconjuntos linealmente independientes
de V que contienen a S —por ejemplo, el conjunto S mismo— y todos ellos tienen a lo sumo n
elementos, de acuerdo a la Proposición 1.7.1. Podemos entonces considerar el número m ∈ N0

máximo con la propiedad de que hay en V un subconjunto linealmente independiente T con m
elementos y tal que S ⊆ T . Por supuesto, es m ≤ n.

Fijemos un tal subconjunto T linealmente independiente deV con m elementos y que contiene
a S, y supongamos que es m < n. El conjunto T no puede generar a V : si lo generase, sería una
base de V con menos de n elementos, lo que es imposible. Existe entonces un vector x ∈ V ∖ ⟨T⟩ y,
de acuerdo al Lema 1.5.5, el conjunto T ′ = T ∪ {x} es linealmente independiente. Esto es absurdo,
ya que T ′ contiene a S y tienemás que m elementos, contradiciendo la forma en que elegimos al
número m. Así, no puede ser que m seamenor que n y, en consecuencia, es m = n.

Basta entonces que elijamos como xr+1, . . . , xn a los n − r elementos del conjunto T ∖ S para
obtener la conclusión del enunciado.

1.7.9. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea U un subespacio de V .
(i) Es U = V si y solamente si dimU = dimV .
(ii) Es U = 0 si y solamente si dimU = 0.

Demostración. (i) La condición es evidentemente necesaria. Para ver que es suûciente, suponga-
mos que dimU = dimV y seaB una base deU . Se tiene entonces, por supuesto, que ⟨B⟩ = U ; por
otro lado, como B es un subconjunto linealmente independiente de V con cantidad de elementos
igual a dimV , genera a V y, en consecuencia, ⟨B⟩ = V . Así, es U = V , como queremos.

(ii) Sabemos que la dimensión de un espacio nulo es 0. Recíprocamente, si dimU = 0, entonces
el conjunto vacío ∅ genera a U y esto es posible solamente si U = 0.

1.7.10. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita. Si (Fr)r∈N es una sucesión de
subespacios de V tales que

• o bien Fr ⊆ Fr+1 para todo r ∈ N
• o bien Fr ⊇ Fr+1 para todo r ∈ N,

entonces existe r0 ∈ N tal que Fr = Fr0 para todo r ≥ r0.

Demostración. Hacer.
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§8. Coordenadas y cambio de base

1.8.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y seaB = (x1, . . . , xn) una base ordenada
de V . Para cada x ∈ V existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1 + ⋯ + anxn, y estos
escalares están unívocamente determinados por x: llamamos al vector (a1, . . . , an)t ∈ kn el vector
de coordenadas de X con respecto a la baseB y lo denotamos [x]B .

La observación más importante sobre esta construcción es la siguiente:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y seaB una base ordenada de V .
La función cB ∶ x ∈ V ↦ [x]B ∈ kn es una biyección.

Demostración. Consideremos la función d ∶ kn → V tal que para cada a = (a1, . . . , an) ∈ kn es
d(a) = a1x1 +⋯ + anxn. Para probar la proposición es suûciente quemostremos que cB y d son
funciones mutuamente inversas.

• Si x ∈ V y cB(x) = (a1, . . . , an), entonces de la deûnición misma de la función cB se sigue
que d(cB(x)) = a1x1 +⋯ + anxn = x.

• Por otro lado, si a = (a1, . . . , an) ∈ kn y x es el vector d(a) = a1x1+⋯+anxn deV , entonces
claramente cB(d(a)) = cB(x) = a.

Vemos asi que d ○ cB = idV y que cB ○ d = idkn , como queríamos.

1.8.2. SeaV un espacio vectorial de dimensiónûnita n y seanB = (x1, . . . , xn) yB′ = (y1, . . . , yn)
dos bases ordenadas de V . Para cada i ∈ ⟦n⟧ sabemos que existen escalares c1,i , . . . , cn,i ∈ k tales
que xi = c1,i y1 +⋯ + cn,i y1, y podemos entonces considerar lamatriz

C(B,B′) =
⎛
⎜⎜
⎝

c1,1 ⋯ c1,n
⋮ ⋱ ⋮
cn,1 ⋯ cn,n

⎞
⎟⎟
⎠
∈Mn(k),

a la que llamamos matriz de cambio de base de B a B′: sus columnas de esta matriz son lso
vectores de coordenadas de los elementos de la baseB con respecto a la baseB′.

1.8.3. La razón por la que nos interesamos en estamatriz es que permite expresar las coordenadas
de un vector cualquiera de un espacio vectorial con respecto de una base en términos de sus
coordenadas con respecto a otra:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sean B y B′ dos bases ordenadas
de V . Para cada x ∈ V se tiene que

[x]B′ = C(B,B′) ⋅ [x]B

y, de hecho, lamatriz C(B,B′) es la única con esta propiedad.

Demostración. Supongamos que B = (x1, . . . , xn), B′ = (y1, . . . , yn) y C(B,B′) = (ci, j), de
manera que para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que

xi = c1,i y1 +⋯ + cn,i yi .
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y sea x ∈ V y [x]B = (a1, . . . , an). Tenemos entonces que

x = a1x1 +⋯ + anxn

= a1(c1,1y1 +⋯ + cn,1yn) +⋯ + an(c1,n y1 +⋯ + cn,n yn)
= (c1,1a1 +⋯ + c1,nan)y1 +⋯ + (cn,1a1 +⋯ + cn,nan)yn

y esto signiûca que para cada i ∈ ⟦n⟧ la coordenada i-ésima de x con respecto a la base B′

es precisamente la componente i-ésima del vector C(B,B′) ⋅ [x]B . Esto prueba la primera
aûrmación de la proposición.

Para ver la segunda, basta observar que si A ∈Mn(k) es unamatriz tal que [x]B′ = A ⋅ [x]B
para todo x ∈ V , en particular se tiene que —como el vector de coordenadas [xi]B es el i-ésimo
vector ei de la base ordenada estándar de kn— la columna i-ésima de A es

A ⋅ ei = A ⋅ [xi]B = [xi]B′ ,

Vemos así que lamatriz A es entonces lamatriz C(B,B′).

1.8.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n.
(i) Si B es una base ordenada de V , entonces C(B,B) = In, lamatriz identidad deMn(k).
(ii) Si B,B′ y B′′ son bases ordenadas de V , entonces

C(B,B′′) = C(B′,B′′) ⋅ C(B,B′).

(iii) Si B y B′ son bases ordenadas de V , entonces lamatriz C(B,B′) es inversible y

C(B,B′)−1 = C(B′,B).

Demostración. La primera aûrmación es evidente. Veamos la segunda: sean B = (x1, . . . , xn),
B′ = (y1, . . . , yn) y B′′ = (z1, . . . , zn) tres bases ordenandas de V , y sean C(B,B′) = (ai, j) y
C(B′,B′′) = (bi, j) las matrices de cambio de base deB aB′ y deB′ aB′′, respectivamente.
Esto signiûca que para cada i ∈ ⟦n⟧ es

xi = a1,i y1 +⋯ + an,i yn
y

yi = b1,iz1 +⋯ + bn,izn .

Usando esta segunda igualdad en la primera vemos que para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene, de hecho, que

xi = a1,i y1 +⋯ + an,i yn
= a1,i(b1,1z1 +⋯ + bn,1zn) +⋯ + an,i(b1,nz1 +⋯ + bn,nzn)
= (b1,1a1,i +⋯ + b1,nan,i)z1 +⋯ + (bn,1a1,i +⋯ + bn,nan,i)zn .

Vemos así que el vector de coordenadas de xi con respecto a la base B′′ es la i-ésima columa
de lamatriz C(B′,B′′) ⋅ C(B,B′′) y, entonces, que estamatriz coincide con C(B,B′′), como
aûrma la parte (ii) de la proposición.
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Para ver la última parte, sean B y B′ dos bases ordenadas de V . De acuerdo a lo que ya
probamos, se tiene que

C(B′,B) ⋅ C(B,B′) = C(B,B) = In
y

C(B,B′) ⋅ C(B′,B) = C(B′,B′) = In

y entonces es claro que las matrices C(B,B′) es inversible y que que C(B,B′)−1 = C(B′,B).
La proposición que así probada.

1.8.5. De acuerdo a la Proposición 1.8.4(iii), lamatriz de cambio de base entre dos bases ordenadas
de un espacio vectorial de dimensión ûnita es unamatriz inversible. Es útil muchas veces saber
que, de hecho, todamatriz inversible aparece de esta forma, en el siguiente sentido:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n. Si B es una base ordenada de V y
C ∈ GLn(k) es unamatriz inversible, entonces existe una y sólo una base ordenadaB′ de V tal que
C(B,B′) = C.

Demostración. Hacer.

§9. Sumas de subespacios

1.9.1. Sea V un espacio vectorial. Si n ≥ 0 yU1, . . . ,Un son subespacios de V , entonces denotamos
U1+⋯+Un o∑n

i=1 Ui y llamamos suma de los subespaciosU1, . . . ,Un al subespacio deV generado
por la unión U1 ∪⋯ ∪Un, esto es, ponemos

U1 +⋯ +Un = ⟨U1 ∪⋯ ∪Un⟩.

1.9.2. De acuerdo a la deûnición, la suma de una familia de subespacios es el conjunto de las
combinaciones lineales de los elementos de la unión de éstos. La descripción alternativa de esta
suma dada en la siguiente proposición es muchas veces útil:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si n ≥ 0 y U1, . . . , Un son subespacios de V , entonces

U1 +⋯ +Un = {x1 +⋯ + xn ∶ x1 ∈ U1, . . . , xn ∈ Un}.

Demostración. Escribamos T al conjunto que aparece a la derecha en la igualdad que tenemos
que probar. Para ver que coincide con U1 +⋯+Un, es decir, con ⟨U1 ∪⋯∪Un⟩,mostraremos que
es un subespacio de V que contiene a U1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Un y que es el menor subespacio de V con esta
propiedad: en vista de la Proposición 1.4.6, esto es suûciente.

Primero, veamos que el subconjunto T es un subespacio de V :
• Como 0 ∈ Ti para cada i ∈ ⟦n⟧, es 0 = 0 +⋯ + 0 ∈ T .
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• Sean x e y dos elementos de T , demanera que para cada i ∈ ⟦n⟧ existen xi e yi en Ui tales
que x = x1 +⋯ + xn e y = y1 +⋯ + yn. Entonces

x + y = (x1 +⋯ + xn) + (y1 +⋯ + yn) = (x1 + y1) +⋯ + (xn + yn)

y esto nos dice que x + y está en T , ya que xi + yi ∈ Ui para cada i ∈ ⟦n⟧.
• Sean a ∈ k y x ∈ T . Existen entonces x1 ∈ U1, . . . , xn ∈ Un tales que x = x1 + ⋯ + xn y, en
consecuencia,

a ⋅ x = a ⋅ (x1 +⋯ + xn) = ax1 +⋯ + axn .

Como axi ∈ Ui para cada i ∈ ⟦n⟧, esto muestra que ax ∈ T .

Para terminar, veamos que T es el menor subespacio deV que contiene aU1∪⋯∪Un: supongamos
queW es un subespacio deV que contiene aU1∪⋯∪Un ymostremos que necesariamente también
contiene a T . Ahora bien, si x ∈ T , entonces existen x1 ∈ U1, . . . , xn ∈ Un tales que x = x1 +⋯+ xn
y, como Ui ∈W para cada i ∈ ⟦n⟧, esto implica que x ∈W , ya queW es un subespacio.

1.9.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea n ≥ 0 y consideremos subespacios U1, . . . , Un
y subconjuntos S1, . . . , Sn de V . Si cada i ∈ ⟦n⟧ el conjunto Si ⊆ V genera a U1, entonces la unión
S1 ∪⋯ ∪ Sn genera a U1 +⋯ +Un.

Demostración. Supongamos que para cada i ∈ ⟦n⟧ es Ui = ⟨Si⟩ y sea S = S1 ∪⋯ ∪ Sn. Como para
cada i ∈ ⟦n⟧ es Si ⊆ S, se tiene que Ui = ⟨Si⟩ ⊆ ⟨S⟩. Así, es U1 ∪ ⋯ ∪ Un ⊆ ⟨S⟩ y, por lo tanto,
U1+⋯+Un = ⟨U1∪⋯∪Un⟩ ⊆ ⟨S⟩. Por otro lado, como claramente S ⊆ U1+⋅ ⋅ ⋅+Un yU1+⋅ ⋅ ⋅+Un
es un subespacio de V , es ⟨S⟩ ⊆ U1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Un. Concluimos de esta forma que ⟨S⟩ = U1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Un,
como aûrma la proposición.

1.9.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si U1 y U2 son subespacios de V de dimensión ûnita,
entonces tanto U1 ∩U2 como U1 +U2 son subespacios de dimensión ûnita de V y vale que

dim(U1 +U2) + dim(U1 ∩U2) = dimU1 + dimU2.

Demostración. Sean U1 y U2 subespacios de dimensión ûnita de V . Como U1 ∩ U2 es un sub-
espacio de U1 y este último tiene dimensión ûnita, la Proposición 1.7.6 nos dice que U1 ∩U2 tiene
dimensión ûnita. Sea n = dimU1 ∩U2 y seaB = {x1, . . . , xn} una base de U1 ∩U2. Como B es
linealmente independiente y está contenido en U1, la Proposición 1.7.6 nos dice que, si r = dimU1,
es r ≥ n y, por otro lado, la Proposición 1.7.8 que existen vectores y1, . . . , yr−n ∈ U1 tales que
B1 = {x1, . . . , xn , y1, . . . , yr−n} es una base de U1. De manera similar, si s = dimU2 es s ≥ n y
existen vectores z1, . . . , zs−n ∈ U2 tales que el conjunto B2 = {x1, . . . , xn , z1, . . . , zs−n} es una base
de U2. Mostraremos que

el conjunto B′ = {x1, . . . , xn , y1, . . . , yr−n , z1, . . . , zs−n} es una base de U1 +U2

con exactamente r + s − n elementos.
(14)

Por un lado, esto implicará que U1 +U2 tiene dimensión ûnita y, por otro, que

dim(U1 +U2) = r + s − n = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩U2),
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como aûrma la proposición.
Como B′ = B1 ∪B2, la Proposición 1.9.3 nos dice que ⟨B′⟩ = ⟨B1 ∪B2⟩ = U1 + U2 y, en

consecuencia, que el conjunto B′ genera a U1 +U2.
Supongamos ahora que a1, . . . , an, b1, . . . , br−n, c1, . . . , cs−n ∈ k son escalares tales que

a1x1 +⋯ + anxn + b1y1 +⋯ + br−n yr−n + c1z1 +⋯ + cs−nzs−n = 0. (15)

Si ponemos x = a1x1+⋯+ anxn, y = b1y1+⋯+br−n yr−n y z = c1z1+⋯+ cs−nzs−n, la igualdad (15)
nos dice que U1 ∋ x + y = −z ∈ U2 y, entonces, que z ∈ U1 ∩U2. Como B es una base de U1 ∩U2,
existen escalares d1, . . . , dn ∈ k tales que d1x1 +⋯ + dnxn = z = c1z1 +⋯ + cs−nzs−n, es decir,

d1x1 +⋯ + dnxn + (−c1)z1 +⋯ + (−cs−n)zs−n = 0.

Ahora bien: el conjunto B2 es linealmente independiente, así que de esta última igualdad podemos
concluir que c1 = ⋯ = cs−n = 0. Usando esto y la ecuación (15) vemos que

a1x1 +⋯ + anxn + b1y1 +⋯ + br−n yr−n = 0

y, como el conjunto B1 es linealmente independiente, que a1 = ⋯ = an = 0 y b1 = ⋯ = br−n = 0.
Así, todos los coeûcientes que aparecen en (15) son nulos. Esto implica, primero, que los r + s − n
vectores x1, . . . , xn, y1, . . . , yr−n, z1, . . . , zs−n son distintos dos a dos y, en segundo lugar, que el
conjunto B′ es linealmente independiente. Esto prueba (14), como queríamos.

1.9.5. Corolario. Sea V un espacio vectorial. Si U1 y U2 son subespacios de V de dimensión ûnita,
entonces el subespacio U1 +U2 de V también tiene dimensión ûnita y

dim(U1 +U2) ≤ dimU1 + dimU2.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de la Proposición 1.9.4, una vez que observamos
que dimU1 ∩U2 ≥ 0.

§10. Sumas directas de subespacios

1.10.1. SeaV un espacio vectorial y seanU1, . . . ,Uk subespacios deV . Decimos que los subespacios
U1, . . . , Uk son independientes si para cada i ∈ ⟦k⟧ se tiene que

Ui ∩ (U1 +⋯ +Ui
⋀

+⋯ +Uk) = 0.

Si además vale que V = U1 +⋯ +Uk , entonces decimos que V es la suma directa de U1, . . . , Uk y
escribimos V = U1 ⊕⋯⊕Uk .
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1.10.2. La siguiente observación nos permite hacer pruebas por inducción:

Lema. Sea V un espacio vectorial y sean U1, . . . , Uk subespacios de V . Si los subespacios U1, . . . , Uk
son independientes, entonces los subespacios U1, . . . , Uk−1 son independientes y, en consecuencia,
U1 +⋯ +Uk−1 es la suma directa de U1, . . . , Uk−1.

Demostración. En efecto, si los subespacios U1, . . . , Uk de V son independientes e i ∈ ⟦k − 1⟧,
entonces

Ui ∩ (U1 +⋯ +Ui
⋀

+⋯ +Uk−1) ⊆ Ui ∩ (U1 +⋯ +Ui
⋀

+⋯ +Uk−1 +Uk)

y esta última intersección es el subespacio nulo de V .

1.10.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial y sean U1, . . . , Uk subespacios de V . Las siguientes
tres aûrmaciones son equivalentes:

(a) Es V = U1 ⊕⋯⊕Uk .
(b) Para cada x ∈ V existen únicos x1 ∈ U1, . . . , xk ∈ Uk tales que x = x1 +⋯ + xk .
(c) Es V = U1 + ⋯ + Uk y si x1 ∈ U1, . . . , xk ∈ Uk son tales que x1 + ⋯ + xk = 0, entonces

x1 = ⋯ = xk = 0.

Demostración. (a)⇒ (b) Sea x ∈ V . Como V = U1 +⋯ +Uk , la Proposición 1.9.2 nos dice que
existen x1 ∈ U1, . . . , xk ∈ Uk tales que x = x1 +⋯ + xk . Así, vale la aûrmación de existencia de (b).
Para ver la unicidad, supongamos que los vectores x′1 ∈ U1, . . . , x′k ∈ Uk también son tales que
x = x′1 +⋯ + x′l . Se tiene entonces que

(x1 − x′1) +⋯ + (xl − x′k) = (x1 +⋯ + xk) − (x′1 +⋯ + x′k) = x − x = 0.

Si i ∈ ⟦k⟧, esto implica que

−(xi − x′i) = (x1 − x′1) +⋯ + (xi − x′i)
⋀

+⋯ + (xk − x′k)

y como el lado izquierdo de esta igualdad está en Ui y el lado derecho en U1 +⋯ +Ui
⋀

+⋯ +Uk ,
vemos que, de hecho, es

(xi − x′i) ∈ Ui ∩ (U1 +⋯ +Ui
⋀

+⋯ +Uk).

La hipótesis nos dice que esta intersección es el subespacio nulo de V , así que xi − x′i = 0, esto es,
xi = x′i . Concluimos así que también vale la aûrmación de unicidad de (b).

(b)⇒ (c) Si vale (b), entonces que V = U1 +⋯ +Uk es consecuencia inmediata de la Proposi-
ción 1.9.2 y la última aûrmación de (c) es el caso particular de (b) en el que x = 0.

(c)⇒ (a) Tenemos que veriûcar la condición de la deûnición 1.10.1. Sea i ∈ ⟦k⟧ y supongamos
que x es un elemento de Ui ∩ (U1 +⋯ +Ui

⋀

+⋯ +Uk). Esto signiûca, por un lado, que x ∈ Ui y,
por otro, que existen x1 ∈ U1, . . . , xi ∈ Uk

⋀

, . . . , xk ∈ Uk tales que x = x1 +⋯ + xi
⋀+⋯ + xk . Como

esto nos dice que

x1 +⋯ + xi−1 + x + xi+1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xk = 0,
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la hipótesis (c) implica, entre otras cosas, que x = 0. Así, la intersecciónUi∩(U1+⋯+Ui
⋀

+⋯+Uk)
sólo contiene al vector nulo y esto es lo que teníamos que probar.

1.10.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si U1, . . . , Uk subespacios independientes de V ,
todos de dimensión ûnita, entonces el subespacio U1⊕⋯⊕Uk de V también tiene dimensión ûnita y

dim(U1 ⊕⋯⊕Uk) = dimU1 +⋯ + dimUk .

Más aún, si para cada i ∈ ⟦k⟧ el conjunto Bi es ua base de Ui , entonces la unión B = B1 ∪⋯∪Bk
es una base de U1 ⊕⋯⊕Uk .

Demostración. Probemos la primera aûrmación haciendo inducción sobre k.
• Si k = 1, no hay nada que probar.
• Si k = 2, entonces que U1 y U2 sean subspacios indendientes de V signiûca que U1 ∩U2 = 0
y entonces las dos aûrmaciones del enunciado son consecuencia de la Proposición 1.9.4.

• Finalmente, sea n ≥ 2, supongamos que la proposición es cierta si k = n− 1 y seanU1, . . . ,Un
subespacios independientes de V . De acuerdo al Lema 1.10.2, los subespacios U1, . . . , Un−1
son independientes, así que la hipótesis inductiva nos permite concluir que

dim(U1 ⊕⋯⊕Un−1) = dimU1 +⋯ + dimUn−1.

Por otro lado, los subespacios U1 ⊕ ⋯ ⊕ Un−1 y Un de V son independientes, ya que la
hipótesis nos dice que (U1 +⋯+Un−1) ∩Un = 0, y entonces el caso k = 2 de la proposición,
ya que probamos, implica que

dim(U1 ⊕⋯⊕Un) = dim((U1 ⊕⋯⊕Un−1)⊕Un)
= dim(U1 ⊕⋯⊕Un−1) + dimUn

= dimU1 +⋯ + dimUn−1 + dimUn .

Esto completa la inducción.

Hacer: La última aûrmación.

1.10.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sean U1, . . . , Uk subspacios
de V . Si V = U1 +⋯ +Uk y dimV = dimU1 +⋯ + dimUk , entonces V = U1 ⊕⋯⊕Uk .

Demostración. Hacer.

1.10.6. Proposición. Sea V un espacio vectoria, sean V1, . . . , Vr subespacios de V y supongamos que
V = V1 ⊕⋯⊕Vr . Si para cada i ∈ ⟦r⟧ tenemos un subespacio Ui de Vi y ponemos U = U1 +⋯+Ur ,
entonces, de hecho, esta suma es directa, demanera que U = U1 ⊕⋯⊕Ur .

Demostración. Hacer.
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§11. Complementos y codimensión

1.11.1. Sea V un espacio vectorial. Si S es un subespacio de V , llamamos complemento de S en V
a todo subespacio T de V tal que V = S ⊕ T .

1.11.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial y seaW un subespacio de V . Si B es una base de V
y el conjunto B′ = B ∩W genera aW , entonces B′ es una base deW y el conjunto B′′ = B ∖B′′

es base de un complemento deW en V .

Demostración. Hacer.

1.11.3. Corolario. Si V es un espacio vectorial de dimensión ûnita, entonces todo subespacio de V
posee un complemento en V .

Demostración. Hacer.

1.11.4. Proposición. SeaV un espacio vectorial. Sea S un subespacio deV y T1 y T2 dos complementos
de S de V . Si T1 tiene dimensión ûnita, entonces T2 también tiene dimensión ûnita y, de hecho,
dimT1 = dimT2.

Demostración. Supongamos que T tiene dimensión ûnita, sea n = dimT1 y seaB = {x1, . . . , xn}
una base de T1. Para cada i ∈ ⟦n⟧ existen si ∈ S e yi ∈ T2 tales que xi = si + yi , ya que V = S ⊕ T2.
Sea y ∈ T2. Como V = S ⊕ T1, existen s ∈ S y x ∈ T1 tales que y = s + x. Como B es una base de T1,
existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1 +⋯ + anxn. Observemos que

y = s + x
= s + a1x1 +⋯ + anxn

= s + a1(s1 + y1) +⋯ + an(sn + yn)
= (s + a1s1 +⋯ + ansn) + (a1y1 +⋯ + an yn),

demanera que

y − (a1y1 +⋯ + an yn) = (s + a1s1 +⋯ + ansn).

Como el lado izquierdo de esta igualdad está en T2 y el derecho en S, de que S ∩ T2 = 0 podemos
deducir que, de hecho, ambos lados son nulos y, en particular, que y = a1y1 +⋯ + an yn. Esto nos
dice que el conjunto {y1, . . . , yn} genera a T2: así, este subespacio de V tiene dimensión ûnita
y dimT2 ≤ n = dimT1.

Ahora que sabemos que T2 también tiene dimensión ûnita podemos repetir el razonamien-
to que acabamos de hacer pero con los roles de T1 y de T2 intercambiados: concluiremos que
dimT1 ≤ dimT2 y, en deûnitiva, que T1 y T2 tienen lamisma dimensión, como aûrma la proposi-
ción.
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1.11.5. Si V es un espacio vectorial, decimos que un subespacio S de V tiene codimensión ûnita
enV si posee un complemento enV de dimensión ûnita y en caso contrario que tiene codimensión
inûnita en V . Observemos que la Proposición 1.11.4 nos dice que si S tiene codimensión ûnita
entonces todos sus complementos tienen dimensión ûnita y, de hecho, que todos tienen lamisma
dimensión: llamamos codimensión de S en V a la dimensión común de sus complementos.

1.11.6. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si V tiene dimensión ûnita, entonces todo sub-
espacio S de V tiene codimensión ûnita y

dim S + codimV S = dimV .

Demostración. Supongamos que V tiene dimensión ûnita, sea n = dimV y sea S un subespacio
de V . La Proposicion 1.7.6 que S tiene dimensión ûnita y que si r = dim S entonces r ≤ n. Sea
B′ = {x1, . . . , xr} una base de S; de acuerdo a la Proposición 1.7.8, hay vectores xr+1, . . . , xn ∈ V
tales queB = {x1, . . . , xn} es una base de V . Consideremos el subespacio T = ⟨xr+1, . . . , xn⟩ de V .
Como el conjuntoB′′ = {xr+1, . . . , xn} tiene n−r elementos, estos son linealmente independientes
y generan a T , es claro que dimT = n − r. Para completar la prueba de la proposición bastará que
mostremos que T es un complemento para S en V , esto es, que V = S ⊕ T .

• Sea x ∈ V . Como el conjunto B es una base de V , hay escalares a1, . . . , an ∈ k tales que
x = a1x1 +⋯ + anxn. Si ponemos s = a1x1 +⋯ + arxr y t = ar+1xr+1 +⋯ + anxn, entonces
s ∈ S, t ∈ T y claramente x = s + t ∈ S + T . Esto muestra que V = S + T .

• Por otro lado, supongamos que x ∈ S ∩ T . Como B′ y B′′ son bases de S y de T , res-
pectivamente, existen escalares a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ∈ k tales que x = a1x1 +⋯ + arxr y
x = b1xr+1 +⋯ + bn−rxn. Esto implica que

a1x1 +⋯ + arxr + (−b1)xr+1 +⋯ + (−bn−r)xn = 0

y, como B es linealmente independiente, que a1 = ⋯ = ar = 0. Esto nos dice que x = 0 y,
entonces, que S ∩ T = 0.

La proposición queda así probada.

1.11.7. Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si S y S′ son subespacios de V tales que S ⊆ S′,
entonces las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) S tiene codimensión ûnita en V .
(b) S tiene codimensión ûnita en S′ y S′ tiene codimensión ûnita en V .

Cuando valen, entonces

codimV S = codimS′ S + codimV S′.

Demostración. Hacer.
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Capítulo 2
Funciones lineales

§1. Funciones lineales

2.1.1. Sean V yW espacios vectoriales. Decimos que una función f ∶ V →W es lineal, o que es
un homomorûsmo de espacios vectoriales, si

f (x + y) = f (x) + f (y), f (λ ⋅ x) = λ ⋅ f (x)

para cada x, y ∈ V y cada λ ∈ k. Si además es W = V , demanera que el dominio y codominio
de f coinciden, decimos que f es un endomorûsmo de V .

2.1.2. Ejemplos.
(a) Si V es un espacio vectorial, entonces la función identidad idV ∶ x ∈ V ↦ x ∈ V es lineal. Más

generalmente, si U es un subespacio de V , entonces la función de inclusión x ∈ U ↦ u ∈ V
es lineal.

(b) Si V es un espacio vectorial, la función constante x ∈ V ↦ 0 ∈ V con valor el elemento cero
de V es lineal.

(c) Sean m y n enteros positivos. Si A ∈ Mm,n(k) es una matriz de m ûlas y n columnas con
entradas en k, entonces la función x ∈ kn ↦ Ax ∈ km es lineal. Mostraremos más adelante
que, de hecho, todas las funciones lineales kn → km son de esta forma.

(d) Sea X un conjunto y sea kX el espacio vectorial de todas las funciones X → k. Si x ∈ X,
entonces la función f ∈ kX ↦ f (x) ∈ k es lineal.

(e) Sea C(R) el espacio vectorial real de todas las funciones continuas R → R y sea C1(R) el
subespacio de C(R) de aquellas funciones que son derivables y tienen derivada continua. La
función f ∈ C1(R)↦ f ′ ∈ C(R) es lineal.

(f) Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y seaB = (x1, . . . , xn) una base ordenada
de V . La función x ∈ V ↦ [x]B ∈ kn quemanda cada vector de V a la n-upla ordenada de
sus coordenadas con respecto aB es una función lineal. ◇
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2.1.3. Proposición. Sean U , V y W espacios vectoriales. Si f ∶ U → V y g ∶ V →W son funciones
lineales, entonces la composición g ○ f ∶ U →W también es una función lineal.

Demostración. Sean f ∶ U → V y g ∶ V → W funciones lineales. Para ver que la composición
g ○ f ∶ U →W es lineal, veriûcamos las dos condiciones de la deûnición:

• Si x e y son dos vectores de U , entonces

(g ○ f )(x + y) = g( f (x + y)) = g( f (x) + f (y)) = g( f (x)) + g( f (y))
= (g ○ f )(x) + (g ○ f )(y).

• Si λ ∈ k y x ∈ U es

(g ○ f )(λx) = g( f (λx)) = g(λ f (x)) = λg( f (x)) = λ(g ○ f )(x).

2.1.4. El siguiente resultado nos da, por un lado, una forma sistemática de construir funciones
lineales y, por otro, una forma de compararlas:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y seaB = {x1, . . . , xn} una base
de V . Si W es un espacio vectorial e y1, . . . , yn ∈ W son n elementos deW , entonces existe una y
sólo una función lineal f ∶ V →W tal que f (xi) = yi para cada i ∈ ⟦n⟧.

Demostración. Sea W un espacio vectorial y sean y1, . . . , yn ∈ W . Construimos una función
f ∶ V →W de la siguientemanera: si x ∈ V , entonces hay escalares a1, . . . , an ∈ k unívocamente
determinados por x tales que x = a1x1 +⋯ + anxn, y podemos poner

f (x) = a1y1 +⋯ + an yn .

Veamos que la función que obtenemos así es lineal y que satisface la condición del enunciado:

• Supongamos que x y x′ son elementos de V . Sean a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ k escalares tales
que x = a1x1+⋯+ anxn y x′ = b1x1+⋯+bnxn. De acuerdo a la deûnición de f , es entonces
f (x) = a1y1 +⋯ + an yn y f (x′) = b1y1 +⋯ + bn yn y, en consecuencia,

f (x) + f (x′) = (a1y1 +⋯ + an yn) + (b1y1 +⋯ + bn yn)
= (a1 + b1)y1 +⋯ + (an + bn)yn . (1)

Por otro lado, como

x + x′ = (a1x1 +⋯ + anxn) + (b1x1 +⋯ + bnxn) = (a1 + b1)x1 +⋯ + (an + bn)xn ,

la deûnición de f nos dice que

f (x + x′) = (a1 + b1)y1 +⋯ + (an + bn)yn . (2)

Como los miembros derechos de las igualdades (1) y (2) son iguales, los izquierdos también
lo son y tenemos que f (x + x′) = f (x) + f (x′).
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• Sean ahora λ ∈ k y x ∈ V . Sean a1, . . . , an ∈ k los escalares tales que x = a1x1 + ⋯ + anxn,
demanera que f (x) = a1y1 +⋯ + an yn. Como λx = λa1x1 +⋯ + λanxn, es

f (λx) = λa1y1 +⋯ + λan yn = λ(a1y1 +⋯ + an yn) = λ f (x).

• Finalmente, si i ∈ ⟦n⟧, es claro que xi = 0x1 +⋯ + 0xi−1 + 1xi + 0xi+1 +⋯ + 0xn, así que la
deûnición de f nos dice que f (xi) = 0y1 +⋯ + 0yi−1 + 1yi + 0yi+1 +⋯ + 0yn = yi .

Con esto, la aûrmación de existencia de la proposición queda probada. Veamos la unicidad.
Supongamos que g, g′ ∶ V →W son dos funciones lineales tales que g(xi) = yi y g′(xi) = yi

para cada i ∈ ⟦n⟧. Si x ∈ X, existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1+⋯+anxn y entonces,
como g es lineal, se tiene que

g(x) = g(a1x1 +⋯ + anxn) = a1g(x1) +⋯ + ang(xn) = a1y1 +⋯ + an yn .

De lamisma forma, es g′(x) = a1y1 +⋯+ an yn y, en consecuencia, g(x) = g′(x). Las funciones g
y g′ son, por lo tanto, iguales.

§2. Imagen y preimagen

2.2.1. Sean V yW espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal. Si U es un subespacio
de V , la imagen de U por f es el subconjunto

f (U) = { f (x) ∶ x ∈ U}

deW . Por otro lado, si U es un subespacio deW , la preimagen de U por f es el subconjunto

f −1(U) = {x ∈ V ∶ f (x) ∈ U}

de V . En particular, llamamos imagen de f y escribimos Im( f ) a la imagen f (V) de V por f ,
y llamamos núcleo de f y escribimos Nu( f ) a la preimagen f −1(0) del subespacio nulo deW .

2.2.2. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal.
(i) Si U es un subespacio deW , entonces la preimagen f −1(U) de U por f es un subespacio de V .
En particular, el núcleo Nu( f ) de f es un subespacio de V .

(ii) Si U es un subespacio de V , entonces la imagen f (U) de U por f es un subespacio deW .
En particular, la imagen Im( f ) de f es un subespacio deW .

Demostración. (i) Sea U un subespacio deW . Veriûquemos que f −1(U) es un subespacio de V :
• Como f (0) = 0 ∈ U , es 0 ∈ f −1(U).
• Si x, y ∈ f −1(U), entonces f (x) ∈ U y f (y) ∈ U . Como U es un subespacio deW , se sigue
de esto que f (x + y) = f (x) + f (y) ∈ U , demanera que x + y ∈ f −1(U).
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• Si λ ∈ k y x ∈ f −1(U), tenemos que f (λx) = λ f (x) ∈ U , porque f (x) ∈ U , y entonces
λx ∈ f −1(U).

(ii) Sea ahora U un subespacio de V .

• Como 0 ∈ U , es 0 = f (0) ∈ f (U).
• Si x, y ∈ f (U), existen v, w ∈ U tales que x = f (v) e y = f (w) y entonces

x + y = f (v) + f (w) = f (v +w) ∈ f (U),

ya que v +w ∈ U .
• Si λ ∈ k y x ∈ f (U), demanera que existe v ∈ U tal que x = f (v), es

λx = λ f (v) = f (λv) ∈ f (U)

porque λv ∈ U .

Esto muestra que f (U) es un subespacio deW .

§3.Monomoräsmos y epimoräsmos

2.3.1. Sean V yW espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal. Decimos que

• f es un monomorûsmo si es inyectiva, y que
• f es un epimorûsmo si es sobreyectiva.

2.3.2. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V → W una función lineal. Las
siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) La función f es un monomorûsmo.
(b) El núcleo Nu( f ) de f es el subespacio nulo de V .
(c) Si S es un subconjunto linealmente independiente de V , entonces la imagen f (S) de S por f

es un subconjunto linealmente independiente deW .

Demostración. (a)⇒ (b) Supongamos que f es inyectiva. Si x ∈ Nu( f ), entonces f (x) = 0 = f (0),
así que la hipótesis implica que x = 0: vemos que el núcleo Nu( f ) sólo contiene al vector nulo
de V y que, en consecuencia, es el subespacio nulo de V .

(b)⇒ (c) Supongamos que Nu( f ) = 0 y probemos la aûrmación contrarrecíproca de la de (c).
Sea S un subconjunto de V y supongamos que su imagen f (S) por f es linealmente dependiente.
Esto signiûca que existen elementos y1, . . . , yn ∈ f (S) distintos dos a dos y escalares a1, . . . , an ∈ k
no todos nulos tales que a1y1 + ⋯ + an yn = 0. Ahora bien, como los vectores y1, . . . , yn están
en f (S), existen vectores x1, . . . , xn ∈ S tales que yi = f (xi) para cada i ∈ ⟦n⟧ y, como aquéllos
son distintos dos a dos, éstos también lo son. Observemos que

f (a1x1 +⋯ + anxn) = a1 f (x1) +⋯ + an f (xn) = a1y1 +⋯ + an yn = 0,
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así que a1x1 +⋯ + anxn ∈ Nu( f ). La hipótesis de que Nu( f ) = 0 nos dice entonces que, de hecho,
es a1x1 +⋯ + anxn = 0 y esto muestra que el conjunto S es linealmente dependiente .

(c)⇒ (a) Si f no es unmonomorûsmo, entonces existen dos vectores distintos x e y en V tales
que f (x) = f (y) y entonces la imagen del conjunto S = {x− y}, que es linealmente independiente,
es el conjunto f (S) = {0}, que no lo es.

2.3.3. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V → W una función lineal. Las
siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) La función f es un epimorûsmo.
(b) La imagen Im( f ) de f es W .
(c) Si S es un subconjunto de V que genera a V , entonces la imagen f (S) de S por f genera aW .

Demostración. Observemos que la equivalencia entre las aûrmaciones (a) y (b) es inmediata.
(a)⇒ (c) Supongamos que f es un epimorûsmo, sea S un subconjunto de V tal que V = ⟨S⟩

y mostremos queW = ⟨ f (S)⟩. Sea y ∈W . Como f es sobreyectiva, existe x ∈ V tal que f (x) = y,
y como S genera a V , existen x1, . . . , xn ∈ S y a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1+⋯+ anxn. Entonces

y = f (x) = f (a1x1 +⋯ + anxn) = a1 f (x1) +⋯ + an f (xn) ∈ ⟨ f (S)⟩,

ya que, por supuesto, los vectores f (x1), . . . , f (xn) están en f (S).
(c)⇒ (a) Probemos la implicación contrarrecíproca: supongamos que f no es sobreyectiva

y mostremos que existe un subconjunto S de V que genera a V y tal que f (S) no genera aW .
De hecho, podemos poner simplemente S = V , que claramente genera a V . Sabemos que f (S) es
un subespacio deW y, como f no es sobreyectiva, que es un subespacio propio: esto nos dice que
⟨ f (S)⟩ = f (S) ⊊W , como queríamos.

§4. Isomoräsmos

2.4.1. Sean V yW espacios vectoriales. Una función lineal f ∶ V →W es un isomorûsmo si existe
otra función lineal g ∶W → V tal que g ○ f = idV y f ○ g = idW ; observemos que en ese caso esta
función g también es un isomorûsmo, al que llamamos el isomorûsmo inverso de f . Por otro lado,
decimos que el espacio V es isomorfo al espacioW , y escribimos V ≅W , si existe un isomorûsmo
V →W .

2.4.2. Proposición. Sean V yW espacios vectoriales. Una función lineal f ∶ V →W es un isomorûs-
mo si y solamente si es biyectiva. Cuando es ése el caso, la función inversa f −1 ∶W → V es también
un isomorûsmo.

Demostración. Sea f ∶ V → W un isomorûsmo y sea g ∶ W → W el isomorûsmo inverso de f ,
demanera que g ○ f = idV y f ○ g = idW . Si x ∈ Nu( f ), entonces x = g( f (x)) = g(0) = 0: esto
nos dice que la función f es inyectiva. Por otro lado, si y ∈ W , entonces y = f (g(y)) ∈ Im( f ):
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la función f es por lo tanto sobreyectiva. Así, f es biyectiva y esto prueba la necesidad de la
condición.

Veamos ahora la suûciencia. Supongamos que f ∶ V →W es una función lineal biyectiva y
mostremos que se trata de un isomorûsmo. Ahora bien, como f es biyectiva, posee una función
inversa f −1 ∶W → V y es suûciente que probemos que se trata de una función lineal, ya que por
supuesto vale que f −1 ○ f = idV y f ○ f −1 = idW .

• Sean x e y dos elementos deW . Como f −1 ○ f = idV y f es lineal,

f ( f −1(x + y)) = x + y = f ( f −1(x) + f ( f −1(y)) = f ( f −1(x) + f −1(y)),

demanera que los vectores f −1(x + y) y f −1(x) + f −1(y) tienen lamisma imagen por f .
Como f es inyectiva, esto implica que f −1(x + y) = f −1(x) + f −1(y).

• Sean λ ∈ k y x ∈W . Usando otra vez que f −1 ○ f = idV y que f es lineal vemos que

f ( f −1(λx)) = λx = λ f ( f −1(x)) = f (λ f −1(x))

y, como f es inyectiva, que f −1(λx) = λ f −1(x).
Esto completa la prueba de la proposición.

2.4.3. Proposición. La relación de isomorûsmo entre espacios vectoriales es una relación de equiva-
lencia, esto es:

• es re�exiva: cualquiera sea el espacio vectorial V , se tiene que V ≅ V ;
• es simétrica: si V y W son espacios vectoriales y V ≅W , entonces W ≅ V ; y
• es transitiva: si U , V y W son espacios vectoriales y se tiene que U ≅ V y V ≅ W , entonces

también es U ≅W .

Demostración. Veamos las tres aûrmaciones de a una:

• Si V es un espacio vectorial, sabemos que la función identidad idV ∶ x ∈ V ↦ x ∈ V es lineal
y, como claramente es biyectiva, se trata de un isomorûsmo: se sigue de esto que V ≅ V .

• Supongamos que V y W son espacios vectoriales y supongamos que V ≅ W , demanera
que existe un isomorûsmo f ∶ V →W . De acuerdo a la Proposición 2.4.2, sabemos que la
función inversa f −1 ∶W → V también es un isomorûsmo y entonces W ≅ V .

• Sean U , V y W espacios vectoriales tales que U ≅ V y V ≅ W , de manera que existen
isomorûsmos f ∶ U → V y g ∶ V →W . La Proposición 2.1.3 nos dice que la composición
g ○ f ∶ U →W es una función lineal. Como es además biyectiva, se trata de un isomorûsmo
y, por lo tanto, U ≅ V .

2.4.4. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V → W una función lineal. Las
siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) La función f es un isomorûsmo.
(b) Es Nu( f ) = 0 e Im( f ) =W .
(c) Si S es una base de V , entonces su imagen f (S) por f es una base deW .
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Demostración. Esto sigue inmediatamente de las Proposiciones 2.3.2 y 2.3.3, junto con el resultado
de la Proposición 2.4.2 que nos dice que una función lineal es un isomorûsmo si y solamente si es
a la vez un monomorûsmo y un epimorûsmo.

2.4.5. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales.
(i) Si V ≅W y V tiene dimensión ûnita, entonces W tiene dimensión ûnita y dimV = dimW .
(ii) Recíprocamente, si V y W tienen dimensión ûnita y dimV = dimW , entonces V ≅W .

Demostración. (i) Si V ≅W y V tiene dimensión ûnita, entonces hay un isomorûsmo f ∶ V →W
y una base ûnitaB de V . De acuerdo a la Proposición 2.4.4, el conjunto f (B) es una base deW y,
como es ûnita,W tiene dimensión ûnita. Más precisamente, como f es una biyección,B y f (B)
tienen lamisma cantidad de elementos, así que dimV = dimW .

(ii) Supongamos que V yW tienen dimensión ûnita y que dimV = dimW , y sea n = dimV .
Sean B = {x1, . . . , xn} y B′ = {y1, . . . , yn} bases de V y de W , respectivamente. La Proposi-
ción 2.1.4 nos dice que existen funciones lineales f ∶ V →W y g ∶ W → V tales que f (xi) = y1
y g(yi) = xi para cada i ∈ ⟦n⟧.

La función g○ f ∶ V → V es lineal y es tal que (g○ f )(xi) = xi para cada i ∈ ⟦n⟧: se trata de una
función lineal V → V que coincide sobre la baseB de V con la función identidad idV ∶ V → V ,
y la Proposición 2.1.4 implica entonces que g ○ f = idV . De la misma forma, podemos ver que
f ○ g = idW y, en consecuencia, concluir que f es un isomorûsmo. Así, V y W son espacios
vectoriales isomorfos, como aûrma la proposición.

§5. El teorema de la dimensión

2.5.1. Teorema. Sean V y W dos espacios vectoriales y sea f ∶ V → W una función lineal. Son
equivalentes las siguientes aûrmaciones:

(a) El espacio vectorial V tiene dimensión ûnita.
(b) Tanto el núcleo Nu( f ) como la imagen Im( f ) de f tienen dimensión ûnita.

Cuando estas aûrmaciones se cumplen, se tiene además que

dimV = dimNu( f ) + dim Im( f ). (3)

Demostración. Supongamos primero que V tiene dimensión ûnita y sea n = dimV . ComoNu( f )
es un subespacio de V , la Proposición 1.7.6 nos dice que tiene dimensión ûnita. Sea r su dimensión
y sea {x1, . . . , xr} una de sus bases. Como Nu( f ) está contenido en V , este conjunto {x1, . . . , xr}
está contenido en V y es allí linealmente independiente. La Proposición 1.7.8 nos dice que existen
vectores xr+1, . . . , xn ∈ V tales que el conjunto B = {x1, . . . , xr , xr+1, . . . , xn} es una base de V .
Mostraremos que

el subconjunto B′ = { f (xr+1), . . . , f (xn)} deW tiene n − r elementos y es una
base de Im( f ). (4)
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Se sigue de esto que Im( f ) tiene dimensión ûnita, que dim Im( f ) = n − r y, en consecuencia, que

dimV = n = r + (n − r) = dimNu( f ) + dim Im( f ).

Esto probará que la aûrmación (a) del teorema implica la aûrmación (b) y que cuando vale aquella
vale la igualdad (3).

Veamos entonces (4) Sea primero y ∈ Im( f ), demanera que existe x ∈ V tal que y = f (x).
Como B es una base de V , existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1+⋯+anxn y entonces

y = f (x) = f (a1x1 +⋯ + anxn)
= b1 f (x1) +⋯ + an f (xn)
= ar+1 f (xr+1) +⋯ + an f (xn) ∈ ⟨B′⟩,

porque f (x1) = ⋯ = f (xr) = 0. Vemos así que el conjunto B′ genera a Im( f ).
Por otro lado, supongamos que b1, . . . , bn−r ∈ k son escalares tales que

b1 f (xr+1) +⋯ + bn−r f (xn) = 0.

Como f es lineal, esto nos dice que f (b1xr+1 +⋯ + bn−rxn) = 0 y, en consecuencia, que el vector
b1xr+1 +⋯ + bn−rxn está en el núcleo Nu( f ). Como el conjunto {x1, . . . , xr} es una base de este
subespacio, existen entonces escalares c1, . . . , cr ∈ k tales que

c1x1 +⋯ + crxr = b1xr+1 +⋯ + bn−rxn .

Ahora bien: como el conjunto B es una base, es linealmente independiente y esta última igualdad
implica que, entre otras cosas, b1 = ⋯ = bn−r = 0. Concluimos de esta forma que los n − r vectores
f (xr+1), . . . , f (xn) son distintos dos a dos y que el conjunto B′ es linealmente independiente.

Para completar la prueba del teorema, tenemos quemostrar que vale la implicación (b)⇒ (a).
Supongamos que Nu( f ) e Im( f ) tienen dimensión ûnita, sean r = dimNu( f ) y s = dim Im( f )
y sean B′ = {x1, . . . , xr} y B′′ = {y1, . . . , ys} bases de Nu( f ) y de Im( f ), respectivamente.
Si i ∈ ⟦s⟧, el vector yi está en Im( f ), así que existe zi ∈ V tal que f (zi) = yi . En vista de la
Proposición 1.6.3, para ver que V tiene dimensión ûnita bastará que veamos que el conjunto
B = {x1, . . . , xr , z1, . . . , zs} genera a V .

Sea entonces x ∈ V . Como f (x) ∈ Im( f ) y el conjunto B′′ es una base de Im( f ), existen
escalares b1, . . . , bs ∈ k tales que f (x) = b1y1 +⋯ + bs ys y entonces

f (x − (b1z1 +⋯ + bszs)) = f (x) − f (b1z1 +⋯ + bszs)
= f (x) − (b1 f (z1) +⋯ + bs f (zs))
= f (x) − (b1y1 +⋯ + bs ys)
= f (x) − f (x)
= 0.
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Así, el vector x −(b1z1+⋯+bszs) está enNu( f ) y, como B′ es una base de ese subespacio, existen
escalares a1, . . . , ar ∈ k tales que

x − (b1z1 +⋯ + bszs) = a1x1 +⋯ + arxr .

Por supuesto, esto nos dice que

x = a1x1 +⋯ + arxr + b1z1 +⋯ + bszs ∈ ⟨B⟩

y prueba, en deûnitiva, queB genera a V , como queríamos.

2.5.2. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal.
(i) Si f es sobreyectiva y V tiene dimensión ûnita, entonces W también tiene dimensión ûnita

y dimW ≤ dimV .
(ii) Si f es inyectiva y W tiene dimensión ûnita, entonces V también tiene dimensión ûnita y

dimV ≤ dimW .

Demostración. (i) Supongamos que f es sobreyectiva y que V tiene dimensión ûnita. Esto último,
de acuerdo al Teorema 2.5.1, implica que Nu( f ) yW = Im( f ) tienen dimensión ûnita y que

dimV = dimNu( f ) + dim Im( f ) ≥ dim Im( f ) = dimW .

(ii) Supongamos ahora que f es inyectiva y queW tiene dimensión ûnita. La imagen Im( f )
de f , que es un subespacio deW , tiene entonces dimensión ûnita. Por otro lado, como la función f
es inyectiva, su núcleo Nu( f ) es el subespacio nulo de V , que tiene dimensión ûnita —nula, de
hecho— y el Teorema 2.5.1 nos dice que V tiene dimensión ûnita y que

dimV = dimNu( f ) + dim Im( f ) = dim Im( f ) ≤ dimW ,

como aûrma el enunciado.

2.5.3. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal. Si V y W
tienen dimensión ûnita y dimV = dimW , entonces las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) f es un isomorûsmo.
(b) f es un monomorûsmo.
(c) f es un epimorûsmo.

Demostración. Supongamos que los espaciosV yW tienen dimensión ûnita y que dimV = dimW .
Es claro que si f es un isomorûsmo, entonces es un monomorûsmo y un epimorûsmo: esto nos
dice que (a) implica a (b) y a (c). Veamos las implicaciones recíprocas. Del Teorema 2.5.1 sabemos
que

dimV = dimNu( f ) + dim Im( f ). (5)

Si f es un monomorûsmo, entonces el núcleo de f es el subespacio nulo de V y la igualdad (5)
nos dice que dimW = dimV = dim Im( f ): como Im( f ) es un subespacio deW , esto implica
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que Im( f ) = W , esto es, que f es sobreyectiva. Si, en cambio, f es un epimorûsmo, entonces
Im( f ) =W , demanera que dim Im( f ) = dimW = dimV y, de acuerdo a (5), dimNu( f ) = 0. Esto
signiûca que Nu( f ) = 0 y, en consecuencia, que f es inyectiva.

§6. El espacio de homomoräsmos entre dos espacios vectoriales

2.6.1. Si W son dos espacios vectoriales, escribimos hom(V ,W) al conjunto de las funciones
lineales V →W . Es un subconjunto del espacio vectorial WV de todas las funciones V →W que
construimos en el Ejemplo 1.2.4(b) y, de hecho, se trata de un subespacio:

• El elemento nulo deWV es la función constante nula x ∈ V ↦ 0 ∈ W y esta función es
lineal, por lo que pertenece a hom(V ,W).

• Si f , g ∈ hom(V ,W), entonces f + g ∈ hom(V ,W): en efecto, para cada x, y ∈ V tenemos
que

( f + g)(x + y) = f (x + y) + g(x + y)
= f (x) + f (y) + g(x) + g(y)
= f (x) + g(x) + f (y) + g(y)
= ( f + g)(x) + ( f + g)(y)

y para cada λ ∈ k y x ∈ V , que

( f + g)(λx) = f (λx) + g(λx)
= λ f (x) + λg(x)
= λ( f (x) + g(x))
= λ( f + g)(x).

• Si λ ∈ k y f ∈ hom(V ,W) entonces λ f ∈ hom(V ,W), ya que para cada x, y ∈ V es

(λ f )(x + y) = λ f (x + y)
= λ( f (x) + f (y))
= λ f (x) + λ f (y)
= (λ f )(x) + (λ f )(y)

y para cada µ ∈ k y x ∈ V , que

(λ f )(µx) = λ f (µx)
= λµ f (x)
= µλ f (x)
= µ(λ f )(x).
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Desde ahora en adelante, cada vez que veamos a hom(V ,W) lo consideraremos con la estructura
de espacio vectorial que tiene como subespacio deWV .

2.6.2. SiU , V yW son espacios vectoriales, decimos que una función β ∶ V ×W → U es bilineal si

β(x + x′, y) = β(x , y) + β(x′, y), β(λx , y) = λβ(x , y),
β(x , y + y′) = β(x , y) + β(x , y′), β(x , λy) = λβ(x , y)

para cada x, x′ ∈ V , y, y′ ∈ W , λ ∈ k. Observemos que las primeras dos condiciones nos dicen
que para todo y ∈ W la función x ∈ V ↦ β(x , y) ∈ U es lineal, mientras que las dos últimas
condiciones que para todo x ∈ V la función y ∈W ↦ β(x , y) ∈ U es lineal: decimos por eso que
una función bilineal es una que es lineal en cada una de sus dos variables.

2.6.3. Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales. La función

ε ∶ ( f , x) ∈ hom(V ,W) × V ↦ f (x) ∈W

es bilineal.

Demostración. Sean f , f ′ ∈ hom(V ,W), x, x′ ∈ V y λ ∈ k. Calculando, vemos que

ε( f + f ′, x) = ( f + f ′)(x) = f (x) + f ′(x) = ε( f , x) + ε( f ′, x),
ε(λ f , x) = (λ f )(x) = λ f (x) = λε( f , x),
ε( f , x + x′) = f (x + x′) = f (x) + f (x′) = ε( f , x) + ε( f , x′)

y

ε( f , λx) = f (λx) = λ f (x) = λε( f , x),

y estas cuatro igualdades nos dicen que la función ε es bilineal.

2.6.4. Proposición. Sean U , V y W espacios vectoriales. La función

β ∶ ( f , g) ∈ hom(V ,W) × hom(U ,V)↦ f ○ g ∈ hom(U ,W)

es bilineal.

Demostración. Sean f , f ′ ∈ hom(V ,W), g ∈ hom(U ,V) y λ ∈ k, y veriûquemos las dos primeras
condiciones de la deûnición:

• Para cada x ∈ U es

β( f + f ′, g)(x) = (( f + f ′) ○ g)(x)
= ( f + f ′)(g(x))
= f (g(x)) + f ′(g(x))
= ( f ○ g)(x) + ( f ′ ○ g)(x)
= β( f , g)(x) + β( f ′, g)(x)
= (β( f , g) + β( f ′, g))(x)
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así que β( f + f ′, g) = β( f , g) + β( f ′, g),
• Para cada x ∈ U , calculamos que

β(λ f , g)(x) = ((λ f ) ○ g)(x)
= (λ f )(g(x))
= λ f (g(x))
= λ( f ○ g)(x)
= λβ( f , g)(x),

así que β(λ f , g) = λβ( f , g).
La veriûcación de las otras dos condiciones es enteramente similar.

§7. El álgebra de endomoräsmos de un espacio vectorial

2.7.1. Un álgebra sobre k es un espacio vectorial A dotado de una operación demultiplicación

⋅ ∶ A× A→ A

tal que

(A1) lamultiplicación ⋅ es una función bilineal;

(A2) lamultiplicación ⋅ es asociativa: para cada a, b, c ∈ A se tiene que (a ⋅b) ⋅ c = a ⋅(b ⋅ c);
(A3) lamultiplicación ⋅ posee un elemento neutro: existe un elemento 1 ∈ A tal que para

cada a ∈ A se tiene que a ⋅ 1 = a y 1 ⋅ a = a.
Es importante observar que no exigimos que lamultiplicación de un álgebra sea conmutativa y, de
hecho, en general no lo es.

2.7.2. Ejemplos.
(a) Veamos al cuerpo k con su estructura usual de espacio vectorial sobre k. Si dotamos a k de

lamultiplicación ⋅ ∶ k × k→ k que tiene en tanto cuerpo, k es un álgebra sobre k.
(b) Más generalmente, si K es un cuerpo y k ⊆ K es un subcuerpo de K, vimos en el Ejemplo

1.2.5(c) que podemos ver a K como un espacio vectorial sobre k de manera natural y, de
hecho, si lo dotamos de su multiplicación, resulta ser un álgebra sobre k.

(c) Sea k[X] el espacio vectorial de los polinomios en la variable X con coeûcientes en k. La
multiplicación ⋅ ∶ k[X]× k[X]→ k[X] es bilineal, asociativa y posee un elemento neutro, así
que hace de k[X] un álgebra sobre k.

(d) Sea X un conjunto no vacío y sea kX el espacio vectorial de todas las funciones X → k,
como en el Ejemplo 1.2.4(a). Si dotamos a kX de la operación usual ⋅ ∶ kX × kX → kX de
multiplicación de funciones, entonces es un álgebra sobre k. ◇
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2.7.3. Los dos ejemplos de álgebras más importantes para nosotros son los que da la siguiente
proposición.

Proposición.
(i) Sea V un espacio vectorial. El espacio vectorial End(V) de los endomorûsmos de V es un

álgebra sobre k con respecto a la operación demultiplicación

⋅ ∶ ( f , g) ∈ End(V) × End(V)↦ f ○ g ∈ End(V)

dada por la composición.
(ii) Sea n ∈ N. El espacio vectorialMn(k) de las matrices cuadradas de n ûlas y n columnas es un

álgebra sobre k con respecto a la operación demultiplicación matricial

⋅ ∶ (A, B) ∈Mn(k) ×Mn(k)↦ AB ∈Mn(k).

Demostración. (i) Sabemos de la Proposición 2.6.4 que esta operación es bilineal. Es asociativa
porque la composición de funciones es una operación asociativa y claramente tiene a la función
identidad idV ∈ End(V) como elemento neutro.

(ii) Esto es consecuencia de la distributividad y la asociatividad de lamultiplicación matricial,
y de que lamatriz identidad In es un elemento neutro para lamultiplicación.

§8. Lamatriz asociada a una función lineal

2.8.1. Sean V yW dos espacios vectoriales de dimensión ûnita, sean n = dimV y m = dimW sus
dimensiones, y sean B = (x1, . . . , xn) y B′ = (y1, . . . , ym) bases ordenadas de V y deW , respec-
tivamente. Si f ∶ V →W es una función lineal, para cada i ∈ ⟦n⟧ hay escalares a1,i , . . . , am,i ∈ k
bien determinados tales que

f (xi) = a1,i yi +⋯ + am,i ym ,

las coordenadas de f (xi) con respecto a la baseB′. De estamanera obtenemos mn elementos
de k, que podemos ordenar en forma de unamatriz

⎛
⎜⎜
⎝

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
am,1 ⋯ am,n

⎞
⎟⎟
⎠
∈Mm,n(k)

dem ûlas y n columnas con entradas en k, a la que llamamos lamatriz de f con respecto a las bases
ordenadas B y B′ y escribimos [ f ]BB′ . Explícitamente: para cada i ∈ ⟦n⟧, la i-ésima columna de
esta matriz tiene las coordenadas, en orden, de la imagen del i-ésimo vector de la base B con
respecto a la baseB′.
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2.8.2. Ejemplos.
(a) Sean m, n ∈ N, sea A = (ai, j) ∈ Mm,n(k) una matriz y consideremos la función lineal

fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km. Sean B = (x1, . . . , xn) y B′ = (y1, . . . , ym) son las bases ordenadas
estándares de kn y de km, respectivamente. Como el vector fA(xi) = Axi es la columna
i-ésima de lamatriz A, esto es, (a1,i , . . . , am,i)t, y este vector se escribe en la forma

fA(xi) = a1,i y1 +⋯ + am,i ym

en la base B′, vemos que la matriz de fA con respecto a las bases ordenadas B y B′ es
precisamente lamatriz A.

(b) Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea n = dimV . Si idV ∶ V → V es la función
identidad de V , entonces para cada base ordenadaB de V se tiene que

[idV ]BB = In =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋮
⋮ ⋱ 0
0 ⋯ 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

lamatriz identidad de n ûlas y n columnas. Observemos que es es cierto porque estamos
usando lamisma baseB tanto para el dominio como para el codominio de idV : si usásemos
bases distintas, lamatriz que obtendríamos sería otra.

(c) Sea n ∈ N y consideremos el espacio vectorial V = k[X]≤n de los polinomios con coeûcientes
en k de grado a lo sumo n. Sea f ∶ p ∈ V ↦ p′ ∈ V el endomorûsmo de V que manda
cada elemento de V a su derivada y sea B = {1, X , . . . , Xn} la base usual de V . Sabemos
que f (1) = 0 y que para cada i ∈ ⟦n⟧ es f (X i) = iX i−1. Esto implica inmediatamente que
lamatriz de f con respecto a las bases B de su dominio y B de su codominio es lamatriz
cuadrada de n + 1 ûlas y columnas

[ f ]BB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 ⋯ 0
0 2 0 ⋮

⋱ ⋱ ⋱
0 n − 1 0

⋮ 0 n
0 ⋯ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. ◇

2.8.3. La razón por la que estamos interesados en lamatriz de una función lineal es la siguiente:

Proposición. SeanV yW dos espacios vectoriales de dimensión ûnita y seanB yB′ bases ordenadas
de V y deW , respectivamente. Si f ∶ V →W es una función lineal y x ∈ V , entonces

[ f (x)]B′ = [ f ]BB′ ⋅ [x]B

y, de hecho, [ f ]BB′ es la únicamatriz con esta propiedad.
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En otras palabras: el vector de coordenadas del vector f (x) con respecto a la base ordenadaB′

es el producto de la matriz [ f ]B′
B de f y el vector de coordenadas [x]B de x con respecto a la

baseB.

Demostración. Sean n = dimV y m = dimW , y sean B = (x1, . . . , xn) y B′ = (y1, . . . , ym).
Sea f ∶ V → W una función lineal y sea x ∈ V . Si [x]B = (a1, . . . , an)t ∈ kn es el vector de
coordenadas de x y [ f ]BB′ = (bi, j) ∈Mm,n(k) es lamatriz de f , entonces

x = a1x1 +⋯ + anxn

y

f (x j) = b1, jy1 +⋯ + bm, jym

para cada j ∈ ⟦n⟧ y, en consecuencia,

f (x) = f (a1x1 +⋯ + anxn)
= a1 f (x1) +⋯ + an f (xn)
= a1(b1,1y1 +⋯ + bm,1ym) +⋯ + an(b1,n y1 +⋯ + bm,n ym)
= (b1,1a1 +⋯ + b1,nan)y1 +⋯ + (bm,1a1 +⋯ + bm,nan)yn .

Esto signiûca que

[ f (x)]B′ =
⎛
⎜⎜
⎝

b1,1a1 +⋯ + b1,nan
⋮

bm,1a1 +⋯ + bm,nan

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

b1,1 ⋯ b1,n
⋮ ⋱ ⋮
bm,1 ⋯ bm,n

⎞
⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜
⎝

a1
⋯
an

⎞
⎟⎟
⎠
= [ f ]BB′ ⋅ [x]B ,

como aûrma la proposición.
Para ver la unicidad, supongamos que A ∈Mm,n(k) es otramatriz tal que [ f (x)]B′ = A ⋅ [x]B

para todo x ∈ V . Si i ∈ ⟦n⟧, entonces la columna i-ésima de A es, escribiendo ei al vector i-ésimo
de la base ordenada estándar de kn,

A ⋅ ei = A ⋅ [xi]B = [ f (xi)]B′ ,

y este último vector es precisamente la columa i-ésima de [ f ]BB′ . Esto muestra que, de hecho,
A = [ f ]BB′ .

2.8.4. Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensión ûnita, sean n = dimV y
m = dimW sus dimensiones, y sean B y B′ bases ordenadas de V y de W , respectivamente.
La función

Φ ∶ f ∈ hom(V ,W)↦ [ f ]BB′ ∈Mm,n(k)

es un isomorûsmo de espacios vectoriales. En particular, el espacio vectorial hom(V ,W) tiene
dimensión ûnita y

dimhom(V ,W) = dimV ⋅ dimW .
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Demostración. Sean B = (x1, . . . , xn) y B′ = (y1, . . . , ym) bases ordenadas de V y deW , respec-
tivamente. Mostremos primero que la función Φ es lineal:

• Sean f , g ∈ hom(V ,W), y supongamos queΦ( f ) = [ f ]BB′ = (ai, j) yΦ( f ) = [g]BB′ = (bi, j).
Esto signiûca que para cada i ∈ ⟦n⟧ es

f (xi) = a1,i y1 +⋯ + am,i ym
y

g(xi) = b1,i y1 +⋯ + bm,i ym ,

y entonces

( f + g)(xi) = f (xi) + g(xi)
= (a1,i y1 +⋯ + am,i ym) + (b1,i y1 +⋯ + bm,i ym)
= (a1,i + b1,i)y1 +⋯ + (am,i + bm,i)ym .

Vemos así que

Φ( f + g) = [ f + g]BB′ = (ai, j + bi, j) = Φ( f ) +Φ(g).

• Sean ahora λ ∈ k y f ∈ hom(V ,W). Sea Φ( f ) = [ f ]BB′ = (ai, j), demanera que para cada
i ∈ ⟦n⟧ es f (xi) = a1,i y1 +⋯ + am,i ym. Como entonces

(λ f )(xi) = λ f (xi)
= λ(a1,i y1 +⋯ + am,i ym)
= (λa1,i)y1 +⋯ + (λam,i)ym ,

se tiene que

Φ(λ f ) = [λ f ]BB′ = (λai, j) = λ(ai, j) = λΦ( f ).

Para ver que la función Φ es inyectiva,mostremos que tiene núcleo nulo. Sea f ∈ hom(V ,W) y
supongamos queΦ( f ) es el elemento nulo deMm,n(k), esto es, que lamatriz [ f ]BB′ = (ai, j) tiene
todas sus entradas nulas. Esto signiûca que f (xi) = 0 para cada i ∈ ⟦n⟧ y, entonces, que f coincide
con la función nula 0 ∶ V →W en cada elemento de la baseB. Sabemos, de la Proposición 2.1.4
que esto implica que f = 0. Así, Nu(Φ) = 0, como queríamos.

Por otro lado, la función Φ es sobreyectiva: si A = (ai, j) es un elemento deMm,n(k), la Propo-
sición 2.1.4 nos dice que existe una función lineal f ∶ V →W tal que f (xi) = a1,i y1 +⋯ + am,i ym
para cada i ∈ ⟦n⟧ y es claro que esta función tienematriz [ f ]BB′ = A. Así, Φ( f ) = A y A está en la
imagen de Φ.

Hemos probado así que Φ es un isomorûsmo de espacios vectoriales. Como el espacio de
matrices Mm,n(k) tiene dimensión ûnita y, de hecho, su dimensión en mn, la Proposición 2.4.5
nos dice que hom(V ,W) tiene dimensión ûnita y que su dimensión es mn. Esto completa la
prueba de la proposición.
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2.8.5. Proposición. Sean U , V y W tres espacios vectoriales de dimensión ûnita y sean B,B′ y B′′

bases ordenadas de U , de V y deW , respectivamente. Si f ∶ U → V y g ∶ V → W son funciones
lineales, entonces lamatriz de la composición g ○ f ∶ U →W con respecto a las bases ordenadas B

y B′′ es

[g ○ f ]BB′′ = [g]B′
B′′ ⋅ [ f ]BB′ .

Demostración. Pongamos p = dimU , n = dimV y m = dimW , y sean B = (x1, . . . , xp),
B′ = (y1, . . . , yn) y B′′ = (z1, . . . , zm). Sean f ∶ U → V y g ∶ V → W funciones lineales y
sean [ f ]BB′ = (ai, j) ∈Mn,p(k) y [g]B′

B′′ = (bi, j) ∈Mm,n(k) sus matrices, demanera que

f (xi) = a1,i y1 +⋯ + an,i yn

para cada i ∈ ⟦p⟧ y

g(y j) = b1, jz1 +⋯ + bm, jzm

para cada j ∈ ⟦n⟧. Se tiene entonces que

(g ○ f )(xi) = g( f (xi))
= g(a1,i y1 +⋯ + an,i yn)
= a1,i g(y1) +⋯ + an,i g(yn)
= a1,i(b1,1z1 +⋯ + bm,1zm) +⋯ + an,i(b1,nz1 +⋯ + bm,nzm)
= (b1,1a1,i +⋯ + b1,nan,i)z1 +⋯ + (bm,1a1,i +⋯ + bm,nan,i)zm

para cada i ∈ ⟦p⟧ y, como consecuencia de esto, que

[g ○ f ]BB′′ =
⎛
⎜⎜
⎝

b1,1a1,1 +⋯ + b1,nan,1 ⋯ b1,1a1,p +⋯ + b1,nan,p
⋮ ⋱ ⋮

bm,1a1,1 +⋯ + bm,nan,1 ⋯ bm,1a1,p +⋯ + bm,nan,p

⎞
⎟⎟
⎠

=
⎛
⎜⎜
⎝

b1,1 ⋯ b1,n
⋮ ⋱ ⋮
bm,1 ⋯ bm,n

⎞
⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜
⎝

a1,1 ⋯ a1,p
⋮ ⋱ ⋮
an,1 ⋯ an,p

⎞
⎟⎟
⎠

= [g]B′
B′′ ⋅ [ f ]BB′ .

Esto es lo que queríamos probar.

2.8.6. Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensión ûnita, sean n = dimV y
m = dimW sus dimensiones, y sean B y B′ bases ordenadas de V y deW , respectivamente.

(i) Si f ∶ V →W es un isomorûsmo, entonces m = n, lamatriz [ f ]BB′ es cuadrada e inversible, y
lamatriz de la función inversa f −1 con respecto a las bases ordenadas B′ y B es

[ f −1]B′
B = ([ f ]BB′)−1.
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(ii) Recíprocamente, si f ∶ V → W es una función lineal tal que la matriz [ f ]BB′ es inversible,
entonces la función f es un isomorûsmo.

Demostración. (i) Como f es un isomorûsmo, sabemos de la Proposición 2.4.5 que tiene que ser
m = n. De acuerdo a la Proposición 2.8.5 y el Ejemplo 2.8.2(b) sabemos que

[ f −1]B′
B ⋅ [ f ]BB′ = [ f −1 ○ f ]BB = [idV ]BB = In

y que

[ f ]BB′ ⋅ [ f −1]B
′

B = [ f ○ f −1]B′
B′ = [idW]B′

B′ = In ,

así que lamatriz [ f ]BB′ es inversible y lamatriz [ f −1]B′
B es su inversa.

(ii) Supongamos que f ∶ V →W es una función lineal tal que lamatriz A = [ f ]BB′ es inversible;
Hacer: observemos que en particular esto implica que A es cuadrada, esto es, que n = m. De
acuerdo a la Proposición 2.8.4, existe una función lineal g ∶W → V tal que [g]B′

B = A−1. Es

[g ○ f ]BB = [g]B′
B ⋅ [ f ]BB′ = A−1 ⋅ A = In = [idV ]BB

y, otra vez de acuerdo a la Proposición 2.8.4, esto nos dice que g ○ f = idV . Demanera similar
podemos ver que f ○ g = idW y, en deûnitiva, que f y g son isomorûsmos inversos.

2.8.7. Lamatriz de una función lineal con respecto a bases ordenadas del dominio y del codominio
depende, por supuesto, de la elección de esas basesr. La siguiente proposición nos dice precisamente
cómo es esta dependencia.

Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensión ûnita y sean B1 y B′
1 dos bases

ordenadas de V y B2 y B′
2 dos bases ordenadas deW . Si f ∶ V →W es una función lineal, entonces

[ f ]B
′
1

B′
2
= C(B2,B′

2) ⋅ [ f ]B1
B2

⋅ C(B′
1 ,B1).

Demostración. Si x ∈ V , se tiene que

C(B2,B′
2) ⋅ [ f ]B1

B2
⋅ C(B′

1 ,B1) ⋅ [x]B′
1
= C(B2,B′

2) ⋅ [ f ]B1
B2

⋅ [x]B1

= C(B2,B′
2) ⋅ [ f (x)]B2

= [ f (x)]B′
2
.

En vista de la aûrmación de unicidad de la Proposición 2.8.3, esto implica la igualdad de que
aparece en el enunciado.
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§9. Proyectores

2.9.1. Proposición. Es lo mismo tener una descomposición en suma directa que una familia de
proyectores ortogonales.

Demostración. Hacer.

§10. Cocientes

2.10.1. Sea V un espacio vectorial y seaW un subespacio de V . Decimos que dos vectores x e y
de V son congruentes móduloW si x − y ∈W y en ese caso escribimos x ≡ y o, si queremos poner
demaniûesto al subespacio W , x ≡W y. Esto deûne una relación en el conjunto V y se trata, de
hecho, de una relación de equivalencia:

• Es re�exiva: si x ∈ V , entonces x − x = 0 ∈W , así que x ≡ x.
• Es simétrica: si x, y ∈ V son tales que x ≡ y, demanera que x − y ∈W , entonces tenemos

que y − x = −(x − y) ∈W y, por lo tanto, que y ≡ x.
• Es transitiva: si x, y, z ∈ V son tales que x ≡ y e y ≡ z, entonces x − y e y − z son elementos
deW y x − z = (x − y) + (y − z) también, lo que implica que x ≡ z.

Podemos, por lo tanto, considerar el conjunto cociente de V por esta relación de congruencia:
lo escribimos V/W . Si x es un vector de V , escribiremos [x] a su clase de equivalencia: así,
[x] = {y ∈ V ∶ x ≡ y}; si necesitamos explicitar el subespacio W , escribimos [x]W . Por otro lado,
si u es un elemento de V/W y x es un vector de V que está en u, demanera que u = [x], decimos
que x es un representante de u en V .

Queremos hacer del conjunto V/W un espacio vectorial y para ello tenemos que construir
operaciones de suma y demultiplicación por escalares.

• Si x, x′, y, y′ son elementos de V tales que x ≡ x′ e y ≡ y′, entonces

(x + y) − (x′ + y′) = (x − x′) + (y − y′) ∈W ,

así que x + y ≡ x′ + y′. Se sigue de esto que hay una función

+ ∶ V/W × V/W → V/W

tal que cada vez que x e y son elementos deW se tiene que [x] + [y] = [x + y].
• Si x e y son elementos de V tales que x ≡ y y λ es un escalar, entonces λx ≡ λy, ya que

λx − λy = λ(x − y) ∈W . Esto implica que hay una operación

⋅ ∶ k × V/W → V/W

tal que cada vez que λ ∈ k y x ∈ V vale que λ ⋅ [x] = [λx].
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2.10.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial y seaW un subespacio de V . El conjunto V/W
dotado con las operaciones de suma y producto por escalares de k construidas arriba es un espacio
vectorial. La función π ∶ x ∈ V ↦ [x] ∈ V/W es una función lineal sobreyectiva cuyo núcleo es
precisamente el subespacio W .

Siempre que en la situación de esta proposición consideremos el conjunto V/W será dotado
de esta estructura de espacio vectorial. Lo llamamos el espacio cociente de V porW . La función π
es la proyección canónica de V a V/W .

Demostración. Para ver que V/W es un espacio vectorial, tenemos quemostrar que se cumplen
las condiciones de la deûnición 1.2.1.

• La suma es asociativa: si u, v y w son elementos de V/W , entonces existen x, y, z ∈ V tales
que u = [x], v = [y] y w = [z], y

(u + v) +w = ([x] + [y]) + [z] = [x + y] + [z] = [(x + y) + z]
= [x + (y + z)] = [x] + [y + z] = [x] + ([y] + [z])
= u + (v +w).

• La suma es conmutativa: si u y v son elementos de V/W , entonces existen x, y ∈ V tales
que u = [x] y v = [y], y se tiene que

u + v = [x] + [y] = [x + y] = [y + x] = [y] + [x] = v + u.

• La clase [0] es un elemento neutro para la suma: si u es un elemento de V/W , existe x ∈ V
tal que c = [x] y entonces

[0] + u = [0] + [x] = [0 + x] = [x] = u
y

u + x = [x] + [0] = [x + 0] = [x] = u.

• Todo elemento de V/W posee un opuesto: si u es un elemento de V/W , entonces existe
x ∈ V tal que u = [x] y

u + [−x] = [x] + [−x] = [x + (−x)] = [0]
y

[−x] + u = [−x] + [x] = [(−x) + x] = [0],

así que [−x] es un opuesto para u.
• Lamultiplicación por escalares es asociativa: si a, b ∈ k y u ∈ V/W , entonces existe x ∈ V

tal que u = [x] y

a ⋅ (b ⋅ u) = a ⋅ (b ⋅ [x]) = a ⋅ [b ⋅ x] = [a ⋅ (b ⋅ x)] = [(a ⋅ b) ⋅ x]
= (a ⋅ b) ⋅ [x] = (a ⋅ b) ⋅ u.
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• La multiplicación por escalares es unitaria: si u ∈ V/W , entonces existe x ∈ V tal que
u = [x] y

1 ⋅ u = 1 ⋅ [x] = [1 ⋅ x] = [x] = u.

• Lamultiplicación por escalares se distribuye sobre la suma de V/W : si a ∈ k y u, v ∈ V/W ,
entonces existen x, y ∈ V tales que u = [x] y v = [y], y

a ⋅ (u + v) = a ⋅ ([x] + [y]) = a ⋅ [x + y] = [a(̇x + y)] = [a ⋅ x + a ⋅ y]
= [a ⋅ x] + [a ⋅ y] = a ⋅ [x] + a ⋅ [y] = a ⋅ u + a ⋅ v

• La multiplicación por escalares se distribuye sobre la suma de k: si a, b ∈ k y u ∈ V/W ,
entonces existe x ∈ V tal que u = [x] y

(a + b) ⋅ u = (a + b) ⋅ [x] = [(a + b) ⋅ x] = [a ⋅ x + b ⋅ x] = [a ⋅ x] + [b ⋅ x]
= a ⋅ [x] + b ⋅ [x] = a ⋅ u + b ⋅ u

Para ver que la función π del enunciado es una función lineal, observamos que si a, b ∈ k y x, y ∈ V ,
entonces

π(a ⋅ x + b ⋅ y) = [a ⋅ x + b ⋅ y] = [a ⋅ x] + [b ⋅ y] = a ⋅ [x] + b ⋅ [y]
= a ⋅ π(x) + b ⋅ π(y).

Si x ∈ V está en el núcleo de π, entonces su imagen π(x) = [x] es el elemento neutro de V/W ,
es decir, [x] = [0]. Esto signiûca que x ≡ 0 y, por lo tanto, que x = x − 0 ∈ W : vemos así que
Nu(π) ⊆W . Recíprocamente, si x ∈W , entonces x − 0 ∈W , demanera que x ≡ 0 y, por lo tanto,
π(x) = [x] = [0], es decir, x ∈ Nu(π).

2.10.3. Una consecuencia inmediata de lo que acabamos de probar es:

Corolario. Sea V un espacio vectorial. Todo subespacio de V es el núcleo de una función lineal de
dominio V .

Demostración. Si W es un subespacio de V , entonces la proyección π ∶ V → V/W es lineal y su
núcleo es W , y esto prueba el corolario.

2.10.4. El siguiente resultado es lo que nos va a permitir en casi todos los casos construir funciones
lineales cuyo dominio es un cociente:

Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea W un subespacio de V y sea π ∶ V → V/W la
proyección canónica al cociente. Si U es un espacio vectorial y f ∶ V → U es una función lineal tal
queW ⊆ Nu( f ), entonce existe exactamente una función lineal f̄ ∶ V/W →W tal que f = f̄ ○ π,
demanera que para cada x ∈ V es f̄ ([x]) = f (x).

Demostración. Para cada x, y ∈ V vale que

x ≡ y Ô⇒ f (x) = f (y).
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En efecto, si x ≡ y entonces x − y ∈ W ⊆ Nu( f ) y por lo tanto f (x) − f (y) = f (x − y) = 0.
Esto signiûca que existe exactamente una función f̄ ∶ V/W → U tal que para cada x ∈ V es
f̄ ([x]) = f (x), como en el enunciado. Si a, b ∈ k y u, v ∈ V/W , existen x, y ∈ V tales que u = [x]
y v = [y], y entonces

f̄ (au + bv) = f̄ (a[x] + b[y]) = f̄ ([ax + by]) = f (ax + by) = a f (x) + b f (y)
= a f̄ ([x]) + b f̄ ([y]) = a f̄ (u) + b f̄ (v).

Esto nos dice que la función f̄ es lineal y completa la prueba de la proposición.

2.10.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial, seaW un subespacio de V y sea π ∶ V → V/W la
proyección canónica al cociente.

(i) Si C es un complemento deW en V , entonces la restricción π∣C ∶ C → V/W de la proyección π
a C es un isomorûsmo.

(ii) Si W tiene codimensión ûnita en V , entonces V/W tiene dimensión ûnita y, de hecho,

dimV/W = codimV W .

(iii) Si V tiene dimensión ûnita, entonces V/W también y

dimV/W = dimV − dimW .

Demostración. Sea C un complemento deW en V y sea π∣C ∶ C → V/W la restricción de π a C.
Si u ∈ V/W y x ∈ V es tal que u = [x], entonces existen w ∈ W y c ∈ C con x = w + c y,

como x − c = w ∈ W , se tiene que π(c) = [c] = [x] = u. Esto nos dice que la restricción π∣C
es sobreyectiva. Por otro lado, si c ∈ C es tal que π∣C(c) = [c] es el cero [0] de V/W , entonces
c − 0 ∈W , es decir, c ∈W : como V =W ⊕C, vemos que c ∈W ∩C = 0 y, en deûnitiva, que π∣C es
un isomorûsmo. Esto prueba la primera parte de la proposición.

Para ver la segunda, supongamos queW tiene codimensión ûnita en W y ûjemos un comple-
mento C deW en W . De acuerdo a lo que acabamos de probar, hay un isomorûsmo C ≅ V/W
así que por un lado V/W tiene dimensión ûnita, porque C tiene dimensión ûnita, y, por otro,
tenemos que codimV W = dimC = dimV/W .

Finalmente, si V tiene dimensión ûnita, sabemos de la Proposición 1.11.6 que el subespacio W
tiene codimensión ûnita y que codimV W = dimV −dimW : la parte (iii) es entonces consecuencia
inmediata de la parte (ii).

2.10.6. Proposición. Sea V un espacio vectorial, seaW un subespacio de V y sea π ∶ V → V/W la
proyección al cociente. Si B es una base deV tal que el conjunto B′ = B∩W genera aW y ponemos
B′′ = B ∖B′, entonces la restricción π∣B′′ ∶ B′′ → V/W es inyectiva y el conjunto π(B′′) es una
base de V/W .

Demostración. De acuerdo a la Proposición 1.11.2, el conjunto B′′ es base de un complemento C
deW enV , y la Proposición 2.10.5(i) nos dice que la restricción π∣C ∶ C → V/W de la proyección π
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a este complemento C es un isomorûsmo. Por supuesto, se sigue de esto que la restricción π∣B′′ es
inyectiva—ya que es la restricción de π∣C al conjuntoB′′— y que π(B′′) es una base deV/W .

§11. Los teoremas de isomoräsmo

2.11.1. Nuestro objetivo en esta sección es probar los llamados teoremas de isomorûsmo de Noether,
que son fundamentales en lamanipulación de los espacios cociente que deûnimos en la sección
anterior. Fueron enunciados y probados originalmente —en el contexto de de los módulos y en
casos especiales— por Emmy Noether (1882–1935, Alemania) en [Noe26] y, tres años más tarde
—en el contexto de los grupos y con toda generalidad— por Bartel Leendert van der Waerden
(1903–1996, Países Bajos) en su libro Moderne Algebra [vdW30], que es considerado como el
tratado fundacional del álgebramoderna.

2.11.2. El primer teorema de isomoûsmo nos da una descripción amenos de isomorûsmo de la
imagen de una función lineal en términos de un cociente de su dominio:

Proposición. Si f ∶ V →W es una función lineal, entonces hay un isomorûsmo

ϕ ∶ V/Nu( f )→ Im( f )

tal que para cada x ∈ V es ϕ([x]) = f (x).

Demostración. Sea f ∶ V →W una función lineal. La Proposición 2.10.4 implica que existe una
función lineal f̄ ∶ V/Nu( f ) → Im( f ) tal que f̄ ([x]) = f (x) para todo x ∈ V . Para probar la
proposición, entonces, hay quemostrar que se trata de un isomorûsmo, ya que si ése es el caso
podremos poner ϕ = f̄ .

• Sea primero u ∈ V/Nu( f ) tal que f̄ (u) = 0. Si x ∈ V es un representante de u, demanera
que u = [x], entonces f̄ (u) = f̄ ([x]) = f (x) = 0 y x ∈ Nu( f ): esto nos dice que x ≡ 0 y,
por lo tanto, que u = [x] = [0] es el elemento nulo del cociente V/Nu( f ). Así, la función f̄
es inyectiva.

• Por otro lado, si z ∈ Im( f ), existe x ∈ V tal que f (x) = z y entonces f̄ ([x]) = f (x) = z:
vemos así que f̄ es sobreyectiva.

2.11.3. El segundo teorema de isomorûsmo aûrma que ciertos subcocientes—esto es, cocientes de
subespacios— de un espacio vectorial son isomorfos:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si W1 y W2 son dos subespacios de V , entonces hay un
isomorûsmo

ϕ ∶ W1

W1 ∩W2
→ W1 +W2

W2

tal que para cada x ∈W1 se tiene que ϕ([x]W1∩W2) = [x]W2 .
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Es usual acompañar el enunciado de esta proposición con el siguiente diagrama

W1 +W2

W1 W2

W1 ∩W2

en el que las líneas representan las relaciones de inclusión entre los subespacios de V que aparecen
en el enunciado: la conclusión de la proposición es que los cocientes correspondientes a lados
opuestos de este rombo son isomorfos.

Demostración. Si π ∶ W1 +W2 → (W1 +W2)/W2 la proyección canónica e ι ∶ W1 → W1 +W2 la
inclusión, podemos considerar la composición

f = π ○ ι ∶W1 →
W1 +W2

W2
.

Ahora bien: si x ∈W1 ∩W2, es

f (x) = π(ι(x)) = π(x) = [x]W2

y, como x ∈ W2, este último elemento del cociente (W1 + W2)/W2 es nulo. De acuerdo a la
Proposición 2.10.4, entonces, existe una función lineal f̄ ∶ W1/(W1 ∩W2) → (W1 +W2)/W2 tal
que para cada x ∈W1 es

f̄ ([x]W2∩W2) = f (x) = [x]W2 .

Mostremos que f̄ es un isomorûsmo:

• Supongamos primero que u ∈ W1/(W1 ∩ W2) está en el núcleo de f̄ . Si x ∈ W1 es un
representante de u, demanera que u = [x]W1∩W2 , entonces

f̄ (u) = f (x) = [x]W2 = 0

y esto signiûca que x ∈ W2. Se sigue de esto que x ∈ W1 ∩ W2 y, por lo tanto, que
u = [x]W1∩W2 = [0]W1∩W2 , el elemento nulo de W1/(W1 ∩W2). Vemos así que f̄ es in-
yectiva.

• Sea, por otro lado, v ∈ (W1+W2)/W2, demanera que existe y ∈W1+W2 tal que v = [y]W2 . Es-
to implica que existen y1 ∈W1 e y2 ∈W2 con y = y1+ y2 y, en particular, que y− y1 = y2 ∈W2,
esto es, que [y]W2 = [y1]W2 . Pero entonces f̄ ([y1]) = [y1]W2 = [y]W2 = v, con lo que v está
en la imagen de f̄ . La función f̄ es, por lo tanto sobreyectiva.

2.11.4. El tercer teorema de isomorûsmo se ocupa de cocientes interados, esto es, de describir
cocientes de espacios cocientes. Para enunciarlo, necesitamos hacer antes la siguiente observación.
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Si V es un espacio vectorial y W1 y W2 son subespacios de V tales queW1 ⊆ W2, entonces
el conjunto W2/W1 es un subconjunto de V/W2, esto es, toda clase de congruenciamódulo W2

en W1 es una clase de congruenciamódulo W2 en V . Para verlo, basta observar que si u ∈W1/W2

y x ∈ u, demanera que u = [x], entonces

{y ∈W1 ∶ y ≡W2 x} = {y ∈ V ∶ y ≡W2 x}.

Una consecuencia inmediata de esto es que

un elemento de V/W2 está en W1/W2 si y solamente si tiene un representante
en V que está en W1.

(6)

Más aún, el subconjunto W1/W2 de V/W2 es un subespacio: no es vacío, ya que contiene a [0]W2 ,
y si a, b ∈ k y u, v ∈W1/W2, demanera que existen x, y ∈W1 con u = [x] y v = [y], se tiene que

au + bv = a[x] + b[y] = [ax + by] ∈W1/W2

ya que, por supuesto, ax + by ∈W1.

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si W1 y W2 son subespacios de V tales que W1 ⊆ W2,
entonces hay un isomorûsmo

ϕ ∶ V
W2
→ V/W2

W1/W2

tal que para cada x ∈ V vale que ϕ([x]W2) = [[x]W1]W2/W1
.

Demostración. Sean π1 ∶ V → V/W2 y π2 ∶ V/W1 → (V/W2)/(W1/W2) las proyecciones canóni-
cas y sea

f = π2 ○ π1 ∶ V →
(V/W2)
(W1/W2)

su composición, demanera que para cada x ∈ V es f (x) = [[x]W2]W1/W2
. Si x ∈W1, entonces el ele-

mento [x]W2 de V/W2 pertenece aW1/W2, así que [[x]W2]W1/W2
es el cero de (V/W2)/(W1/W2).

La Proposición 2.10.4 nos dice por lo tanto que existe una función lineal

f̄ ∶ V
W1
→ V/W2

W1/W2

tal que f̄ ([x]W1) = [[x]W2]W1/W2
para todo x ∈ V . Para probar la proposición mostraremos que

esta función f̄ es un isomorûsmo.

• Supongamos que u ∈ V/W1 es tal que f̄ (u) = 0 y sea x ∈ V un representante de u, demanera
que u = [x]W1 y que f̄ (u) = [[x]W2]W1/W2

es el cero de (V/W2)/(W1/W2). Esto nos dice
que [x]W2 es un elemento deW1/W2 y, de acuerdo a la observación (6) que hicimos arriba,
que x ∈ W1: vemos así que u = [x]W1 es el cero de V/W1. Esto prueba que la función f̄ es
inyectiva.
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• Sea ahora v un elemento de (V/W2)/(W1/W2). Existe w ∈ V/W2 tal que v = [w]W1/W2 y,
a su vez, existe x ∈ V tal que w = [x]W2 . Se sigue de esto, entonces, que

f̄ ([x]W1) = [[x]W2]W1/W2
= [w]W1/W2 = v

y, por lo tanto, que la función f̄ es sobreyectiva.

2.11.5. Junto con los tres teoremas de isomorûsmo anteriores es importante el siguiente teorema
de correspondencia, que describe los subespacios de un espacio cociente.

Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V . Si π ∶ V → V/W es la
proyección canónica,

• L (V)W es el conjunto de todos los subespacios de V que contienen aW y
• L (V/W) es el conjunto de todos los subespacios de V/W ,

entonces la función

ϕ ∶ U ∈ L (V)W ↦ π(U) ∈ L (V/W)

es una biyección. Más aún, si U1 y U2 son dos elementos deL (V)W , se tiene que

U1 ⊆ U2 ⇐⇒ ϕ(U1) ⊆ ϕ(U2).

Demostración. Sea π ∶ V → V/W la proyección canónica. Si U es un subespacio de V , su
imagen π(U) por π es un subespacio de V/W , así que podemos considerar la función

ϕ ∶ U ∈ L (V)W ↦ π(U) ∈ L (V/W).

Por otro lado, si T es un subespacio de V/W sabemos que la preimagen π−1(T) es un subespacio
de V y, ya que 0 ∈ T , es W = π−1(0) ⊆ π−1(T). Esto signiûca que hay una función

ψ ∶ T ∈ L (V/W)↦ π−1(T) ∈ L (V)W .

Aûrmamos que ϕ y ψ con biyecciones inversas:

• Si U ∈ L (V)W , entonces ψ(ϕ(U)) = π−1(π(U)). Esto claramente contiene a U ; por otro
lado, si x ∈ π−1(π(U)), entonces π(x) ∈ π(U) y existe u ∈ U tal que π(x) = π(u): esto
implica que x − u ∈ Nu(π) =W ⊆ U y, por lo tanto, que x ∈ U . Así, es ψ(ϕ(U)) = U .

• Si ahora T ∈ L (V/W), entonces ϕ(ψ(T)) = π(π−1(T)). Esto está evidentemente conte-
nido en T y, a su vez, contiene a T porque la función π es sobreyectiva. Esto nos dice que
ψ(ϕ(T)) = T .

Esto prueba la primera aûrmación de la proposición. La segunda es consecuencia de que

• si U1, U2 ∈ L (V)W , entonces

U1 ⊆ U2 Ô⇒ ϕ(U1) = π(U1) ⊆ π(U2) = ϕ(U2),

• si T1, T2 ∈ L (V/W), entonces

T1 ⊆ T2 Ô⇒ ψ(T1) = π−1(T1) ⊆ π−1(T2) = ψ(T2)
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y de que ϕ y ψ son biyecciones inversas.

§12. Subespacios invariantes

2.12.1. Sea V un espacio vectorial y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . Un subespacio W
de V es f -invariante si f (W) ⊆W . Cuando ése es el caso, podemos considerar la función lineal
fW ∶ x ∈ W ↦ f (x) ∈ W que se obtiene de f restringiendo a la vez el dominio y el codominio
aW . Llamamos al endomorûsmo fW deW la restricción de f aW .

Por otro lado, siW es f -invariante y π ∶ V → V/W es la proyección canónica al cocienteV/W ,
entonces W ⊆ Nu(π) y la Proposición 2.10.4 nos dice que existe exactamente una función lineal
fW ∶ V/W → V/W tal que f ([x]) = [ f (x)] para todo x ∈ V .

2.12.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y seaW un
subespacio de V que es f -invariante.

(i) Si fW y fW son inyectivas, entonces f es inyectiva.
(ii) Si fW y fW son sobreyectivas, entonces f es sobreyectiva.
(iii) Si f es inyectiva, entonces fW es inyectiva y, si además W tiene dimensión ûnita, fW es

inyectiva.
(iv) Si f es sobreyectiva, entonces fW es sobreyectiva y, si ademásW tiene codimensión ûnita en V ,

fW es sobreyectiva.

Demostración. (i) Supongamos que fW y fW son inyectivas, y sea x ∈ V tal que f (x) = 0. En
ese caso tenemos que fW([x]) = [ f (x)] = 0 en V/W , así que la inyectividad de fW implica que
[x] = 0, esto es, que x ∈W . Pero entonces fW(x) = f (x) = 0 y, como fW es inyectiva, tiene que
ser x = 0. Esto muestra que f es inyectiva.

(ii) Supongamos ahora que fW y fW son sobreyectivas, y sea y ∈ V . Como fW es sobreyectiva,
existe x ∈ V tal que fW([x]) = [ f (x)] = [y], de manera que y − f (x) ∈ W . Como fW es
sobreyectiva, existe z ∈ W tal que fW(z) = f (z) = y − f (x). Como entonces y = f (x + z), esto
nos dice que y está en la imagen de f y, en deûnitiva, que f es sobreyectiva.

(iii) Supongamos que la función f es inyectiva. Si x ∈W es tal que fW(x) = f (x) = 0, entonces
por supuesto es x = 0 y, por lo tanto, fW es inyectiva.

Supongamos ahora además queW tiene dimensión ûnita. Como fW ∶W →W es inyectiva,
como acabamos de probar, es también sobreyectiva. Sea u ∈ V/W tal que fW(u) = 0. Si x ∈ V
es un representante de u en V , demanera que u = [x], entonces fW(u) = [ f (x)] y, como este
elemento de V/W es nulo, tenemos que f (x) ∈W . Como sabemos que fW es sobreyectiva, esto
nos dice que existe y ∈W tal que fW(y) = f (y) = f (x). Ahora bien, esto implica que f (y−x) = 0
y, como f es inyectiva, que y − x = 0, esto es, que x = y ∈ W . Así, es u = [x] = [0]. Esto prueba
que fW es inyectiva.
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(iv) Finalmente, supongamos que f es sobreyectiva. Si u ∈ V/W y y ∈ V es un representante
de u enV , entonces existe x ∈ V tal que f (x) = y y, en consecuencia, fW([x]) = [ f (x)] = [y] = u:
vemos de esta forma que fW es sobreyectiva.

Supongamos, para terminar, que W tiene codimensión ûnita. De acuerdo a la Proposi-
ción 2.10.5(ii), el espacio V/W tiene dimensión ûnita y esto implica que el endomorûsmo fW

de V/W es inyectivo, ya que es sobreyectivo. Sea y ∈ W . Como f es sobreyectiva, existe x ∈ V
tal que f (x) = y. Se tiene entonces que fW([x]) = [ f (x)] = [y] = 0, ya que y ∈ W y, como
fW es inyectiva, que [x] = 0, esto es, que x ∈ W . Luego fW(x) = f (x) = y y la función fW es
sobreyectiva, como queremos

2.12.3. Sin las hipótesis de ûnitud que aparecen en ellas, las últimas dos partes de la Proposi-
ción 2.12.2 dejan de ser ciertas. Veamos un ejemplo de esto: sea kZ es el espacio vectorial de todas
las funciones Z → k, sea f ∶ kZ → kZ es la función lineal tal que f (ϕ)(n) = ϕ(n + 1) para cada
ϕ ∈ kZ y cada n ∈ Z, y seaW es el subespacio de kZ de las funciones ϕ ∶ Z→ k tales que ϕ(n) = 0
si n ∈ N. Tenemos entonces:

• El subespacio W de kZ es f -invariante. En efecto, si ϕ ∈W y n ∈ N, entonces

f (ϕ)(n) = ϕ(n + 1) = 0,

ya que n + 1 también está en N.
• La función f es un automorûsmo de kZ y, de hecho, su inversa es la función g ∶ kZ → kZ tal

que g(ϕ)(n) = ϕ(n − 1) para cada ϕ ∈ kZ y cada n ∈ Z.
• La función fW no es sobreyectiva. En efecto, si ξ ∶ Z → k es la función tal que ξ(0) = 1 y
ξ(n) = 0 si n ∈ Z ∖ {0}, entonces el único elemento ζ de kZ tal que f (ζ) = ξ es g(ξ), pero
calculándolo se ve inmediatamente que este elemento no pertenece aW .

• La función fW no es inyectiva. Por ejemplo, si η ∶ Z → k es la función tal que η(1) = 1 y
η(n) = 0 para todo n ∈ Z ∖ {1}, entonces η /∈ W , demanera que [η] ≠ 0 en kZ/W , pero
fW([η]) = [ f (η)] = 0 en ese espacio, ya que f (η) ∈W .

Esto implica, claro, queW no tiene ni dimensión ûnita ni codimensión ûnita en kZ.
Este ejemplo también muestra que no podemos eliminar la hipótesis de ûnitud en la segunda

parte del siguiente resultado:

2.12.4. Corolario. Sea V un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y seaW un
subespacio de V que es f -invariante.

(i) Si fW y fW son isomorûsmos, entonces f es un isomorûsmo.
(ii) Si f es un isomorûsmo y V tiene dimensión ûnita, entonces fW y fW son isomorûsmos.

Demostración. La primera parte es consecuencia inmediata de las partes (i) y(ii) de la Proposi-
ción 2.12.2, y la segunda de las partes (iii) y (iv) de ésta, ya que si V tiene dimensión ûnita, entonces
W tiene tanto dimensión ûnita como codimensión ûnita en V .

2.12.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y sea f ∶ V → V un endo-
morûsmo de V . Si W es un subespacio f -invariante de V de dimensión r y B = (x1, . . . , xn)

56



es una base ordenadas de V tal que B′ = (x1, . . . , xr) es una base ordenada de W , entonces
B′′ = ([xr+1], . . . , [xn]) es una base ordenada del cociente V/W y lamatriz de f con respecto aB

tiene una descomposición en bloques triangular superior de la forma

[ f ]BB = ([ fW]B′
B′ C

0 [ fW]B′′
B′′

)

con C unamatriz deMr,n−r(k).

Demostración. Hacer.
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Capítulo 3
Dualidad

§1. El espacio dual

3.1.1. Si V es un espacio vectorial, llamamos espacio dual a V y escribimos V∗ al espacio vectorial
hom(V , k). Muchas veces llamamos a los vectores de V∗ funcionales.

3.1.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial.
(i) Si V tiene dimensión ûnita, entonces el espacio dual V∗ también tiene dimensión ûnita y, de

hecho, se tiene que dimV = dimV∗.
(ii) Si n = dimV y B = {x1, . . . , xn} es una base de V , entonces para cada i ∈ ⟦n⟧ existe

exactamente una función lineal ϕi ∶ V → k tal que para cada j ∈ ⟦n⟧

ϕi(x j) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si i = j;
0, en caso contrario.

(1)

El conjunto B∗ = {ϕ1, . . . , ϕn} es una base de V∗.

Llamamos a la baseB∗ del espacio dual V∗ descripta en esta proposición la base dual a la baseB

de V .

Demostración. La primera parte es consecuencia inmediata de la Proposición 2.8.4, ya que la
dimensión de k como espacio vectorial es 1, y que para cada i ∈ ⟦n⟧ existe exactamente una
función lineal ϕi ∶ V → k que satisface la condición (1) se sigue de la Proposición 2.1.4. Veamos,
para completar la prueba, que el conjunto B∗ = {ϕ1, . . . , ϕn} es una base de V∗:

• Si a1, . . . , an ∈ k son escalares tales que a1ϕ1 + ⋯ + anϕn = 0 en V∗, entonces para cada
i ∈ ⟦n⟧ es

0 = (a1ϕ1 +⋯ + anϕn)(xi) = a1ϕ1(xi) +⋯ + anϕn(xi) = ai .

Esto muestra queB∗ es un conjunto linealmente independiente.
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• Por otro lado, sea ϕ ∈ V∗ y consideremos el elemento ψ = ϕ(x1)ϕ1 +⋯ + ϕ(xn)ϕn de V∗.
Si i ∈ ⟦n⟧, entonces

ψ(xi) = (ϕ(x1)ϕ1 +⋯+ ϕ(xn)ϕn)(xi) = ϕ(x1)ϕ1(xi) +⋯+ ϕ(xn)ϕn(xi) = ϕ(xi)

y esto nos dice que ϕ y ψ son funciones lineales V → k que coinciden sobre los elementos
de la base B: de acuerdo a la Proposición 2.1.4, entonces, es ϕ = ψ. Como claramente ψ
pertenece a ⟨B∗⟩, vemos queB∗ genera a V∗.

3.1.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n. Si B = (x1, . . . , xn) es una
base ordenada deB y B∗ = (ϕ1, . . . , ϕn) es la base de V∗ dual aB, entonces para todo x ∈ V se
tiene que

x = ϕ1(x)x1 +⋯ + ϕn(x)xn

y para todo ϕ ∈ V∗ se tiene que

ϕ = ϕ(x1)ϕ1 +⋯ + ϕ(xn)ϕn .

Demostración. Sea x ∈ V . Como B es una base, sabemos que existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales
que x = a1x1 +⋯ + anxn. Si i ∈ ⟦n⟧, entonces

ϕi(x) = ϕi(a1x1 +⋯ + anxn) = a1ϕi(x1) +⋯ + anϕi(xn) = ai .

Esto prueba la primera aûrmación. Por otro lado, la segunda aûrmación fue probada en la
demostración de la Proposición 3.1.2.

3.1.4. La base dual a una base de un espacio vectorial depende claramente de ésta última: la
siguiente proposición nos dice exactamente cómo.

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita. Si B y B′ son dos bases ordenadas
de V y B∗ y B′∗ son las correspondientes bases duales, se tiene que

C(B′∗,B∗) = C(B,B′)t.

Demostración. Sea n = dimV y sean B = (x1, . . . , xn), B′ = (y1, . . . , yn), B∗ = (ϕ1, . . . , ϕn)
y B′∗ = (ψ1, . . . ,ψn). Supongamos además que C(B,B′) = (ci, j), de manera que para cada
j ∈ ⟦n⟧ se tiene que x j = c1, jy1 +⋯ + cn, jyn. Si j, k ∈ ⟦n⟧, se tiene que

ψk(x j) = ψk(c1, jy1 +⋯ + cn, jyn) = c1, jψk(y1) +⋯ + cn, jψk(yn) = ck, j

y entonces usando la última aûrmación de la Proposición 3.1.3 vemos que

ψk = ψk(x1)ϕ1 +⋯ + ψk(xn)ϕn = ck,1ϕ1 +⋯ + ck,nϕn .

Si C(B′∗,B∗) = (di, j), esto nos dice que di, j = c j,i para cada i, ∈ ⟦n⟧ y prueba a proposición.
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3.1.5. Sea V un espacio vectorial. Para cada x ∈ V , hay una función Φ(x) ∶ ϕ ∈ V∗ ↦ ϕ(x) ∈ k
y es fácil ver que se trata de una función lineal, demanera queΦ(x) ∈ V∗∗, el espacio bidual de V ,
esto es, el espacio dual de espacio dual de V . Obtenemos de esta forma una función

Φ ∶ V → V∗∗.

Proposición. Sea V un espacio vectorial. La función Φ ∶ V → V∗∗ que acabamos de describir es
lineal. Si V tiene dimensión ûnita, es un isomorûsmo.

Demostración. Veamos primero que Φ es lineal: si x, y ∈ V y s λ, µ ∈ k, entonces para cada
funcional ϕ ∈ V∗ se tiene que

Φ(λx + µy)(ϕ) = ϕ(λx + µy)
= λϕ(x) + µϕ(y)
= λΦ(x)(ϕ) + µΦ(y)(ϕ)
= (λΦ(x) + µΦ(y))(ϕ)

y esto signiûca que Φ(λx + µy) = λΦ(x) + µΦ(y).
Supongamos ahora que V tiene dimensión ûnita, sea n = dimV , sea B = (x1, . . . , xn) una

base ordenada de V y seaB∗ = (ϕ1, . . . , ϕn) la correspondiente base dual. Sea x ∈ V un vector
tal que Φ(x) = 0. De acuerdo a la Proposición 3.1.3, sabemos que

x = ϕ1(x)x1 +⋯ + ϕn(x)xn

= Φ(x)(ϕ1) +⋯ +Φ(x)(ϕ1)
= 0.

Esto muestra que la función Φ es inyectiva. Como V tiene dimensión ûnita, V∗ también tiene
dimensión ûnita y, de hecho, dimV∗ = dimV ; por lamisma razón, V∗∗ tiene dimensión ûnita y
dimV∗∗ = dimV . La Proposición 2.5.3 nos permite concluir entonces que Φ es un isomorûsmo,
como queremos.

§2. Anuladores

Anulador a derecha

3.2.1. SeaV es un espacio vectorial y seaV∗ su espacio dual. Si S es un subconjunto deV , llamamos
anulador a derecha de S al conjunto

S○ = {ϕ ∈ V∗ ∶ ϕ(x) = 0 para todo x ∈ S}.
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3.2.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea V∗ su espacio dual.
(i) Se tiene que 0○ = V y V○ = 0.
(ii) Si S y T son subconjuntos de V y S ⊆ T , entonces S○ ⊇ T○.
(iii) Si S es un subconjunto de V , entonces S○ es un subespacio de V∗ y coincide con ⟨S⟩○.
(iv) Si S y T son subespacios de V , entonces

(S + T)○ = S○ ∩ T○, S○ + T○ ⊆ (S ∩ T)○. (2)

Si además V tiene dimensión ûnita, entonces esta última inclusión es una igualdad.

Demostración. (i)Todo elemento deV∗ se anula en 0, así que 0○ = V . Por otro lado, si un elemento
de V∗ se anula en todo V , necesariamente se trata de la funcón nula: esto signiûca que V○ = 0.

(ii) Sean S y T subconjuntos de V tales que S ⊆ T y sea ϕ ∈ T○. Si x ∈ S, entonces x ∈ T y,
como ϕ ∈ T○, es ϕ(x) = 0. Esto muestra que ϕ ∈ S○.

(iii) Sea S un subconjunto de V . Para cada x ∈ S tenemos una función

εx ∶ ϕ ∈ V∗ ↦ ϕ(x) ∈ k

y esa función es lineal. De la deûnición de S○ es inmediato que

S○ = ⋂
x∈S

Nu(εx)

y entonces la Proposición 1.3.5(ii) nos dice que S○ es un subespacio de V∗, ya que para cada x ∈ S
el subconjunto Nu(εx) lo es.

Como S ⊆ ⟨S⟩, la parte (ii) implica que ⟨S⟩○ ⊆ S○. Veamos la inclusión recíproca. Sea
ϕ ∈ S○ y sea x ∈ ⟨S⟩, de manera que existen n ∈ N0, x1, . . . , xn ∈ S y a1, . . . , an ∈ k tales que
x = a1x1 +⋯ + anxn: se tiene entonces que

ϕ(x) = ϕ(a1x1 +⋯ + anxn) = a1ϕ(x1) +⋯ + anϕ(xn) = 0

ya que ϕ(xi) = 0 para todo i ∈ ⟦n⟧. Esto muestra que x ∈ ⟨S⟩○ y, en deûnitiva, que S○S ⊆ ⟨S⟩○,
como queríamos.

(iv) Sean S y T subespacios de V . Como S ⊆ S + T y T ⊆ S + T , la parte (ii) implica que
(S + T)○ ⊆ S○ y (S + T)○ ⊆ T○. Vemos así que, de hecho, (S + T)○ ⊆ S○ ∩ T○. Por otro lado,
sea ϕ ∈ S○ ∩ T○ y sea x ∈ S + T , de manera que existen s ∈ S y t ∈ T con x = s + t. Entonces
ϕ(x) = ϕ(s) + ϕ(t) = 0 y vemos que ϕ ∈ (S + T)○. Esto prueba la igualdad de (2)

Si ahora ϕ ∈ S○+T○, demanera que existen σ ∈ S○ y τ ∈ T○ con ϕ = σ +τ, y x ∈ S∩T , entonces
ϕ(x) = σ(x) + τ(x) = 0: esto nos dice que ϕ ∈ (S ∩ T)○ y, en deûnitiva, que S○ + T○ ⊆ (S ∩ T)○.

Para terminar, supongamos que V tiene dimensión ûnita y mostremos que la inclusión de (2)
es una igualdad. Sea ϕ ∈ (S ∩ T)○. Como V tiene dimensión ûnita, sus subespacios S, T ,
S ∩ T y S + T tienen todos dimensión ûnita. Sea B = (x1, . . . , xr) una base de S ∩ T , sean
y1, . . . , ys ∈ V tales queB′ = (x1, . . . , xt , y1, . . . , ys) es una base de S, y sean z1, . . . , zt ∈ V tales que
B′′ = (x1, . . . , xr , z1, . . . , zt) es una base de T . Como en la prueba de la Proposición 1.9.4, pode-
mos ver que (x1, . . . , xr , y1, . . . , ys , z1, . . . , zt) es una base de S+T . Existen entonces v1, . . . , vn ∈ V
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tales que (x1, . . . , xr , y1, . . . , ys , z1, . . . , zt , v1, . . . , vn) es una base de V . Como consecuencia de
esto, la Proposición 2.1.4 nos dice que existe una función lineal ϕ′ ∶ V → k tal que

ϕ′(xi) = 0, si i ∈ ⟦r⟧; ϕ′(yi) = 0, si i ∈ ⟦s⟧;
ϕ′(zi) = ϕ(zi), si i ∈ ⟦t⟧; ϕ′(vi) = 0, si i ∈ ⟦n⟧.

Observemos que ϕ′ ∈ S○, ya que esta función se anula en cada uno de los elementos de la baseB′.
Sea, por otro lado, ϕ′′ = ϕ − ϕ′. Como

ϕ′′(xi) = ϕ(xi) − ϕ′(xi) = 0 si i ∈ ⟦r⟧
y

ϕ′′(zi) = ϕ(zi) − ϕ′(zi) = 0 si i ∈ ⟦t⟧,

vemos que ϕ′′ ∈ T○, y entonces ϕ = ϕ′ + ϕ′′ ∈ S○ + T○.

3.2.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita. Si S es un subespacio de V ,
entonces tanto S como su anulador a derecha S○ tienen dimensión ûnita y

dim S + dim S○ = dimV . (3)

Demostración. Sea S un subespacio de V . Como S y S○ son subespacios de V y de V∗, respec-
tivamente, que tienen dimensión ûnita, sabemos que S y S○ tienen ellos también dimensión
ûnita. Sean n = dimV y s = dim S. Sea (x1, . . . , xs) una base de S y sean xs+1, . . . , xn ∈ V ta-
les que B = (x1, . . . , xn) es una base de V . Sea, ûnalmente, B∗ = (ϕ1, . . . , ϕn) la base de V∗

dual aB. Para ver que vale la igualdad (3) del enunciado, es suûciente con quemostremos que
B′ = (ϕs+1, . . . , ϕn) es una base de S○. Como es un subcojunto deB, es linealmente independiente,
y sólo quedamostrar que genera a S○.

Sea ϕ ∈ S○. Como el conjunto B∗ es una base de V∗, existen escalares a1, . . . , an ∈ k tales que
ϕ = a1ϕ1 +⋯ + anϕn. Si i ∈ ⟦s⟧, el vector xi está en S y entonces

0 = ϕ(xi) = (a1ϕ1 +⋯ + anϕn)(xi) = ai .

Esto nos dice que, de hecho, ϕ = as+1ϕs+1 +⋯ + anϕn ∈ ⟨B′⟩ y completa la prueba.

Anulador a izquierda

3.2.4. Sea V es un espacio vectorial y sea V∗ su espacio dual. Si S es un subconjunto de V∗, el
anulador a izquierda de S es el conjunto

○S = {x ∈ V ∶ ϕ(x) = 0 para todo ϕ ∈ S}.
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3.2.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea V∗ su espacio dual.
(i) Si S es un subconjunto de V∗, entonces ○S es un subespacio de V .
(ii) Se tiene que ○0 = V y, si V tiene dimensión ûnita, que ○(V∗) = 0.
(iii) Si S y T son subconjuntos de V∗ y S ⊆ T , entonces ○S ⊇ ○T .
(iv) Si S y T son subespacios de V∗, entonces

○(S + T) = ○S ∩ ○T , ○S + ○T ⊆ ○(S ∩ T).

Si además V tiene dimensión ûnita, entonces la última inclusión es una igualdad.

Demostración. (i) Si S ⊆ V∗, entonces a deûnición de ○S implica inmediatamente que

○S = ⋂
ϕ∈S

Nu(ϕ),

así que ○S es un subespacio por la Proposición 1.3.5(ii).
(ii) El único elemento del subespacio nulo de V∗ es la función nula y ésta que se anula en todo

elemento de V : esto signiûca que ○0 = V .
Supongamos ahora que V tiene dimensión ûnita y probemos que ○(V∗) = 0: para ello es

suûciente quemostremos que

para cada elemento no nulo x ∈ V ∖ 0 existe ϕ ∈ V∗ tal que ϕ(x) ≠ 0. (4)

Sea entonces x ∈ V ∖ 0. Como el conjunto {x} es linealmente independiente, la Proposición 1.7.8
nos dice que si n = dimV , existen vectores x2, . . . , xn ∈ V tales que (x , x2, . . . , xn) es una base
de V . Si (ϕ1, . . . , ϕn) es la correspondiente base dual, entonces ϕ1(x) = 1 ≠ 0. Esto prueba (4).

(iii) Sean S y T subconjuntos de V∗ tales que S ⊆ T . Si x ∈ ○T y ϕ ∈ S, entonces ϕ(x) = 0
porque ϕ ∈ T . Vemos así que ○T ⊆ ○S.

(iv) Sean S y T subespacios de V∗. Como S ⊆ S + T y T ⊆ S + T , la parte (iii) de la pro-
posición que acabamos de probar nos dice que ○(S + T) ⊆ ○S y ○(S + T) ⊆ ○T , demanera que
○(S + T) ⊆ ○S ∩ ○T . Por otro lado, si x ∈ ○S ∩ ○T y ϕ ∈ S + T , existen σ ∈ S y τ ∈ T tales que
ϕ = σ + τ y, entonces, ϕ(x) = σ(x) + τ(x) = 0: esto signûca que x ∈ ○(S + T) y, en deûnitiva, que
○S ∩ ○T ⊆ ○(S + T). Esto prueba la primera igualdad del enunciado.

Como S ∩ T ⊆ S y S ∩ T ⊆ T , la parte (iii) nos dice que ○S ⊆ ○(S ∩ T) y ○T ⊆ ○(S ∩ T). Como
○(S ∩ T) es un subespacio de V , esto implica inmediatamente que ○S + ○T ⊆ ○(S ∩ T).

Hacer: La última aûrmación.
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Dualidad

3.2.6. Proposición. Sea V un espacio vectorial.
(i) Si S es un subconjunto de V , entonces S ⊆ ○(S○) y S○ = (○(S○))○.
(ii) Si T es un subconjunto de V∗, entonces T ⊆ (○T)○ y ○T = ○((○T)○).

Demostración. Sea S un subconjunto de V . Si x ∈ S y ϕ ∈ S○, entonces ϕ(x) = 0: vemos así que
x ∈ ○(S○) y, en deûnitiva, que S ⊆ ○(S○). Esto prueba la primera aûrmación de (i). La primera
aûrmación de (ii) se prueba de exactamente lamisma forma.

Sea otra vez S ⊆ V un subconjunto de V . Lo que ya probamos de (i) nos dice que S ⊆ ○(S○) y
esto implica, de acuerdo a la Proposición 3.2.2(ii), que (○(S○))○ ⊆ S○. Por otro lado, la primera
parte de (i), cuando T = S○, aûrma que S○ ⊆ (○(S○))○. Estas dos inclusiones prueban que
S○ = (○(S○))○, como aûrma la segunda parte de la aûrmación (i). La prueba de la segunda parte
de (ii) puede hacerse demanera similar.

3.2.7. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita.
(i) Si S es un subespacio de V , entonces S = ○(S○).
(ii) Si T es un subespacio de V∗, entonces T = (○T)○.

Demostración. (i) Sea S un subespacio de V . De la Proposición 3.2.6(i) sabemos que S ⊆ ○(S○),
así que tenemos que probar que la inclusión es una igualdad. Sea x ∈ V ∖ S. El subespacio S
tiene dimensión ûnita. Sea r = dim S y sea B = {x1, . . . , xr} una base de S. Como x /∈ S, el
vector x no pertenece a B y el conjunto B′ = {x1, . . . , xr , x} tiene r + 1 elementos y es lineal-
mente independiente. De acuerdo a la Proposición 1.7.8, existen vectores y1, . . . , ys ∈ V tales que
B′′ = {x1, . . . , xr , x , y1, . . . , ys} es una base de V con r + 1 + s elementos. Ahora bien, existe una
función lineal ϕ ∶ V → k tal que ϕ(xi) = 0 para cada i ∈ ⟦r⟧, ϕ(x) = 1 y ϕ(yi) = 0 para cada
i ∈ ⟦s⟧. Como ϕ se anula en cada elemento de la baseB de S, es claro que ϕ ∈ S○, y como ϕ(x) ≠ 0,
además x /∈ ○(S○). Esto prueba que V ∖ S ⊆ V ∖ ○(S○).

(ii) La Proposición 3.2.6(ii) nos dice que T ⊆ (○T)○. Para ver que vale la igualdad es suû-
ciente entonces que mostremos que dimT ≤ dim(○T)○. Sean r = dim ○T y n = dimV . De la
Proposición 3.2.3 sabemos que

dim(○T)○ = dimV − dim ○T = n − r.

Sea B = {x1, . . . , xr} una base de ○T , sean xr+1, . . . , xn ∈ V tales que {x1, . . . , xn} es una base
de V , y sea {ϕ1, . . . , ϕn} la correspondiente base dual. Si ϕ ∈ T y a1, . . . , an ∈ k son escalares tales
que ϕ = a1ϕ1 +⋯ + anϕn, entonces para cada i ∈ ⟦r⟧ es

0 = ϕ(xi) = a1ϕ1(xi) +⋯ + anϕn(xi) = ai ,

y entonces ϕ = ar+1ϕr+1 + ⋯ + anϕn ∈ ⟨ϕr+1, . . . , ϕn⟩. Así, T está contenido en el subespacio
generado por {ϕr+1, . . . , ϕn} y, en consecuencia, tiene dimensión a lo sumo n − r.
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3.2.8. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita. Si S es un subespacio de V∗,
entonces tanto S como su anulador a izquierda ○S tienen dimensión ûnita y

dim S + dim ○S = dimV .

Demostración. La primera aûrmación es consecuencia de que S y ○S son subespacios deV y deV∗,
respectivamente, que tienen dimensión ûnita. De la Proposición 3.2.3 sabemos que

dim ○S + dim(○S)○ = dimV

y de la Proposición 3.2.7(ii) que (○S)○ = S: estas dos cosas prueban la igualdad del enunciado.

§3. Funciones transpuestas

3.3.1. Sean V yW espacios vectoriales y sea f ∶ V →W una función lineal. Llamamos función
transpuesta de f a la función

f t ∶ ϕ ∈W∗ ↦ ϕ ○ f ∈ V∗.

Observemos que esto tiene sentido: si ϕ ∶W → k es una función lineal, entonces la composición
ϕ ○ f ∶ V → k es lineal.

3.3.2. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales.
(i) Para cada función lineal f ∶ V →W la función transpuesta f t ∶ V∗ →W∗ es también lineal.
(ii) La función

τ ∶ f ∈ hom(V ,W)↦ f t ∈ hom(W∗,V∗)

es lineal.

Demostración. (i) Sea f ∶ V →W una función lineal. Si ϕ, ψ ∈W∗ y λ, µ ∈ k, entonces

f t(λϕ + µψ) = (λϕ + µψ) ○ f

y, como la composición es una función bilineal—como aûrma la Proposición 2.6.4— esto es

= λϕ ○ f + µψ ○ f = λ f t(ϕ) + µ f t(ψ).

Vemos así que la función f t es lineal.
(ii) Sean ahora f , g ∈ hom(V ,W) y λ, µ ∈ k. Como para cada ϕ ∈W∗ es

τ(λ f + µg)(ϕ) = (λ f + µg)t(ϕ)
= ϕ ○ (λ f + µg)
= λϕ ○ f + µ ○ g
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= λ f t(ϕ) + µgt(ϕ)
= λτ( f )(ϕ) + µτ(g)(ϕ)
= (λτ( f ) + µτ(g))(ϕ),

vemos que τ(λ f + µg) = λτ( f ) + µτ(g), es decir, que la función τ del enunciado es lineal.

3.3.3. Proposición.
(i) Si V es un espacio vectorial e idV ∶ V → V es la función identidad de V , entonces la función

transpuesta (idV)t ∶ V∗ → V∗ es la función identidad de V∗

(ii) Si U , V y W son espacios vectoriales y f ∶ U → V y g ∶ V → W son funciones lineales,
entonces

(g ○ f )t = f t ○ gt.

(iii) Si V y W son espacios vectoriales y f ∶ V →W es un isomorûsmo, entonces la función trans-
puesta f t ∶W∗ → V∗ es también un isomorûsmo y su función inversa es ( f −1)t ∶ V∗ →W∗.

Demostración. (i) Sea V un espacio vectorial. Si ϕ ∈ V∗, entonces

(idV)t(ϕ) = ϕ ○ idV = ϕV = idV∗(ϕ).

Esto signiûca que (idV)t = idV∗ .
(ii) Sean U , V y W espacios vectoriales y sean f ∶ U → V y g ∶ V → W funciones lineales.

Para ver que (g ○ f )t = f t ○ gt basta observar que si ϕ ∈W∗, entonces

(g ○ f )t(ϕ) = ϕ ○ (g ○ f ) = (ϕ ○ g) ○ f = gt(ϕ) ○ f = f t(gt(ϕ)) = (gt ○ f t)(ϕ).

(iii) Sean V y W espacios vectoriales y sea f ∶ V → W un isomorûsmo. Para ver que
f t ∶W∗ → V∗ es un isomorûsmo con inversa ( f −1)t basta observar que, en vista de las partes (ii)
y (i) de esta proposición, se tiene que

f t ○ ( f −1)t = ( f −1 ○ f )t = (idV)t = idV∗

y, demanera similar, que ( f −1 ○ f )t = idW∗ .

3.3.4. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales.
(i) Si f ∶ V →W es una función lineal entonces Nu( f t) = Im( f )○ y Im( f t) ⊆ Nu( f )○.
(ii) Si además V y W tienen dimensión ûnita, entonces esta última inclusión es una igualdad.

Demostración. Sea f ∶ V →W una función lineal. Si ϕ ∈W∗, es

ϕ ∈ Nu( f t) ⇐⇒ f t(ϕ) = 0

⇐⇒ ϕ ○ f = 0

⇐⇒ para todo x ∈ V es ϕ( f (x)) = 0

⇐⇒ para todo y ∈ Im( f ) es ϕ(y) = 0

⇐⇒ ϕ ∈ Im( f )○.
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Por otro lado, si ϕ ∈ Im( f t), demanera que existe ψ ∈ W∗ tal que ϕ = f t(ψ) = ϕ ○ f , para cada
x ∈ Nu( f ) se tiene que ϕ(x) = ψ( f (x)) = 0: esto nos dice que ϕ ∈ Nu( f )○.

Supongamos ahora que tanto V como W tienen dimensión ûnita. En ese caso

dim Im( f t) = dimW∗ − dimNu( f t) por el Teorema 2.5.1 aplicado a f t

= dimW∗ − dim Im( f )○ por la parte (i)
= dimW∗ − (dimW − dim Im( f )) por la Proposición 3.2.3 aplicada a Im( f )
= dim Im( f )
= dimV − dimNu( f ) por el Teorema 2.5.1 aplicado a f
= dimNu( f )○ por la Proposición 3.2.3 aplicada a Nu( f ),

y esto, junto con la inclusión Im( f t) ⊆ Nu( f )○, prueba que vale la igualdad que queremos.

3.3.5. Corolario. Hacer: Monos y epis, transposición.

3.3.6. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión ûnita y sea f ∶ V → W una
función lineal. Si B y B′ son bases ordenadas de V y deW , respectivamente, y B∗ y B′∗ son las
bases de V∗ y deW∗ duales aB y aB′, entonces

[ f t]B′∗
B∗ = ([ f ]BB′)t.

Así, lamatriz de la función transpuesta de f es lamatriz transpuesta de lamatriz de f .

Demostración. Sean m = dimV y n = dimW , y sean B = (x1, . . . , xm), B′ = (y1, . . . , yn),
B∗ = (ϕ1, . . . , ϕm) y B′∗ = (ψ1, . . . ,ψm). Sea (ai, j) = [ f ]BB′ lamatriz de f , demanera que para
cada i ∈ ⟦m⟧ es

f (xi) = a1,i y1 +⋯ + an,i yn .

Sea j ∈ ⟦n⟧. Como para cada i ∈ ⟦m⟧,

f t(ψ j)(xi) = (ψ j ○ f )(xi)
= ψ j( f (xi))
= ψ j(a1,i y1 +⋯ + an,i yn)
= a1,iψ j(y1) +⋯ + an,iψ j(yn)
= a j,i ,

vemos que f t(ψ j) = a j,1ϕ1 +⋯ + a j,mϕm. Esto signiûca que

[ f t]B′∗
B∗ =

⎛
⎜⎜
⎝

a1,1 ⋯ an,1
⋮ ⋱ ⋮
a1,m ⋯ an,m

⎞
⎟⎟
⎠

y esta es precisamente lamatriz transpuesta de [ f ]BB′ .
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3.3.7. Proposición. Sea V un espacio vectorial y seaW un subespacio de V .
(i) Si π ∶ V → V/W es la proyección canónica al cociente, entonces la imagen de la función

transpuesta πt ∶ (V/W)∗ → V∗ está contenida en W○ y la correstricción p ∶ (V/W)∗ →W○

de πt aW○ es un isomorûsmo.
(ii) Si ι ∶ W → V es la inclusión, entonces hay un isomorûsmo q ∶ V∗/W○ → W∗ tal que

q([ϕ]) = ιt(ϕ) para toda ϕ ∈ V∗.

Demostración. Hacer.

3.3.8. Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y seaW un
subespacio f -invariante de V . El subespacio W○ de V∗ es f t-invariante y si p ∶ (V/W)∗ →W○ y
q ∶ V∗/W○ →W∗ son los isomorûsmos de la Proposición 3.3.7, entonces conmutan los diagramas

(V/W)∗ (V/W)∗

W○ W○

( fW)t

p p
( f t)W○

V∗/W○ V∗/W○

W∗ W∗

( f t)W
○

q q
( fW)t

Demostración. Hacer.

§4. El rango de unamatriz

3.4.1. Si m, n ∈ N y A ∈Mm,n(k) es unamatriz dem ûlas y n columas con entradas en k, llamamos
rango por columnas de A y escribimos rg(A) a la dimensión del subespacio de km generado por
las n columnas de A.

3.4.2. El rango de unamatriz poisee una caracterización muy sencilla:

Proposición. Sean m, n ∈ N. El rango por columnas de una matriz A ∈ Mm,n(k) es igual a la
dimensión de la imagen Im( f ) de la función lineal f ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km.

Demostración. Sea (e1, . . . , en) la base ordenada estándar de kn. La imagen de la función f está
generada por el conjunto { f (e1), . . . , f (en)} y, como para cada i ∈ ⟦n⟧ el vector f (ei) = Aei es
precisamente la columna i-ésima de lamatriz A, lo que aûrma la proposición es inmediato.

3.4.3. Proposición. Sean m, n ∈ N, sea A ∈Mm,n(k) y sea f ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km.
(i) Es 0 ≤ rg(A) ≤ min{m, n} y el rango por columnas de A es nulo si y solamente si A es la

matriz nula.
(ii) La función f es inyectiva si y solamente si rg(A) = n.
(iii) La función f es sobreyectiva si y solamente si rg(A) = m.
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Demostración. Como la imagen de f es un subespacio del espacio km, que tiene dimensión m, es
dim Im( f ) ≤ m. Por otro lado, del Teorema 2.5.1 es inmediato que dim Im( f ) ≤ dimkn = n. Estas
dos desigualdades prueban la primera aûrmación de (i), y la segunda es evidente.

Del Teorema 2.5.2 tenemos que n = dimNu( f ) + rg(A), y entonces es claro que Nu( f ) = 0 si
y solamente si rg(A) = n, como aûrma la parte (ii). Por otro lado, como Im( f ) es un subespacio
de kn, la función es sobreyectiva si y solamente si dim Im( f ) = dimkn = n: esto prueba (iii).

3.4.4. Proposición. Sean m, n ∈ N y sea A ∈Mm,n(k).
(i) Si p ∈ N y B ∈Mn,p(k), entonces

rg(AB) ≤ min{rg(A), rg(B)}

y si rg(B) = n entonces, de hecho,

rg(AB) = rg(A).

(ii) Si k ∈ N y C ∈Mk,m(k) es unamatriz con rg(C) = m, entonces

rg(CA) = rg(A).

Demostración. Hacer.

3.4.5. El siguiente resultado es conocido como la desigualdad de Sylvester, por James Joseph
Sylvester (1814–1897, Inglaterra):

Proposición. Sean m, n, p ∈ N. Si A ∈Mm,n(k) y B ∈Mn,p(k), entonces

rg(A) + rg(B) − n ≤ rg(AB).

Demostración. Consideremos las funciones lineales f ∶ x ∈ kp ↦ Bx ∈ kn y g ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km.
Del Teorema 2.5.1 y la Proposición 3.4.2 sabemos que

p = dimNu( f ) + rg(B), n = dimNu(g) + rg(A), p = dimNu(g ○ f ) + rg(AB)

y entonces

rg(AB) + n = rg(A) + rg(B) + [dimNu( f ) + dimNu(g) − dimNu(g ○ f )].

Bastará entonces quemostremos que la expresión entre corchetes es no negativa.
Si x ∈ Nu(g ○ f ) entonces claramente f (x) ∈ Nu(g), así que podemos considerar la función

lineal

h ∶ x ∈ Nu(g ○ f )↦ f (x) ∈ Nu(g).

Como Im(h) ⊆ Nu(g), es dim Im(h) ≤ Nu(g). Por otro lado, es claro que Nu(h) ⊆ Nu( f ), así
que dimNu(h) ≤ dimNu( f ). Aplicando el Teorema 2.5.1 a la función h vemos entonces que

dimNu(g ○ f ) = dimNu(h) + dim Im(h) ≤ dimNu( f ) + dimNu(g),

y esto prueba lo que queremos.
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3.4.6. Proposición. Sean m, n ∈ N.
(i) Si A y B son elementos deMm,n(k), entonces

rg(A+ B) ≤ rg(A) + rg(B).

(ii) Si A es un elemento deMm,n(k), el rango de A es el menor número r ∈ N0 tal que existen
matrices B1, . . . , Br ∈Mm,n(k) de rango 1 tales que A = B1 +⋯ + Br .

Demostración. (i) Sean A, B ∈ Mm,n(k) y consideremos las funciones f ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km

y g ∶ x ∈ kn ↦ Bx ∈ km. Si x ∈ kn, entonces ( f + g)(x) = f (x) + g(x) ∈ Im( f ) + Im(g): esto
muestra que Im( f + g) ⊆ Im( f ) + Im(g) y, en vista de la Proposición 1.9.4, que

rg(A+ B) = dim Im( f + g)
≤ dim(Im( f ) + Im(g))
= dim Im( f ) + dim Im(g) − dim(Im( f ) ∩ Im(g))
≤ dim Im( f ) + dim Im(g)
= rg(A) + rg(B).

(ii) Sea A ∈ Mm,n(k) y sea r = rg(A). Si s ∈ N0 es el menor número tal que hay matrices
B1, . . . , Bs ∈Mm,n(k) de rango 1 con A = B1 +⋯ + Bs, la primera parte de la proposición implica
que

r = rg(A) = rg(B1 +⋯ + Bs) ≤ rg(B1) +⋯ + rg(Bs) = s.

Sea, por otro lado, {x1, . . . , xr} una base del subespacio ⟨Ae1, . . . ,Aen⟩ de km generado por las
columnas de A. Para cada i ∈ ⟦n⟧ existen entonces escalares bi,1, . . . , bi,r ∈ k tales que

Aei = bi,1xi +⋯ + bi,rxr .

Si j ∈ ⟦r⟧, sea B j la matriz de Mm,n cuyas columnas son b1, jx j , . . . , bn, jx j. Esta matriz tiene
rango a lo sumo 1 porque todas sus columnas son múltiplos del vector x j. Es fácil veriûcar que
A = B1 + ⋯ + Br , así que s ≤ r. Esto, junto con la desigualdad que obtuvimos antes, implica el
resultado que buscamos.

3.4.7. Hacer: FIX THIS: Demanera similar, el rango por ûlas de A, al que escribimos rgF(A), es
la dimensión del subespacio de km generado por las n ûlas de A.

Un resultado importante es que estos dos rangos son de hecho iguales:

Proposición. Sean n, m ∈ N. Si A ∈Mn,m(k), entonces rg(A) = rgF(A).

En vista de esto, llamamos simplemente rango de la matriz A y escribimos rg(A) al valor
común de rgC(A) y rgF(A).
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Demostración. Consideremos la función lineal f ∶ x ∈ km ↦ Ax ∈ kn. Tenemos que

dim Im( f ) = n − dim Im( f )○ por la Proposición 3.2.3

= n − dimNu( f t) por la Proposición 3.3.4

= n − (n − dim Im( f t)) otra vez por la Proposición 3.2.3

= dim Im( f t).

Si (e1, . . . , em) es la base estándar de km, entonces la imagen Im( f ) de f está generada por el
conjunto { f (e1), . . . , f (em)}, esto es, por las columnas de A, y entonces rgC(A) = dim Im( f ). Por
otro lado, sabemos de la Proposición 3.3.6 que lamatriz de la función transpuesta f t con respecto
a las bases duales de las bases estándares de kn y km es precisamente lamatriz transpuesta At, así
que un razonamiento similar nos dice que rgC(At) = dim Im( f t). Como claramente el rango por
columnas de At coincide con el rango por ûlas de A, esto prueba la proposición.

3.4.8. Nuestro último resultado sobre el rango dematrices se reûere amatrices reales y complejas:

Proposición. Sean m, n ∈ N.
(i) Si A ∈Mm,n(R), entonces

rg(AAt) = rg(AtA) = rg(At) = rg(A).

(ii) Si A ∈Mm,n(C), entonces

rg(AA∗) = rg(A∗A) = rg(A) = rg(At) = rg(A∗) = rg(A).

En la segunda parte de esta proposición, A denota a lamatriz conjugada de A, esto es, a lamatriz
deMm,n(C) cuyas entradas se obtienen conjugando a las de A, y A∗ a lamatriz adjunta de A, que
es lamatriz transpuesta de A.

Demostración. Hacer.
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Capítulo 4
Determinantes

§1. Funciones multilineales alternantes

4.1.1. Sea V un espacio vectorial. Si d ∈ N, escribimos

Vd = V ×⋯ × V
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
d factores

y decimos que una función f ∶ Vd → k es d-multilineal si para cada i ∈ ⟦d⟧ y cada elección de
vectores x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd de V la función

x ∈ V ↦ f (x1, . . . , xi−1, x , xi+1, . . . , xd) ∈ k

es lineal, esto es, si la función f es lineal en cada uno de sus argumentos separadamente. Por otro
lado, si tiene la propiedad de que para toda elección de vectores x1, . . . , xd ∈ V se tiene que

si existen i, j ∈ ⟦d⟧ tales que i ≠ j y xi = x j, entonces f (x1, . . . , xd) = 0

decimos que f es alternante y, en ese caso, decimos que el número d es el grado de f .

4.1.2. Proposición. SeaV un espacio vectorial, sea d ∈ N y sea f ∶ Vd → k una función d-multilineal
alternante. Si x1, . . . , xd ∈ V , i ∈ ⟦d⟧ e y ∈ ⟨x1, . . . , x̂i , . . . , xd⟩, entonces

f (x1, . . . , xi−1, xi + y, xi+1, . . . , xd) = f (x1, . . . , xd).

Así, el valor de una funciónmultilineal alternada no cambia si a uno de sus argumentos le sumamos
una combinación lineal de los otros.

Demostración. Sean x1, . . . , xd ∈ V , sea i ∈ {x1, . . . , xd} y sea y ∈ ⟨x1, . . . , x̂i , . . . , xd⟩, demanera
que existen escalares a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ad ∈ k tales que

y = a1x1 +⋯ + ai−1xi−1 + ai+1xi+1 +⋯ + adxd .
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Como la función f es lineal en su i-ésimo argumento, tenemos que

f (x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xd)
= f (x1, . . . , xi−1, a1x1 +⋯ + ai−1xi−1 + ai+1xi+1 +⋯ + adxd , xi+1, . . . , xd)
= a1 f (x1, . . . , xi−1, x1, xi+1, . . . , xd) +⋯ + ai−1 f (x1, . . . , xi−1, xi−1, xi+1, . . . , xd)

+ ai+1 f (x1, . . . , xi−1, xi+1, xi+1, . . . , xd) +⋯ + ad f (x1, . . . , xi−1, xd , xi+1, . . . , xd)

y esta última suma es nula, ya que cada uno de sus d−1 términos tiene como factor a una evaluación
de la función f , que es alternante, con argumentos repetidos. Usando otra vez la linealidad de f es
su i-ésimo argumento, entonces, vemos que

f (x1, . . . , xi−1, xi + y, xi+1, . . . , xd)
= f (x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xd) + f (x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xd)
= f (x1, . . . , xd),

como queremos.

4.1.3. Proposición. SeaV un espacio vectorial, sea d ∈ N y sea f ∶ Vd → k una función d-multilineal.
La función f es alternante si y solamente siempre que x1, . . . , xd ∈ V son vectores linealmente
dependientes se tiene que f (x1, . . . , xn) = 0.

Demostración. Mostremos primer la necesidad de la condición. Supongamos que la función f es
alternante y sean x1, . . . , xd ∈ V vectores linealmente dependientes, demanera que existen i ∈ ⟦d⟧
y escalares a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ad ∈ k tales que

xi = a1x1 +⋯ + ai−1xi−1 + ai+1xi+1 +⋯ + adxd .

Como la función f es lineal en su i-ésimo argumento, tenemos que

f (x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xd)
= f (x1, . . . , xi−1, a1x1 +⋯ + ai−1xi−1 + ai+1xi+1 +⋯ + adxd , xi+1, . . . , xd)
= a1 f (x1, . . . , xi−1, x1, xi+1, . . . , xd) +⋯ + ai−1 f (x1, . . . , xi−1, xi−1, xi+1, . . . , xd)
+ ai+1 f (x1, . . . , xi−1, xi+1, xi+1, . . . , xd) +⋯ + ad f (x1, . . . , xi−1, xd , xi+1, . . . , xd).

Cada uno de los d − 1 términos de esta suma tiene como factor una expresión de la forma
f (x1, . . . , xi−1, x j , xi+1, . . . , xd) con j ∈ {1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , d}, que se anula porque f es al-
ternante. Esto implica, claro, que f (x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xd) = 0.

Veamos ahora la suûciencia. Supongamos que f satisface la condición del enunciado y sean
v1, . . . , vd ∈ V vectores tales que existen i, j ∈ ⟦d⟧ tales que i ≠ j y xi = x j. Como esto implica
claramente que los vectores x1, . . . , xd son linealmente dependientes, la hipótesis nos dice que
f (x1, . . . , xd) = 0. La función f es por lo tanto alternante.
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4.1.4. Sea V un espacio vectorial. Si d ∈ N y f ∶ Vd → k es una función multilineal, decimos que
f es anti-simétrica si para cada x1, . . . , xd ∈ V y cada elección de i, j ∈ ⟦d⟧ con i < j se tiene que

f (x1, . . . , xi , . . . , x j , . . . , xd) = − f (x1, . . . , x j

i

, . . . , xi

j

, . . . , xd),

esto es, si al intercambiar dos de sus argumentos el valor de la función semultiplica por −1.
4.1.5. Proposición. SeaV un espacio vectorial, sea d ∈ N y sea f ∶ Vd → k una función d-multilineal.

(i) Si f es alternante, entonces f es anti-simétrica.
(ii) Si f es anti-simétrica y en el cuerpo k se tiene que 2 ≠ 0, entonces f es alternante.

Demostración. Sean x1, . . . , xd ∈ V e i, j ∈ ⟦d⟧ tales que i < j. Como la función f es multilineal,
se tiene que

f (x1, . . . , xi−1, xi + x j

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi + x j

j

, x j+1, . . . , xd)

= f (x1, . . . , xi−1, xi

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd)

+ f (x1, . . . , xi−1, xi

i

, xi+1, . . . , x j−1, x j

j

, x j+1, . . . , xd)

+ f (x1, . . . , xi−1, x j

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd)

+ f (x1, . . . , xi−1, x j

i

, xi+1, . . . , x j−1, x j

j

, x j+1, . . . , xd)

(1)

Si la función f es alternante, entonces el lado izquierdo de esta igualdad y el primero y el cuarto
de los sumandos del lado derecho se anulan, y entonces

f (x1, . . . , xi−1, xi

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd)

+ f (x1, . . . , xi−1, x j

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd) = 0.

Esto nos dice que en ese caso f es anti-simétrica y prueba la primera parte de la proposición.
Para ver la segunda, supongamos que f es anti-simétrica y que 2 ≠ 0 en el cuerpo k. Si en la

igualdad (1) de arriba es xi = x j, entonces el lado izquierdo es

f (x1, . . . , xi−1, 2xi
i

, xi+1, . . . , x j−1, 2xi
j

, x j+1, . . . , xd)

= 2 ⋅ 2 ⋅ f (x1, . . . , xi−1, xi
i

, xi+1, . . . , x j−1, xi
j

, x j+1, . . . , xd)
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mientras que el lado derecho—ya que la suma de su segundo y su tercer término es nula por la
hipótesis hecha sobre f— es

2 ⋅ f (x1, . . . , xi−1, xi

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd).

La igualdad, en consecuencia, nos dice que

2 ⋅ 2 ⋅ f (x1, . . . , xi−1, xi
i

, xi+1, . . . , x j−1, xi
j

, x j+1, . . . , xd)

= 2 ⋅ f (x1, . . . , xi−1, xi

i

, xi+1, . . . , x j−1, xi

j

, x j+1, . . . , xd).

Por supuesto, esto implica que

2 ⋅ f (x1, . . . , xi−1, xi
i

, xi+1, . . . , x j−1, xi
j

, x j+1, . . . , xd) = 0

y, como 2 ≠ 0, esto a su vez nos dice que

f (x1, . . . , xi−1, xi
i

, xi+1, . . . , x j−1, xi
j

, x j+1, . . . , xd) = 0.

Vemos así que f es alternante.

4.1.6. Ejemplo. La condición de que 2 sea distinto de 0 en el cuerpo k que aparece en la segunda
parte de la Proposición 4.1.5 es necesaria. Para ver un ejemplo, supongamos que k = F2, el cuerpo
de dos elementos que describimos en el Ejemplo 1.1.2(c), sea V = k y consideremos la función
f ∶ (x , y) ∈ V × V ↦ xy ∈ V dada por lamultiplicación de k. Que f es bilineal es inmediato y si
x, y ∈ V , entonces f (x , y) = f (y, x), así que f (x , y) + f (y, x) = 2 f (x , y) = 0. Esta función es
por lo tanto bilineal y anti-simétrica. Sin embargo, no es alternante: f (1, 1) = 1 ≠ 0. ◇

§2. Funciones multilineales alternantes de gradomáximo

4.2.1. Sea V un espacio vectorial. Para cada d ∈ N, escribimos Altd(V) al conjunto de todas las
funciones Vd → k que son d-multilineales y alternantes. Se trata de un subconjunto del espacio
vectorial de todas las funciones Vd → k y, de hecho, es fácil veriûcar que se trata de un subespacio.

4.2.2. Una consecuencia inmediata de la Proposición 4.1.3 es la siguiente:

Proposición. Sea V un espacio vectorial. Si V tiene dimensión ûnita y d > dimV , entonces toda
función d-multilineal alternante f ∶ Vd → k es idénticamente nula y, en consecuencia, Altd(V) = 0.
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Demostración. En efecto, si V tiene dimensión ûnita, d > dimV y f ∶ Vd → k es d-multilineal
alternante, entonces cada vez que elegimos d vectores x1, . . . , xd en V estos son linealmente
dependientes y la Proposición 4.1.3 nos dice que f (x1, . . . , xd) = 0.

4.2.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n. Si B = (e1, . . . , en) es una
base ordenada de V , entonces la función

Φ ∶ f ∈ Altn(V)↦ f (e1, . . . , en) ∈ k

es lineal e inyectiva. En particular, Altn(V) tiene dimensión ûnita y

dimAltn(V) ≤ 1.

Demostración. Fijemos una base ordenada B = (e1, . . . , en) de V . Que la función Φ es lineal
es claro. Probaremos que es inyectiva. Hecho esto, la última aûrmación del enunciado seguirá
inmediatamente de la Proposición 2.5.2(ii).

Sea entonces f ∈ Altn(V) tal que Φ( f ) = 0 y mostremos que f es idénticamente nula.
Empezamos por probar que

si i1, . . . , in ∈ ⟦n⟧, entonces f (ei1 , . . . , ein) = 0. (2)

Para ello, sean i1, . . . , in elementos de ⟦n⟧ y para cada k ∈ {0, . . . , n} sea P(k) la aûrmación

si para cada j ∈ ⟦k⟧ es i j = j, entonces f (ei1 , . . . , ein) = 0.

Observemos que sabemos que P(n) vale, ya que f (e1, . . . , en) = 0 por hipótesis, y que P(0)
implica que vale la aûrmación (2) que queremos. Podemos entonces proceder por inducción
descendente: basta que probemos que si k ∈ ⟦n⟧ y vale P(k), entonces también vale P(k − 1).

Sea entonces k ∈ ⟦n⟧, supongamos que vale P(k) y que los enteros i1, . . . , in ∈ ⟦n⟧ son tales
que

para cada j ∈ ⟦k − 1⟧ se tiene que i j = j. (3)

En este punto estamos en uno de los siguientes dos casos:

• Puede ser que k /∈ {i1, . . . , in}. Entre los n números i1, . . . , in de ⟦n⟧ tiene entonces que
haber alguno repetido: esto es, existen r, s ∈ ⟦n⟧ tales que r < s y ir = is, y entonces
f (ei1 , . . . , eir , . . . , eis , . . . , ein) = 0 porque la función f es alternante.

• Puede ser, por el contrario, que k ∈ {i1, . . . , in}, demanera que existe r ∈ ⟦n⟧ tal que ir = k.
De la hipótesis (3) se sigue entonces claramente que r ≥ k y que

f (ei1 , . . . , eik−1 , eik
k

, . . . , eir
r

, . . . , ein) = − f (ei1 , . . . , eik−1 , eir
k

, . . . , eik
r

, . . . , ein),

ya f es anti-simétrica. Ahora bien, los primeros k argumentos de f en lado derecho de esta
igualdad son, en orden, e1, . . . , ek y, como estamos suponiendo que vale P(k), esto implica
que el lado derecho es igual a 0.
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En cualquiera de los dos casos tenemos entonces que f (ei1 , . . . , ein) = 0: esto prueba que
vale P(k − 1) y completa la inducción. Hemos veriûcado así que la aûrmación (2) es cierta.

Queremos probar ahora que f es la función nula, esto es, que

si x1, . . . , xn ∈ V , entonces f (x1, . . . , xn) = 0. (4)

Para hacerlo, procederemos demanera similar a lo que hicimos recién: para cada k ∈ {0, . . . , n}
sea Q(k) la aûrmación

si x1, . . . , xn ∈ V y x1, . . . , xk ∈ B, entonces f (x1, . . . , xn) = 0.

La aûrmación (4) que queremos probar es claramente equivalente a Q(0) y sabemos que Q(n)
vale, ya que eso es precisamente lo que nos dice (2). Es suûciente entonces que, procediendo
inductivamente, mostremos que si k ∈ ⟦k⟧ y vale Q(k) entonces también vale Q(k − 1). Esto
completará la prueba de la proposición.

Fijemos entonces k ∈ ⟦n⟧, supongamos que vale la aûrmación Q(k) y sean x1, . . . , xn ∈ V tales
que x1, . . . , xk−1 ∈ B. ComoB es una base, hay escalares a1, . . . , an ∈ k tales que xk = a1e1+⋯+anen
y, como la función f es multilineal,

f (x1, . . . , xk
k

, . . . , xn) = f (x1, . . . , a1e1 +⋯ + anen
k

, . . . , xn)

= a1 f (x1, . . . , e1
k

, . . . , xn) +⋯ + an f (x1, . . . , en
k

, . . . , xn).

Cada uno de los n sumandos del último miembro de esta igualdad tiene como factor al resultado
de evaluar a f en una n-upla de elementos de V cuyos primeros k elementos están en la baseB

y entonces, como estamos suponiendo que vale Q(k), cada uno de ellos se anula. Así, vemos que
f (x1, . . . , xn) = 0, que es lo que queríamos.

4.2.4. Proposición. Para cada n ∈ N existe un único elemento Dn ∈ Altn(kn) tal que

Dn(e1, . . . , en) = 1

si (e1, . . . , en) es la base ordenada estándar de kn.

Demostración. Es suûciente que nos ocupemos de la aûrmación de existencia, ya que la unicidad
se deduce de la Proposición 4.2.3. Procederemos por inducción en n, observando que como la
función D1 ∶ x ∈ k1 ↦ x ∈ k es 1-multilineal, alternante y D1(1) = 1, la proposición vale si n = 1.

Supongamos que n ≥ 2 y que existe una función multilineal alternante Dn−1 ∶ (kn−1)n−1 → k
tal que Dn−1(e1, . . . , en−1) = 0 si (e1, . . . , en−1) es la base ordenada estándar de kn−1.

Si u = (u1, . . . , un)t es un elemento de kn, convengamos en escribir u′ al escalar u1 y u′′ al
vector (u2, . . . , un)t de kn−1. Es claro que si y, z ∈ kn y a, b ∈ k se tiene que

(ay + bz)′ = ay′ + bz′, (ay + bz)′′ = ay′′ + bz′′. (5)
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Deûnimos una función Dn ∶ (kn)n → k de la siguientemanera: si x1, . . . , xn ∈ kn, ponemos

Dn(x1, . . . , xn) =
n
∑
l=1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n ).

Mostremos que Dn es n-multilineal alternante y, si (e1, . . . , en) es la base ordenada estándar de kn,
que Dn(e1, . . . , en) = 1: esto probará la proposición.

• Se tiene que e′1 = 1 y que e′i = 0 si i ∈ {2, . . . , n}, así que

Dn(e1, . . . , en) =
n
∑
l=1

(−1)l+1e′iDn−1(e′′1 , . . . , ê′′l , . . . , e
′′
n ) = Dn−1(e′′2 , . . . , e′′n )

porque en la suma todos los términos son nulos salvo posiblemente el que corresponde
a l = 1. Como (e′′2 , . . . , e′′n ) es precisamente la base ordenada estándar de kn−1, la hipótesis
inductiva nos dice que Dn(e1, . . . , en) = 1.

• Sea i ∈ ⟦n⟧, sean x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, y, z ∈ kn y a, b ∈ k. De la deûnición de la
función Dn tenemos que

Dn(x1, . . . , xi−1, ay + bz, xi+1, . . . , xn)

=
i−1
∑
l=1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , (ay + bz)
′′, . . . , x′′n )

+ (−1)i+1(ay + bz)′Dn−1(x′′1 , . . . , x′′i−1, x′′i , . . . , x′′n )
n
∑
l=i+1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , (ay + bz)′′, . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n ).

Usando primero las igualdades (5) y después lamultilinealidad de la función Dn−1, podemos
reescribir esto en la forma

i−1
∑
l=1

(−1)l+1x′i (aDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , y
′′, . . . , x′′n )

+ bDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , z
′′, . . . , x′′n ))

+ (−1)i+1ay′Dn−1(x′′1 , . . . , x′′i−1, x′′i , . . . , x′′n )

+ (−1)i+1bz′Dn−1(x′′1 , . . . , x′′i−1, x′′i , . . . , x′′n )

+
n
∑
l=i+1

(−1)l+1x′i (aDn−1(x′′1 , . . . , y′′, . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n )

+ bDn−1(x′′1 , . . . , z′′, . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n )).

Por otro lado,

aDn(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) + bDn(x1, . . . , xi−1, z, xi+1, . . . , xn)

79



= a
i−1
∑
l=1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , y
′′, . . . , x′′n )

+ a(−1)i+1y′Dn−1(x′′1 , . . . , x′′i−1, x′′i , . . . , x′′n )

a
n
∑
l=i+1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , y′′, . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n )

+ b
i−1
∑
l=1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , z
′′, . . . , x′′n )

+ b(−1)i+1y′Dn−1(x′′1 , . . . , x′′i−1, x′′i , . . . , x′′n )

b
n
∑
l=i+1

(−1)l+1x′iDn−1(x′′1 , . . . , z′′, . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n )

y esto es igual a la expresión anterior. Vemos así que la función Dn es lineal con respecto a
su i-ésimo argumento.

• Sean ûnalmente x1, . . . , xn ∈ V y supongamos que r, s ∈ ⟦n⟧ son tales que r < s y xr = xs . De
la deûnición de Dn tenemos que

Dn(x1, . . . , xn) =
n
∑
l=1

(−1)l+1x′lDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , x
′′
n ).

Si el índice l ∈ ⟦n⟧ es distinto de r y de s, el término l-ésimo de esta suma tiene a
Dn−1(x′′1 , . . . , x̂′′l , . . . , x

′′
n ) como factor, y este escalar es nulo porque Dn−1 es una función al-

ternante: entre sus argumentos aparecen los vectores x′′r y x′′s , que son iguales. Esto signiûca
que, de hecho,

Dn(x1, . . . , xn)
= (−1)r+1x′rDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′r , . . . , x′′n ) + (−1)s+1x′sDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′s , . . . , x′′n ). (6)

Como xr = xs, tenemos por supuesto que x′r = x′s y x′′r = x′′s . Como podemos pasar de la
secuencia de n − 1 vectores

x′′1 , . . . , x̂′′r , . . . , x′′s , . . . , x′′n

a la secuencia

x′′1 , . . . , x′′r , . . . , x̂′′s , . . . , x′′n

haciendo s − r − 1 transposiciones —la Figura 4.1 de la página siguiente ilustra esto— el
hecho de que Dn−1 sea alternante y, por lo tanto, anti-simétrica nos dice que

Dn−1(x′′1 , . . . , x̂′′s , . . . , x′′n ) = (−1)s−r−1Dn−1(x′′1 , . . . , x̂′′r , . . . , x′′n )

y entonces, reemplazando en la igualdad (6), vemos que

Dn(x1, . . . , xn) = ((−1)r+1 + (−1)s+1(−1)s−r−1) ⋅ x′rDn−1(x′′1 , . . . , x̂′′r , . . . , x′′n )

y esto es igual a 0, porque el primer factor es nulo. La proposición queda así probada.
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x′′1 x′′2 x′′4 x′′5 x′′6 x′′7 x′′8 x′′9

x′′1 x′′2 x′′4 x′′5 x′′7 x′′6 x′′8 x′′9

x′′1 x′′2 x′′4 x′′7 x′′5 x′′6 x′′8 x′′9

x′′1 x′′2 x′′7 x′′4 x′′5 x′′6 x′′8 x′′9

x′′3

Figura 4.1. El caso en que n = 9, r = 3 y s = 7: si x′′3 = x′′7 , para pasar de
(x′′1 , . . . , x̂′′3 , . . . , x′′9 ) a (x′′1 , . . . , x̂′′7 , . . . , x′′9 ) son necesarias 3 = s − r − 1 transposi-
ciones.

§3. El determinante de unamatriz

4.3.1. Sea n ∈ N y sea (e1, . . . , en) la base ordenada estándar de kn. Si A ∈Mn(k) es unamatriz
cuadrada de n ûlas y n columnas con entradas en k, el determinante de A, al que escribimos
detA o ∣A∣, es el escalar Dn(Ae1, . . . ,Aen) que se obtiene de evaluar la función Dn ∶ (kn)n → k
de la Proposición 4.2.4 en los n vectores Ae1, . . . , Aen de kn. Observemos que estos vectores son
precisamente las columnas de lamatriz A. Si A es lamatriz

⎛
⎜⎜
⎝

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
an,1 ⋯ an,n

⎞
⎟⎟
⎠

escribimos muchas veces al determinante de A usando la notación
RRRRRRRRRRRRRRR

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
an,1 ⋯ an,n

RRRRRRRRRRRRRRR
.

La prueba de la Proposición 4.2.4 da una construcción recursiva de la función Dn, que la expresa
en términos de Dn−1: siguiendo esa construcción, vemos que

• Si n = 1, entonces

∣a1,1∣ = D1((a1,1)) = a1,1.
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• Si n = 2, entonces

∣a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣ = D2 ((
a1,1
a2,1

) , (a1,2
a2,2

))

= a1,1D1((a2,2)) − a1,2D1((a2,1))
= a1,1a2,2 − a1,2a2,1.

• Si n = 3, entonces

RRRRRRRRRRRRRRR

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

RRRRRRRRRRRRRRR
= D3

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

a1,1
a2,1
a3,1

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a1,2
a2,2
a3,2

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a1,3
a2,3
a3,3

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠

= a1,1D2 ((
a2,2
a3,2

) , (a2,3
a3,3

)) − a1,2D2 ((
a2,1
a3,1

) , (a2,3
a3,3

)) + a1,3D2 ((
a2,1
a3,1

) , (a2,2
a3,2

))

= a1,1a2,2a3,3 − a1,1a3,2a2,3 − a1,2a2,1a3,3 + a1,2a3,1a2,3 + a1,3a2,1a3,2 − a1,3a3,1a2,2.

Una forma de recordar esta última expresión es la siguiente regla de Sarrus, por Pierre
Frédéric Sarrus (1798–1861, Francia): si copiamos las dos primeras columnas a la derecha de
lamatriz, para obtener unamatriz de 3 ûlas y 5 columnas,

a1,1 a1,2 a1,3 a1,1 a1,2

a2,1 a2,2 a2,3 a2,1 a2,2

a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2

+ + +

− − −

entonces el determinante de lamatriz es la suma de los tres productos correspondientes a
las diagonales azules del dibujo menos la suma de los tres productos correspondientes a las
rojas.

• Si n = 4, entonces

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a1,1 a1,2 a1,3 a1,4
a2,1 a2,2 a2,3 a2,4
a3,1 a3,2 a3,3 a3,4
a4,1 a4,2 a4,3 a4,4

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= D4

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

a1,1
a2,1
a3,1
a4,1

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

a1,2
a2,2
a3,2
a4,2

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

a1,3
a2,3
a3,3
a4,3

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

a1,4
a2,4
a3,4
a4,4

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
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= a1,1D3

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

a2,2
a3,2
a4,2

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,3
a3,3
a4,3

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,4
a3,4
a4,4

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠
− a1,2D3

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

a2,1
a3,1
a4,1

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,3
a3,3
a4,3

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,4
a3,4
a4,4

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠

+ a1,3D3

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

a2,1
a3,1
a4,1

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,2
a3,2
a4,2

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,4
a3,4
a4,4

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠
− a1,4D3

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

a2,1
a3,1
a4,1

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,2
a3,2
a4,2

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎛
⎜⎜
⎝

a2,3
a3,3
a4,3

⎞
⎟⎟
⎠
,
⎞
⎟⎟
⎠

= a1,1, a2,2, a3,3, a4,4 − a1,1, a2,2, a4,3, a3,4 − a1,1, a3,2, a2,3, a4,4
+a1,1, a3,2, a4,3, a2,4 + a1,1, a4,2, a2,3, a3,4 − a1,1, a4,2, a3,3, a2,4
−a2,1, a1,2, a3,3, a4,4 + a2,1, a1,2, a4,3, a3,4 + a2,1, a3,2, a1,3, a4,4
−a2,1, a3,2, a4,3, a1,4 − a2,1, a4,2, a1,3, a3,4 + a2,1, a4,2, a3,3, a1,4
+a3,1, a1,2, a2,3, a4,4 − a3,1, a1,2, a4,3, a2,4 − a3,1, a2,2, a1,3, a4,4
+a3,1, a2,2, a4,3, a1,4 + a3,1, a4,2, a1,3, a2,4 − a3,1, a4,2, a2,3, a1,4
−a4,1, a1,2, a2,3, a3,4 + a4,1, a1,2, a3,3, a2,4 + a4,1, a2,2, a1,3, a3,4
−a4,1, a2,2, a3,3, a1,4 − a4,1, a3,2, a1,3, a2,4 + a4,1, a3,2, a2,3, a1,4.

Podemos continuar de esta forma, pero rápidamente el tamaño de las fórmulas crece: puede
verse en las que acabamos de dar que la cantidad de términos en el determinante de unamatriz
cuadrada de tamaño 1, 2, 3 y 4 es, respectivamente, 1, 2, 6 y 24. Más generalmente, es fácil deducir
inductivamente de la prueba de la Proposición 4.2.4 que tenemos una expresión con a lo sumo n!
términos para el determinante de unamatriz cuadrada de tamaño n.

4.3.2. Proposición. Sea n ∈ N. La función det ∶Mn(k)→ k tiene las siguientes propiedades:
(i) detA dependemultilinealmente de las columnas de lamatriz A.
(ii) Si A ∈Mn(k) tiene dos columnas iguales, entonces detA = 0.
(iii) Si A y B son elementos deMn(k) y B se obtiene de A intercambiando dos columnas, entonces

detB = −detA.
(iv) Si A y B son elementos deMn(k) y B se obtiene de A sumando a una de sus columnas una

combinación lineal de las demás, entonces detB = detA.

Demostración. Todo esto es claro, en vista de la deûnición de det y de la Proposición 4.2.4.

4.3.3. Proposición. Sea n ∈ N.
(i) Si In ∈Mn(k) es lamatriz identidad, entonces det In = 1.
(ii) Si A y B son matrices deMn(k), entonces detAB = detA ⋅ detB.
(iii) Si A ∈Mn(k) es inversible, entonces detA ≠ 0 y, de hecho, detA−1 = (detA)−1.

Demostración. (i) De acuerdo a nuestras deûniciones y la elección de la función Dn, es

det In = Dn(Ine1, . . . , Inen) = Dn(e1, . . . , en) = 1.

(ii) Sean A y B dos elementos deMn(k) y sea D̃ ∶ (kn)n → k la función tal que cada vez que
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x1, . . . , xn son elementos de kn es

D̃(x1, . . . , xn) = Dn(Ax1, . . . ,Axn).

Como Dn ∶ (kn)n → k es una función n-multilineal y alternante, es inmediato veriûcar que lo
mismo es cierto de D̃, esto es, que D̃ es un elemento del espacio vectorial Altn(kn). Sabemos que
este espacio vectorial tiene dimensión 1 y que {Dn} es una de sus bases: esto signiûca que existe
un escalar α ∈ k tal que D̃ = αDn y, de hecho, si (e1, . . . , en) es la base ordenada estándar de kn

tenemos que

α = αDn(e1, . . . , en) = D̃(e1, . . . , en) = Dn(Ae1, . . . ,Aen) = detA.

Esto implica que

D̃(Be1, . . . , Ben) = detA ⋅ D(Be1, . . . , Ben) = detA ⋅ detB

mientras que la deûnición misma de la función D̃ nos dice, por otro lado, que

D̃(Be1, . . . , Ben) = Dn(ABe1, . . . ,ABen) = detAB.

Esto prueba la aûrmación (ii) de la proposición.
(iii) Sea A ∈Mn(k) unamatriz inversible. Usando las partes (ii) y (i) de la proposición, vemos

que

detA ⋅ detA−1 = detAA−1 = det In = 1,

así que claramente detA ≠ 0 y detA−1 = (detA)−1, que es lo que queríamos probar.

4.3.4. Un corolario inmediato de la Proposición 4.3.3 pero importante es el siguiente:

Corolario. Si A y B son elementos deMn(k) para los que existe unamatriz C ∈Mn(k) inversible
tal que A = CBC−1, entonces detA = detB.

Demostración. En efecto, en ese caso la Proposición 4.3.3 nos dice que detC ≠ 0 y que

detA = detCBC−1 = detC ˙detB ⋅ C−1 = detC ˙detB(⋅C)−1 = detB,

como aûrma el corolario.

§4. La fórmula de Leibniz

4.4.1. Si n ∈ N, escribamos ⟦n⟧ al conjunto ⟦n⟧. Una permutación de ⟦n⟧ es una función biyectiva
σ ∶ ⟦n⟧→ ⟦n⟧ y Sn es el conjunto de todas las permutaciones de ⟦n⟧.
Proposición. Sea n ∈ N.
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(i) El conjunto Sn tiene exactamente n! elementos.
(ii) La función identidad id ∶ ⟦n⟧→ ⟦n⟧ es claramente una permutación.
(iii) Si σ y τ son dos permutaciones de ⟦n⟧, entonces la composición σ ○ τ también lo es.
(iv) Si σ es una permutación de ⟦n⟧, entonces la función inversa σ−1 —que existe porque σ es

biyectiva— también es una permutación de ⟦n⟧.

Demostración. Todas las aûrmaciones son inmediatas.

4.4.2. Cuando n es pequeño, escribimos a veces a una permutación σ ∈ Sn en la forma de una
matriz de 2 ûlas y n columnas

( 1 2 ⋯ n
σ(1) σ(2) ⋯ σ(n))

listando en la primera ûla los elementos de ⟦n⟧ y en la segunda las correspondientes imágenes
por σ . Demanera todavíamás compacta, escribimos a σ también como la secuencia ordenada de
sus valores

σ(1) σ(2)⋯ σ(n).

Así, por 3 5 1 4 2 y por ( 1 2 3 4 5
3 5 1 4 2 ) denotamos a la permutación de ⟦5⟧ que manda 1, 2, 3, 4 y 5

a 3, 5, 1, 4 y 2, respectivamente.

4.4.3. Sea n ∈ N y sean r y s dos elementos distintos de ⟦n⟧. Escribimos (r s) a la permutación
de ⟦n⟧ tal que para cada i ∈ ⟦n⟧ es

(r s)(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s, si i = r;
r, si i = s;
i , si i ≠ {r, s}.

Una permutación σ de ⟦n⟧ es una transposición si el conjunto {i ∈ ⟦n⟧ ∶ σ(i) ≠ i} tiene exacta-
mente dos elementos; si ése es el caso y r y s son esos dos elementos, es claro que σ = (r s).
4.4.4. Proposición. Sea n ∈ N. Si σ es una permutación de ⟦n⟧, entonces existen l ∈ N0 y transposi-
ciones τ1, . . . , τl de Sn tales que σ = τ1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ τl .

Demostración. Para cada σ ∈ Sn sea ∣σ ∣ el conjunto {i ∈ ⟦n⟧ ∶ σ(i) ≠ i} y para cada k ∈ {0, . . . , n}
sea P(k) la aûrmación

si σ ∈ Sn y el conjunto ∣σ ∣ tiene a lo sumo k elementos, entonces existen l ∈ N0 y
transposiciones τ1, . . . , τl de Sn tales que σ = τ1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ τn.

(7)

Como cualquiera sea σ ∈ Sn el conjunto ∣σ ∣ tiene a lo sumo n elementos, para probar a proposición
es suûciente con que probemos que la aûrmación P(n) vale. Procedemos inductivamente.

Consideremos primero la aûrmación P(0). Si σ es una permutación tal que ∣σ ∣ tiene a lo
sumo 0 elementos, entonces por supuesto ∣σ ∣ = ∅ y, en consecuencia, σ(i) = i para cada i ∈ ⟦n⟧:
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vemos así que σ = id y podemos tomar l = 0 en (7), ya que la composición de cero permutaciones
es igual a id. Vemos que de estamanera que la aûrmación P(0) vale.

Supongamos ahora que k ∈ ⟦n⟧ y que sabemos que P(k − 1) vale, y sea σ una permutación
de ⟦n⟧ tal que ∣σ ∣ tiene a lo sumo k elementos. Si tienemenos que k elementos, entonces tiene a
lo sumo k − 1 y, como estamos suponiendo que vale P(k − 1), existen l ∈ N0 y transposiciones
τ1, . . . , τl de ⟦n⟧ tales que σ = τ1 ○ ⋯ ○ τl . Esto muestra que P(k) vale en ese caso.

Nos resta ocuparnos del caso en el que el conjunto ∣σ ∣ tiene exactamente k elementos y, en
particular, no es vacío. Sea i0 ∈ ∣σ ∣ e i1 = σ(i0), que es distinto de i0. Observemos que i1 ∈ ∣σ ∣:
tendríamos si no que σ(i1) = i1, demanera que i1 = σ−1(i1) = i0, lo que es absurdo.

Sea τ = (i0 i1) ○ σ . Si i ∈ ⟦n⟧ ∖ ∣σ ∣, entonces

τ(i) = (i0 i1)(σ(i)) = (i0 i1)(i) = i ,

ya que i /∈ {i0, i1}. Esto signiûca que ∣τ∣ ⊆ ∣σ ∣. Por otro lado, es

τ(i0) = (i0 i1)(σ(i0)) = (i0 i1)(i1) = i0,

así que i0 /∈ ∣τ∣. Vemos de esta forma que ∣τ∣ está estrictamente contenido en ∣σ ∣ y que, en particular,
tiene a lo sumo k − 1 elementos. Como estamos suponiendo que vale la aûrmación P(k − 1), esto
implica que existen l ∈ N y transposiciones τ1, . . . , τl de ⟦n⟧ tales que τ = τ1 ○ ⋯ ○ τl . Como
(i0 i1) ○ (i0 i1) = id, se tiene entonces que

σ = (i0 i1) ○ (i0 i1) ○ σ = (i0 i1) ○ τ = (i0 i1) ○ τ1 ○ ⋯ ○ τl ,

esto es, que σ es igual a una composición de transposiciones. Esto prueba que la aûrmación P(k)
también vale en este caso, y completa la demostración de la proposición.

4.4.5. La Proposición 4.4.4 nos dice que toda permutación puede escribirse como una composición
de transposiciones. Es importante observar que esta escritura no es única: ni las transposiciones
que aparecen en ella ni su cantidad están determinadas. Es fácil veriûcar, por ejemplo, que en S4

se tiene que

(1 3) = (1 2) ○ (2 3) ○ (1 2) = (2 3) ○ (1 2) ○ (2 3) = (2 3) ○ (1 4) ○ (24) ○ (2 3) ○ (1 4).

4.4.6. Si n ∈ N y σ ∈ Sn es una permutación, lamatriz de permutación asociada a σ es lamatriz
A(σ) = (ai, j) ∈Mn(k) tal que para cada i, j ∈ ⟦n⟧ es

ai, j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si σ( j) = i;
0, en caso contrario.

Por ejemplo, lamatriz de permutación correspondiente a la permutación 3 5 1 4 2 de ⟦5⟧ es

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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4.4.7. Proposición. Sea n ∈ N y sea σ una permutación de ⟦n⟧. Para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que

A(σ)ei = eσ(i).

Demostración. Sea i ∈ ⟦n⟧ y sea A(σ) = (ai, j). Si k ∈ ⟦n⟧, la componente k-ésima del vector
A(σ)ei es ai,k , y esto es 1 si k = σ(i) y 0 en caso contrario. Esto nos dice que A(σ)ei es el
vector eσ(i), como aûrma la proposición.

4.4.8. Proposición. Sea n ∈ N.
(i) Lamatriz de permutación A(id) correspondiente a la permutación identidad id de ⟦n⟧ es la

matriz identidad deMn(k).
(ii) Si σ y τ son permutaciones de ⟦n⟧, entonces

A(σ ○ τ) = A(σ) ⋅ A(τ).

(iii) Si σ es una permutación de ⟦n⟧, entonces lamatriz A(σ) es inversible y

A(σ)−1 = A(σ−1) = A(σ)t.

Demostración. (i) Sea A = (ai, j) lamatriz de permutación de id ∈ Sn. De acuerdo a la deûnición,
para cada i, j ∈ ⟦n⟧ el escalar ai, j es igual a 1 si j = i y a 0 en caso contrario: esto signiûca
precisamente que A es amatriz identidad deMn(k).

(ii) Sean σ y τ permutaciones de ⟦n⟧ y sean A(σ) = (ai, j) y A(τ) = (bi, j) las correspondientes
matrices de permutación. Sea (ci, j) lamatriz producto A(σ) ⋅ A(τ). Si i, j ∈ ⟦n⟧, entonces

ci, j =
n
∑
k=1
ai,kbk, j .

El escalar bk, j es nulo salvo si k = τ( j), y en ese caso es igual a 1: vemos así que, de hecho,
ci, j = ai,τ( j), y esto nos dice que ci, j = 1 si i = σ(τ( j)) y que ci, j = 0 en caso contrario. Por supuesto,
esto signiûca que lamatriz (ci, j) es precisamente lamatriz de permutación correspondiente a la
permutación σ ○ τ, y esto es lo que se aûrma en la proposición.

(iii) Sea σ una permutación de ⟦n⟧. De acuerdo a las partes (ii) y (i) de la proposición, que ya
probamos, tenemos que

A(σ−1) ⋅ A(σ) = A(σ−1 ○ σ) = A(id) = In ,

lamatriz identidad deMn(k) y, demanera similar, que A(σ) ⋅ A(σ−1) = In. Así, A(σ) y A(σ−1)
son matrices inversas y, en particular, lamatriz A(σ) es inversible.

Por otro lado, supongamos que A(σ) = (ai, j) y sea (di, j) = A(σ) ⋅ A(σ)t. Si i, j ∈ ⟦n⟧,
entonces

di, j =
n
∑
k=1
ai,ka j,k

Ahora bien: para cada k ∈ ⟦n⟧ es escalar ak, j es nulo salvo si j = σ(k) y ai,k es nulo salvo si
i = σ(k) y, recordando que σ es una función biyectiva, se sigue de esto que hay dos casos: o

87



bien i = j y en ese caso di, j = 1, o bien i ≠ j y en ese caso di, j = 0. Vemos de esta forma que
A(σ) ⋅ A(σ)t = In y un razonamiento similar muestra que A(σ)t ⋅ A(σ) = In: podemos concluir
entonces, como queremos, que A(σ)t = A(σ)−1.
4.4.9. Llamamos signo de una permutación σ ∈ Sn, y escribimos sgn(σ), al valor del determinante
de lamatriz de permutación asociada a σ , esto es,

sgn(σ) = detA(σ).

4.4.10. Proposición. Sea n ∈ N.
(i) El signo de la permutación identidad es sgn(id) = 1.
(ii) Si σ y τ son permutaciones de ⟦n⟧, entonces

sgn(σ ○ τ) = sgn(σ) ⋅ sgn(τ).

Demostración. Como lamatriz de permutación correspondiente a la permutación identidad id
de Sn es lamatriz identidad In, es sgn(id) = det In = 1. Por otro lado, si σ y τ son elementos de Sn,
entonces

sgn(σ ○ τ) = detA(σ ○ τ) = detA(σ) ⋅ A(τ) = detA(σ) ⋅ detA(τ) = sgn(σ) ⋅ sgn(τ),

por la Proposición 4.4.8(ii) y la Proposición 4.3.3(ii).

4.4.11. Proposición. Sea n ∈ N y sea σ una permutación de ⟦n⟧. Si l ∈ N0 y τ1, . . . , τl son transposi-
ciones de ⟦n⟧ tales que σ = τ1 ○ ⋯ ○ τl , entonces sgn(σ) = (−1)l .

Demostración. Sea σ una permutación de ⟦n⟧ y sean l ∈ N y τ1, . . . , τl son transposiciones de ⟦n⟧
tales que σ = τ1 ○ ⋯ ○ τl . De acuerdo a la Proposición 4.4.10(ii), tenemos que

sgn(σ) = sgn(τ1)⋯ sgn(τl).

Para probar la proposición, entonces, bastará que probemos que

si τ es una transposición de ⟦n⟧, entonces sgn(τ) = −1.

Sean entonces r y s dos elementos de ⟦n⟧ tales que r < s y sea τ = (r s) la transposición que los
intercambia. Para cada i ∈ ⟦n⟧ es

A(τ)ei = eτ(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ei si i /∈ {r, s};
es si i = r;
es si i = s.

Nuestras deûniciones nos dicen entonces que

sgn(τ) = detA(σ) = Dn(A(σ)e1, . . . ,A(σ)en) = Dn(e1, . . . , es
r
, . . . , er

s
, . . . , en)

= −Dn(e1, . . . , en) = −1,

como queremos.
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4.4.12. Una primera aplicación de la Proposición 4.4.11 el siguiente corolario:

Corolario. Sea n ∈ N. Si σ es una permutación de ⟦n⟧, entonces sgn(σ) ∈ {+1,−1} y

sgn(σ−1) = sgn(σ).

Demostración. La primera aûrmación sigue inmediatamente de la Proposición 4.4.11. Por otro
lado, sabemos de la Proposición 4.4.10 que

sgn(σ) ⋅ sgn(σ−1) = sgn(σ ○ σ−1) = sgn(id) = 1

y esto, junto a la primera aûrmación, implica la segunda.

4.4.13. Un segundo corolario de la Proposición 4.4.11 es el siguiente:

Corolario. Sea n ∈ N. Si k y l son enteros no negativos y τ1, . . . , τk y ρ1, . . . , ρl son transposiciones
de Sn tales que τ1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ τk = ρ1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ ρl , entonces los números k y l tienen lamisma paridad.

Decimos que una permutación σ de ⟦n⟧ es par si es igual a la composición de un número
par de transposiciones y que es impar en caso contrario: el corolario nos dice que esta deûnición
tiene sentido, ya que la paridad del número de factores en una escritura de σ como producto de
transposiciones depende solamente de σ y no de la escritura elegida. Así, la permutación 3 5 1 4 2
de ⟦5⟧ es par, porque es igual a (1 3) ○ (2 5),mientras que la permutación 24 1 3 5 es impar, porque
es igual a (1 2) ○ (24) ○ (34).

Demostración. Si k, l , τ1, . . . , τk y ρ1, . . . , ρl son como en el enunciado, la Proposición 4.4.11 nos
dice que (−1)k = (−1)l y el corolario sigue inmediatamente de esto.

4.4.14. Estamos por ûn en posición dar una fórmula explícita para el determinante de unamatriz:

Proposición. Sea n ∈ N. Si A = (ai, j) ∈Mn(k), entonces

detA = ∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1),1⋯ aσ(n),n .

Esta expresión para el determinante de unamatriz se llama la fórmula de Leibniz, por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646–1716, Alemania). Observemos que la suma tiene n! términos.

Demostración. Sea A = (ai, j) un elemento deMn(k) y sea (e1, . . . , en) la base ordenada estándar
de kn. Para cada i ∈ ⟦n⟧ es Aei = a1,ie1 +⋯ + an,ien, así que

detA = Dn(a1,1e1 +⋯ + an,1en , . . . , a1,ne1 +⋯ + an,nen)

y, como la función Dn es multilineal, esto es igual a

= ∑
i1 ,...,in∈⟦n⟧

ai1 ,1⋯ain ,nDn(ei1 , . . . , ein), (8)

con la suma tomada sobre todas las formas de elegir los n índices i1, . . . , in en el conjunto ⟦n⟧.
Ahora bien: si i1, . . . , in son elementos de ⟦n⟧ que no distintos dos a dos, el hecho de que

la función Dn es alternante implica que Dn(ei1 , . . . , ein) = 0. Esto signiûca que en la suma (8)
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basta considerar sólo los términos que corresponden a elecciones de índices i1, . . . , in en ⟦n⟧ que
distintos dos a dos, esto es, tales que ( 1 ⋯ n

i1 ⋯ in ) sea una permutación de ⟦n⟧, y entonces vemos que

detA = ∑
σ∈Sn

aσ(1),1⋯aσ(n),nDn(eσ(1), . . . , eσ(n)). (9)

Para cada σ ∈ Sn sabemos que eσ( j) = A(σ)e j si j ∈ ⟦n⟧, así que

Dn(eσ(1), . . . , eσ(n)) = Dn(A(σ)e1, . . . ,A(σ)en) = detA(σ) = sgn(σ).

Usando esto en el lado derecho de la igualdad (9) obtenemos la fórmula que aparece en el enunciado
de la proposición.

4.4.15. Un corolario casi inmediato de la fórmula de Leibniz es el siguiente:

Corolario. Sea n ∈ N
(i) Si A ∈Mn(Q) y todas las entradas de A están en Z, entonces detA ∈ Z.
(ii) Si A ∈Mn(k(X)) y todas las entradas de A están en k[X], entonces detA ∈ k[X].

Demostración. Hacer.

§5. El determinante de lamatriz transpuesta de unamatriz

4.5.1. Usando la fórmula de Leibniz podemos obtener fácilmente el siguiente resultado, que es
importante tanto teóricamente como en la práctica: unamatriz tiene el mismo determinante que
su transpuesta.

Proposición. Sea n ∈ N. Para cada A ∈Mn(k) se tiene que detA = detAt.

Demostración. Sea A = (ai, j) ∈Mn(k). De acuerdo a la Proposición 4.4.14, es

detA = ∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1),1⋯ aσ(n),n .

La función σ ∈ Sn ↦ σ−1 ∈ Sn es una biyección—es su propia función inversa, de hecho— así que
podemos reescribir esta suma en la forma

∑
τ∈Sn

sgn(τ−1) aτ−1(1),1⋯ aτ−1(n),n . (10)

Si τ es una permutación de ⟦n⟧ tenemos que sgn(τ−1) = sgn(τ) y el producto

aτ−1(1),1⋯ aτ−1(n),n

coincide con

a1,τ(1)⋯ an,τ(n),
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ya que tiene exactamente los mismos n factores aunque en otro orden. La suma (10) tiene el mismo
valor, entonces, que

∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1,τ(1)⋯ an,τ(n).

Si (bi, j) es la matriz transpuesta At, de manera que bi, j = a j,i para cada elección de i, j ∈ ⟦n⟧,
podemos escribir esto en la forma

∑
τ∈Sn

sgn(τ)bτ(1),1⋯ bτ(n),n

y es claro, ahora, que esto es igual a detAt. Esto prueba la proposición.

4.5.2. Una consecuencia de la Proposición 4.5.1 es que si en el enunciado de la Proposición 4.3.2
reemplazamos la palabra columna por ûla obtenemos también una aûrmación cierta:

Proposición. Sea n ∈ N. La función det ∶Mn(k)→ k tiene las siguientes propiedades:
(i) detA dependemultilinealmente de las ûlas de lamatriz A.
(ii) Si A ∈Mn(k) tiene dos ûlas iguales, entonces detA = 0.
(iii) Si A y B son elementos de Mn(k) y B se obtiene de A intercambiando dos ûlas, entonces

detB = −detA.
(iv) Si A y B son elementos deMn(k) y B se obtiene de A sumando a una de sus ûlas una combi-

nación lineal de las demás, entonces detB = detA.

Demostración. Estas aûrmaciones se deducen de las correspondientes en la Proposición 4.3.2
usando el hecho de que el determinante de unamatriz coincide con el de su matriz transpuesta, y
la observación evidente de que las ûlas de aquélla son las ûlas de ésta, amenos de transponer.

§6. La fórmula de Laplace

4.6.1. Si m, n ∈ N y A ∈ Mm,n(k) es una matriz, llamamos menor de A a toda matriz que se
obtiene de A eliminando algún número de ûlas y de columnas. Cuando m, n ≥ 2, r ∈ ⟦m⟧ y s ∈ ⟦n⟧,
escribimos A(r,s) al menor de A que se obtiene eliminando la ûla r-ésima y la columna s-ésima,
que es un elemento deMm−1,n−1(k).
4.6.2. Proposición. Sea n ∈ N y sea A = (ai, j) un elemento deM( k).

(i) Para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que

detA =
n
∑
l=1

(−1)i+lai,l ⋅ detA(i,l).
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(ii) Para cada j ∈ ⟦n⟧ se tiene que

detA =
n
∑
l=1

(−1) j+lal , j ⋅ detA(l , j).

Estas fórmulas para el determinante de unamatriz se llaman fórmulas de Laplace o desarrollos
de detA a lo largo de la ûla i-ésima de A y de la columna j-esima, respectivamente. Si i, j ∈ ⟦n⟧,
llamamos al escalar (−1)i+ j detA(i, j) el cofactor de la entrada ai, j de A.

Demostración. Basta que probemos la primera parte de la proposición, ya que la segunda se
obtiene inmediatamente de la primera considerando lamatriz transpuesta de A.

Ahora bien, que vale (i) cuando i es 1 es consecuencia de la forma en que deûnimos la
función Dn en la prueba de la Proposición 4.2.4. Si i no es 1, entonces podemos considerar la
matriz B que se obtiene deA intercambiando su primera ûla y la i-ésima. De laProposición 4.5.2(iii)
sabemos que detB = −detA. Por otro lado, para cada l ∈ ⟦n⟧ el menor B(1,l) es lamatriz que se
obtiene del menor A(i,l) intercambiando su primera ûla con la segunda, luego la segunda con la
tercera y así hasta intercambiar la (i − 2)-ésima por la (i − 1)-ésima: estos son i − 2 intercambios,
así que detB(1,l) = (−1)i detA(i,l). Teniendo todo esto en cuenta, concluimos que

detA = −detB = −
n
∑
l=1

(−1)l+1b1,l ⋅ detB(1,l) = −
n
∑
l=1

(−1)l+i+1ai,l ⋅ detA(1,l)

=
n
∑
l=1

(−1)l+iai,l ⋅ detA(1,l),

como queremos.

4.6.3. Como consecuencia de las fórmulas de Laplace y la alternancia del determinante, obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario. Sea n ∈ N y sea A = (ai, j) un elemento deMn(k).
(i) Si i, i′ ∈ ⟦n⟧ son distintos, entonces

n
∑
l=1

(−1)i+lai,l ⋅ detA(i′ ,l) = 0.

(ii) Si j, j′ ∈ ⟦n⟧ son distintos, entonces
n
∑
l=1

(−1) j+lal , j ⋅ detA(l , j′) = 0.

Demostración. Otra vez, gracias a la Proposición 4.5.1, es suûciente que probemos la primera
parte. Sean i e i′ elementos distintos de ⟦n⟧ y sea B = (bi, j) lamatriz que se obtiene de lamatriz A
reemplazando su ûla i′-ésima por una copia de su ûla i-ésima. Como B tiene dos ûlas iguales,
sabemos que detB = 0 y entonces el desarrollo de Laplace para el determinante de B a lo largo de
la ûla i′-ésima de estamatriz nos dice que

n
∑
l=1

(−1)i+lbi′ ,l ⋅ detB(i′ ,l) = 0. (11)
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Si l ∈ ⟦n⟧, es bi′ ,l = ai,l y el menor B(i′ ,l) coincide con el menor A(i′ ,l): la igualdad (11) implica
entonces que

n
∑
l=1

(−1)i+lai,l ⋅ detA(i′ ,l) = 0,

como aûrma la proposición.

§7. La regla de Cramer

4.7.1. La Proposición 4.3.3(iii) nos dice que una condición necesaria para que una matriz sea
inversible es que su determinante sea no nulo. Podemos probar ahora que esta condición es
también suûciente:

Proposición. Sea n ∈ N, sea A = (ai, j) ∈ Mn(k) y consideremos la matriz adjA = (bi, j) tal que
bi, j = (−1)i+ j detA( j,i) para cada i, j ∈ ⟦n⟧.

(i) Se tiene que

A ⋅ adjA = adjA ⋅ A = detA ⋅ In .

(ii) Lamatriz A es inversible si y solamente si su determinante detA es no nulo, y en ese caso vale
que

A−1 = 1
detA

adjA. (12)

Demostración. Si i, j ∈ ⟦n⟧, la entrada (i , j)-ésima del producto A ⋅ adjA es
n
∑
l=1
ai,lbl , j =

n
∑
l=1
ai,l(−1)l+ j detA( j,l)

y de acuerdo a las Proposiciones 4.6.2(i) y 4.6.3(i), esto es igual a detA si i = j y a 0 si i ≠ j. Esto
signiûca que A ⋅ adjA = detA ⋅ In. De la misma forma, a partir de las Proposiciones 4.6.2(ii)
y 4.6.3(ii) podemos ver que adjA ⋅ A = detA ⋅ In. Esto prueba la aûrmación (i) de la proposición.

Ya sabemos de la Proposición 4.3.3(iii) que es necesario para que lamatriz A sea inversible que
su determinante sea no nulo. Recíprocamente, si tenemos que detA ≠ 0, entonces en la igualdad
de (i) que acabamos de probar podemos dividir por el escalar detA para ver que

A ⋅ adjA
detA

= adjA
detA

⋅ A = In

y concluir que A es inversible y que su matriz inversa es la descripta en (12).
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4.7.2. Usando la expresión para la inversa de unamatriz inversible que nos da la Proposición 4.7.1
podemos obtener una expresión cerrada para solución de un sistema de ecuaciones con lamisma
cantidad de incógnitas que de ecuaciones con matriz de coeûcientes inversible. Llamamos a este
resultado la regla de Cramer, por Daniel Cramer (1704–1752, Suiza).

Proposición. Sean n ∈ N, A = (ai, j) ∈ Mn(k) y b = (bi) ∈ kn. Si la matriz A es inversible, de
manera que detA ≠ 0, entonces existe exactamente un vector x = (xi) ∈ kn tal que Ax = b y para
cada i ∈ ⟦n⟧ la componente i-ésima de x es

xi =

RRRRRRRRRRRRRRR

a1,1 ⋯ a1,i−1 b1 a1,i+1 ⋯ a1,n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an,1 ⋯ an,i−1 bn an,i+1 ⋯ an,n

RRRRRRRRRRRRRRR
detA

El numerador de este cociente es el determinante de lamatriz que se obtiene de A reemplazando
su columna i-ésima por el vector b.

Demostración. Supongamos que lamatriz A es inversible. La función lineal f ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn

es entonces un isomorûsmo y su inversa es la función g ∶ x ∈ kn ↦ A−1x ∈ kn. En particular, como
f es biyectiva, existe exactamente un elemento x de kn tal que Ax = f (x) = b y es x = g(x) = A−1x.
En vista de la Proposición 4.7.1(ii), esto signiûca que

x = 1
detA

adjA ⋅ x .

Si i ∈ ⟦n⟧ y escribimos adjA = (bi, j), la componente i-ésima de este vector es

1
detA

n
∑
l=1
bi,lxl =

n
∑
l=1

(−1)i+lxl detA(l ,i)

y la suma que aparece aquí es el desarrollo de Laplace a lo largo de la columna i-ésima del
determinante de lamatriz que se obtiene de A reemplazando la columna i-ésima por el vector b.
Esto es precisamente lo que aûrma la proposición.

§8. El rango de unamatriz

4.8.1. El determinante nos da un criterio muy compacto para decidir la independencia lineal de n
vectores de kn:

Proposición. Sea n ∈ N y sean x1, . . . , xn ∈ kn. Los vectores x1, . . . , xn son linealmente independientes
si y solamente si lamatriz deMn(k) que los tiene por columnas tiene determinante no nulo.
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Demostración. Sea A ∈Mn(k) lamatriz que tiene a los vectores x1, . . . , xn por columnas. Sabemos
que si los vectores son linealmente dependientes, entonces el determinante de A es nulo. Recíproca-
mente, si son linealmente independientes, entonces la función f ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn es inversible y,
de acuerdo a la Proposición 2.8.6, lamatriz [ f ]BB de f con respecto a la base estándar B de kn, que
coincide con A, como vimos en el Ejemplo 2.8.2(a), es inversible. En vista de la Proposición 4.7.1(ii),
entonces, es detA ≠ 0.

4.8.2. Usando este resultado podemos obtener una nueva descripción del rango de unamatriz,
esta vez en términos del tamaño de sus menores cuadrados no singulares:

Proposición. Sean m, n ∈ N y sea A ∈Mm,n(k). El rango de A es igual al tamaño máximo de los
menores cuadrados de A que tienen determinante no nulo.

Demostración. Sea r el rango de lamatriz A y sea s el tamaño máximo de un menor cuadrado
de A con determinante no nulo. Como r es la dimensión del subespacio de km generado por las
columnas de A, sabemos que hay r columnas en A que son linealmente independientes: sea B el
menor de A que se obtiene eliminando todas las otras n− r columnas, demanera que B ∈Mm,r(k).
Por construcción, las columnas de B son linealmente independientes, así que el rango de B es r.
De acuerdo a la Proposición 3.4.7, el rango por ûlas de B también es r y, en consecuencia, hay
r ûlas en B que son linealmente independientes. Sea C el menor de B que se obtiene eliminando
las otras m − r ûlas. Es claro que C es también un menor de lamatriz A con la que empezamos,
se trata de un menor cuadrado de tamaño r y, como sus ûlas son linealmente independientes, su
determinante es no nulo: la elección de s, en consecuencia, implica que es s ≥ r.

Por otro lado, si D es un menor cuadrado de A de tamaño mayor que r, entonces las ûlas de A
que tocan a D son linealmente dependientes —ya que A no posee r + 1 columnas linealmente
independientes— y entonces las columnas de D son también linealmente dependientes: esto
implica que detD = 0. Así, todo menor cuadrado de A de tamaño mayor que r tiene determinante
nulo y, por lo tanto, s ≤ r.

§9. Tres determinantes

Matrices triangulares

4.9.1. Decimos que unamatriz A = (ai, j) ∈Mn(k) es triangular superior si cada vez que i, j ∈ ⟦n⟧
son tales que i > j se tiene que ai, j = 0, esto es, si todas las entradas de lamatriz que están por
debajo de la diagonal principal son nulas. De forma simétrica, decimos que A es triangular inferior
si cada vez que i, j ∈ ⟦n⟧ son tales que i < j se tiene que ai, j = 0

Proposición. Sea n ∈ N. Si A = (ai, j) ∈ Mn(k) es una matriz triangular superior o triangular
inferior, entonces el determinante de A es el producto de las entradas que aparecen en su diagonal,
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esto es,

detA = a1,1⋯ an,n .

Demostración. Basta que consideremos el caso en que A es triangular superior, ya que si A es
triangular inferior entonces la matriz transpuesta At es triangular superior y, como sabemos,
detA = detAt.

Supongamos entonces que lamatriz A es triangular superior. Según la Proposición 4.4.14, es

detA = ∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1⋯ aσ(n),n . (13)

Si σ es una permutación de ⟦n⟧, entonces el producto aσ(1),1⋯ aσ(n),n es nulo si cualquiera de
sus n factores es nulo, y esto ocurre si existe i ∈ ⟦n⟧ tal que σ(i) > i. Vemos así que la suma (13)
no cambia si solamente sumamos los términos que corresponden a permutaciones σ ∈ Sn tales
que σ(i) ≤ i para cada i ∈ ⟦n⟧. Ahora bien: hay exactamente una permutación que satisface esta
condición, la permutación identidad, y, en consecuencia, tenemos que

detA = sgn(id)aid(1),1⋯ aid(n),n = a1,1⋯ an,n ,

como aûrma la proposición.

4.9.2. Más generalmente, podemos describir el determinante de unamatriz triangular por bloques:

Proposición. Sean n, r ∈ N, sean n1, . . . , nr ∈ N tales que n = n1 +⋯ + nr y supongamos que para
cada i, j ∈ ⟦r⟧ con i ≤ j tenemos unamatriz Ai, j ∈Mn i ,n j(k). Si A es lamatriz de bloques

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A1,1 A1,2 ⋯ A1,r−1 A1,r
0 A2,2 ⋯ A2,r−1 A2,r
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ Ar−1,r−1 Ar−1,r
0 ⋯ 0 0 Ar,r

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

entonces el determinante de A es

detA = detA1,1⋯ detAr,r .

Demostración. Como podemos hacer una inducción evidente con respecto a r, es suûciente que
consideremos el caso en que r = 2. Sean entonces n, n1, n2 ∈ N tales que n = n1 + n2, sean
A1,1 ∈Mn1 ,n1(k), A1,2 ∈Mn1 ,n2(k) y A2,2 ∈Mn2 ,n2(k), consideremos lamatriz de bloques

A = (A1,1 A1,2

0 A2,2
) .

y mostremos que

detA = detA1,1 ⋅ detA2,2. (14)
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Si lamatriz A1,1 tiene determinante nulo, sus ûlas son linealmente dependientes y entonces clara-
mente las primeras n1 columnas de lamatriz A son linealmente dependientes: vemos que en este
caso detA = 0 y que, en consecuencia, vale la igualdad (14).

Supongamos ahora que A1,1 tiende determinante no nulo, demanera que es inversible. Vale
entonces que

A = (A1,1 0
0 In2

) . (In1 A−11,1A1,2

0 A2,2
)

y, en consecuencia, que

detA = det(A1,1 0
0 In2

) ⋅ det(In1 A−11,1A1,2

0 A2,2
) . (15)

Ahora bien, desarrollando el determinante por la última ûla vemos inmediatamente que

det(A1,1 0
0 In2

) = det(A1,1 0
0 In2−1

)

y entonces una inducción evidentemuestra que, de hecho,

det(A1,1 0
0 In2

) = detA1,1.

Demanera similar, desarrollando el determinante por la primera columna y haciendo inducción
en n1 vemos que

det(In1 A−11,1A1,2

0 A2,2
) = detA2,2

Estas últimas dos igualdades y (15) implican que vale la igualdad (14), como queremos.

Matrices compañeras

4.9.3. Si n ∈ N y p(X) = c0 + c1X +⋯+ cn−1X−1 + Xn ∈ k[X] es un polinomio mónico de grado n,
lamatriz compañera de p es lamatriz

C(p) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 . . . 0 −c0
1 0 . . . 0 −c1
0 1 . . . 0 −c2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . 1 −cn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∈Mn(k),

demanera que si C(p) = (ai, j), entonces para cada i, j ∈ ⟦n⟧ es

ai, j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i = j + 1;

−ci−1, si j = n;
0, en cualquier otro caso.
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Proposición. Sea n ∈ N y sea p(X) = c0 + c1X +⋯ + cn−1X−1 + Xn ∈ k[X] un polinomio mónico
de grado n. El determinante de lamatriz X ⋅ In − C(p) ∈Mn(k(X)) es

det(X ⋅ In − C(p)) = p(X).

Demostración. Demostraremos la proposición haciendo inducción en n, observando que cuando
n = 1 el resultado es inmediato.

Supongamos entonces que n ≥ 2. Tenemos que calcular el determinante de lamatriz

X ⋅ In − C(p) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

X 0 . . . 0 c0
−1 X . . . 0 c1
0 −1 . . . 0 c2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . −1 X − cn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Desarrollándolo a lo largo de la primera ûla, vemos que

det(X ⋅ In − C(p)) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X 0 . . . 0 c0
−1 X . . . 0 c1
0 −1 . . . 0 c2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . −1 X − cn−1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= X

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X 0 . . . 0 c1
−1 X . . . 0 c2
0 −1 . . . 0 c3
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . −1 X − cn−1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−1)n+1c0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1 X . . . 0
0 −1 . . . 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 . . . −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

. (16)

El primer determinante que aparece en el último miembto de esta igualdad es el de la matriz
X ⋅ In−1 − C(q) ∈Mn(k(X)), con q el polinomio

c1 + c2X +⋯ + cn−1Xn−2 + Xn−1 ∈ k(X),

que esmónico yde grado n−1, así que lahipótesis inductivanosdice que es igual a q(X). El segundo
determinante , por otro lado, es el de una matriz triangular inferior y de la Proposición 4.9.1
sabemos que vale (−1)n−1. Volviendo con todo esto a la igualdad (16) vemos que

det(X ⋅ In − C(p)) = Xq(X) + c0 = p(X),

como queremos.
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Matrices de Vandermonde

4.9.4. Si n ∈ N y α1, . . . , αn ∈ k son escalares, la matriz de Vandermonde para α1, . . . , αn es la
matriz V(α1, . . . , αn) = (ai, j ∈Mn(k)) que tiene ai, j = α i−1

j para cada i, j ∈ ⟦n⟧.

V(α1, . . . , αn) =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 ⋯ 1
α1 α2 ⋯ αn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn−1
1 αn−1

2 ⋯ αn−1
n

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

El nombre recuerda a Alexandre-héophile Vandermonde (1735–1796, Francia), a pesar de que
no hay ningún registro de que lo haya considerado; ver, por ejemplo, el artículo [Yca13] para una
discusión de esto. Vandermonde, sin embargo, es considerado el fundador de la teoríamoderna
de los determinantes: por ejemplo, es el primero en haber observado el efecto que tiene sobre el
determinante de unamatriz intercambiar dos de las columnas de ésta y que el determinante es es
en consecuencia nulo cuando dos de ellas son iguales.

Proposición. Sea n ∈ N. Si α1, . . . , αn ∈ k, entonces

detV(α1, . . . , αn) = ∏
1≤i< j≤n

(αi − α j) (17)

Demostración. Hagamos inducción en n, observando que si n = 1 no hay nada que probar.
Escribamos V en lugar de V(α1, . . . , αn), por simplicidad. Es claro que si existen i y j en ⟦n⟧

distintos tales que αi = α j, entonces detV(α1, . . . , αn) = 0, ya que en ese caso lamatriz tiene dos
columnas iguales, y vale evidentemente la igualdad (17). Queda entonces considerar el caso en el
que los escalares α1, . . . , αn son distintos dos a dos.

Si todos los escalares α1, . . . , αn son no nulos pongamos k = 1 y si no sea k ∈ ⟦n⟧ tal que αk = 0.
Según la Proposición 4.6.2(ii), desarrollando el determinante de V a lo largo de su columna
k-ésima, es

detV =
n
∑
l=1

(−1)l+kα l−1
k detV (l ,k).

Consideremos el polinomio

p(X) =
n
∑
l=1

(−1)l+kX l−1 detV (l ,k) ∈ k[X].

El grado de p es a lo sumo n − 1 y el coeûciente de Xn−1 en p es (−1)n+k detV (n,k). Como V (n,k)

es lamatriz de Vandermonde V(α1, . . . , α̂k , . . . , αn), usando la hipótesis inductiva tenemos que

detV (n,k) = detV(α1, . . . , α̂k , . . . , αn) = ∏
1≤i< j≤n
i, j≠k

(αi − α j) ≠ 0.

Concluimos de esta forma que el polinomio p tiene grado exactamente n − 1.
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Si i ∈ {1, . . . , k̂, . . . , n}, entonces

p(αi) =
n
∑
l=1

(−1)l+kα l−1
i detV (l ,1)

y esto es precisamente el valor del determinante de lamatriz

V(α1, . . . , αi
k

, . . . , αn),

que tiene dos columnas iguales, la i-ésima y la k-ésima: vemos así que p(αi) = 0. El polinomio p,
que tiene grado n − 1, tiene entonces a los n − 1 escalares α1, . . . , α̂k , . . . , αn, que son distintos dos a
dos, como raíces y, en consecuencia, existe un escalar β ∈ k tal que

p(X) = β(X − α1)⋯(X − αk)
⋀

⋯(X − αn).

De esta igualdad se sigue, en particular, que

p(0) = (−1)n−1βα1⋯α̂k⋯αn . (18)

Por otro lado, de la deûnición de p es inmediato que

p(0) = (−1)k+1 detV (1,k) = (−1)k+1
RRRRRRRRRRRRRRR

α1 ⋯ αk−1 αk+1 ⋯ αn
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn−1
1 ⋯ αn−1

k−1 αn−1
k+1 ⋯ αn−1

n

RRRRRRRRRRRRRRR
(19)

y, usando la homogeneidad del determinante de unamatriz con respecto a las columnas de ésta,
este último determinante es

RRRRRRRRRRRRRRR

α1 ⋯ αk−1 αk+1 ⋯ αn
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn−1
1 ⋯ αn−1

k−1 αn−1
k+1 ⋯ αn−1

n

RRRRRRRRRRRRRRR
= α1⋯α̂k⋯αn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 ⋯ 1 1 ⋯ 1
α1 ⋯ αk−1 αk+1 ⋯ αn
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn−2
1 ⋯ αn−2

k−1 αn−2
k+1 ⋯ αn−2

n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= α1⋯α̂k⋯αn detV(α1, . . . , α̂k , . . . , αn).

Comparando las expresiones (18) y (19) para p(0) concluimos entonces que

(−1)n−1βα1⋯α̂k⋯αn = (−1)kα1⋯α̂k⋯αn detV(α1, . . . , α̂k , . . . , αn)

Como α1⋯α̂k⋯αn ≠ 0, esto nos dice que

β = (−1)n−k−1 detV(α1, . . . , α̂k , . . . , αn) = (−1)n−k−1 ∏
1≤i< j≤n
i, j≠k

(αi − α j),

usando en la última igualdad otra vez la hipótesis inductiva y, en deûnitiva, que

p(X) = (−1)n−k−1 ∏
1≤i< j≤n
i, j≠k

(αi − α j) ⋅ (X − α1)⋯(X − αk)
⋀

⋯(X − αn).
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En particular, evaluando esto en αk vemos que

p(αk) = (−1)n−k−1 ∏
1≤i< j≤n
i, j≠k

(αi − α j) ⋅ (αk − α1)⋯(αk − αk)
⋀

⋯(αk − αn) = ∏
1≤i< j≤n

(αi − α j).

Esto completa la inducción, ya que p(αk) = detV(α1, . . . , αk).

§10. El determinante de un endomoräsmo

4.10.1. Si V es un espacio vectorial de dimensión ûnita,B una base ordenada de V y f ∶ V → V
un endomorûsmo de V , llamamos determinante de f al determinante de la matriz [ f ]BB . Esta
deûnición tiene sentido porque este escalar no depende de la elección de la baseB sino solamente
de f : esto es el contenido de la siguiente proposición.

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sean B y B′ dos bases ordenadas
de V . Si f ∶ V → V es un endomorûsmo de V , entonces

det[ f ]BB = det[ f ]B′
B′ .

Demostración. Sabemos de la Proposición 2.8.7 que

[ f ]B′
B′ = C(B,B′) ⋅ [ f ]BB ⋅ C(B′,B)

y de acuerdo a la Proposición 1.8.4(iii) las matrices C(B,B′) y C(B,B′) son mutuamente
inversas, así que el Corolario 4.3.4 nos permite concluir lo que queremos.

4.10.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita.
(i) Si idV ∶ V → V es el endomorûsmo identidad de V , entonces det idV = 1.
(ii) Si f , g ∶ V → V son dos endomorûsmos de V , entonces det( f ○ g) = det f ⋅ det g.
(iii) Si h ∶ V → V es un endomorûsmo de V , entonces h es un automorûsmo exactamente cuando

det h ≠ 0 y en ese caso se tiene que det h−1 = (det h)−1.
Demostración. Sea n = dimV y seaB una base ordenada deV . Sabemos que [idV ] = In, lamatriz
identidad deMn(k), así que que det idV = det In = 1: esto prueba (i).

Si f , g ∶ V → V son endomorûsmos de V , entonces

det( f ○ g) = det[ f ○ g]BB = det([ f ]BB ⋅ [g]BB) = det[ f ]BB ⋅ det[g]BB = det f ⋅ det g ,

como aûrma (ii). Por otro lado, si h ∶ V → V es un endomorûsmo, sabemos de la Proposición 2.8.6
que h es un isomoûsmo si y solamente si lamatriz [h]BB es inversible y, de acuerdo a la Proposi-
ción 4.7.1(ii), esto ocurre exactamente cuando el escalar det h = det[h]BB es no nulo. Si ése es el
caso, entonces

det h ⋅ det h−1 = det(h ○ h−1) = det idV = 1
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y, por supuesto, se sigue que det h−1 = (det h)−1.

4.10.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endo-
morûsmo de V . Si W es un subespacio f -invariante de V , entonces

det f = det fW ⋅ det fW .

Demostración. Sean n y r las dimensiones de V y deW y seaB = (x1, . . . , xn) una base de V tal
queB′ = (x1, . . . , xr) es una base ordenada deW . De acuerdo a la Proposición 2.12.5, entonces,
B′′ = ([xr+1], . . . , [xn]) es una base ordenada de V/W y hay unamatriz C ∈Mr,n−r(k) tal que la
matriz de f con respecto aB es triangular superior por bloques de la forma

[ f ]BB = ([ fW]B′
B′ C

0 [ fW]B′′
B′′

)

La conclusión de la proposición es consecuencia de esto y de la Proposición 4.9.2.
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Capítulo 5
Autovectoresyautovalores

§1. Autovectores y autovalores

5.1.1. Sea V un espacio vectorial y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . Un vector no nulo x
de V es un autovector de f si existe un escalar λ ∈ k tal que f (x) = λx y en ese caso decimos
que λ es el autovalor correspondiente a x o que x es un autovector de autovalor λ. Por otro lado,
un escalar λ ∈ k es un autovalor de f si existe un autovector de f que tenga a λ por autovalor.
El espectro de f es el conjunto Spec( f ) de sus autovalores.

5.1.2. Ejemplos.
(a) Si V es un espacio vectorial y λ ∈ k es un escalar, entonces todo vector no nulo de V es un

autovector de la función lineal f ∶ x ∈ V ↦ λx ∈ V y el escalar λ es el único autovalor de f .
(b) Si V es un espacio vectorial y f ∶ V → V es un endomorûsmo, los autovectores de f que

tienen a 0 como autovalor son precisamente los elementos no nulos del núcleo Nu( f ).
(c) Consideremos la función lineal f ∶ (x , y) ∈ R2 ↦ (y,−x) ∈ R2, endomorûsmo del espacio

vectorial realR2. Si v = (x , y) es un elemento no nulo deR2, entonces es fácil ver que v y f (v)
son linealmente independientes: esto implica, en particular, que f (v) no es un múltiplo
escalar de v y, entonces, que v no es un autovector de f . Vemos así que esta función lineal no
posee ningún autovector ni ningún autovalor.

En cambio, el endomorûsmo (x , y) ∈ C2 ↦ (y,−x) ∈ C2 del espacio vectorial comple-
joC2 tiene a los vectores (1, i) y (1,−i) como autovectores, con autovalores correspondientes
los escalares i y −i.

(d) Sea C∞(R) el espacio vectorial real de las funcionesR→ R que son derivables inûnitas veces
y sea D ∶ f ∈ C∞(R)→ f ′ ∈ C∞(R). Supongamos que f ∈ C∞(R) es un autovector de D de
autovalor λ ∈ R, demanera que

f ′ = λ f . (1)

La función g ∶ t ∈ R ↦ e−λt f (t) ∈ R es claramente derivable con continuidad en todo su
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dominio y tiene en cada t ∈ R derivada

g′(t) = −λe−λt f (t) + e−λt f ′(t) = 0,

en vista de la relación (1). Esto implica que la función g es constante y, como g(0) = f (0),
que e−λt f (t) = f (0) para todo t ∈ R, esto es, que f (t) = f (0)e−λt . Vemos así que f es un
múltiplo escalar de la función exponencial

hλ ∶ x ∈ R↦ e−λt ∈ R.

Un cálculo directomuestra que esta función hλ es en efecto un autovector deD de autovalor λ,
junto con todos sus múltiplos escalares, así que podemos concluir con esto que

para cada λ ∈ R los autovectores de D ∶ f ∈ C∞(R)→ f ′ ∈ C∞(R) de auto-
valor λ son precisamente los múltiplos escalares no nulos de la función hλ.

En particular, todo elemento de R es un autovalor de esta función D.
(e) Podemos considerar también la función dada por la derivación D ∶ p ∈ R[X]↦ p′ ∈ R[X]

pero ahora deûnida sobre el espacio vectorial R[X] de los polinomios con coeûcientes reales.
Supongamos que p ∈ R[X] es un autovector de D de autovalor λ, demanera que p′ = λp.

Como p no es nulo, tiene un grado d bien deûnido. Si d > 0 y λ ≠ 0, entonces λp tiene grado
d y p′ tiene grado d − 1: esto es imposible, ya que estos dos polinomios son iguales. Por otro
lado, si λ = 0, entonces p′ es el polinomio nulo y que, por lo tanto, p es constante. Vemos así
que tiene que ser d = 0, que el polinomio p es constante y que λ = 0.

Hemos mostrado, en deûnitiva, que

el único autovalor de D ∶ p ∈ R[X]↦ p′ ∈ R[X] es λ = 0, y los autovectores
correspondientes son los polinomios constantes no nulos.

Vemos así que, a diferencia de lo que sucede en el ejemplo anterior, el único autovalor de la
función lineal D es 0. ◇

5.1.3. Una observación sencilla es que el conjunto de autovalores de un endomorûsmo de un
espacio vectorial correspondientes a un autovalor ûjo es un subespacio, una vez que uno agrega el
vector nulo. Esto es consecuencia de la siguiente proposición.

Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . Para cada λ ∈ k,
el subconjunto Eλ( f ) = {x ∈ V ∶ f (x) = λx} de V es un subespacio de V .

Llamamos al subespacio Eλ( f ) el autoespacio de f correspondiente a λ. Si tiene dimensión
ûnita, llamamos al número dim Eλ( f ) la multiplicidad geométrica de λ como autovalor de f .
Es claro que estamultiplicidad es positiva si y solamente si λ es un autovalor de f .

Demostración. La aûrmación de la proposición es consecuencia de que Eλ( f ) es el núcleo de la
función lineal λidV − f ∶ V → V .
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5.1.4. Una segunda observación importante es que autovectores correspondientes a autovalores
distintos dos a dos son linealmente independientes.

Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . Si x1, . . . , xn ∈ V
son autovectores de f correspondientes a autovalores λ1, . . . , λn ∈ k y estos últimos son distintos dos
a dos, entonces los vectores x1, . . . , xn son linealmente independientes.

Demostración. Sean x1, . . . , xn ∈ V autovectores de f correspondientes a autovalores λ1, . . . , λn ∈ k
distintos dos a dos y sean a1, . . . , an ∈ k escalares tales que a1x1 +⋯ + anxn = 0. Para cada j ∈ ⟦n⟧
podemos aplicar la función f j−1 a ambos lados de esta igualdad y ver que

n
∑
k=1
akλ

j−1
k xk = 0. (2)

Ahora bien, como los escalares λ1, . . . , λn son distintos dos a dos, es una consecuencia inmediata
de la Proposición 4.9.4 que lamatriz de Vandermonde

V(λ1, . . . , λn) =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 ⋯ 1
λ1 λ2 ⋯ λn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

λn−1
1 λn−1

2 ⋯ λn−1
n

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

es inversible. Supongamos que su matriz inversa es V(λ1, . . . , λn)−1 = (µi, j) ∈Mn(k), demanera
que, en particular, para cada i, k ∈ ⟦n⟧ se tiene que

n
∑
j=1

µi, jλ j−1
k =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si i = j;
0, en caso contrario.

(3)

Para cada i ∈ ⟦n⟧, vemos entonces—usando primero la ecuación (2) y luego la (3)— que

0 =
n
∑
j=1

µi, j (
n
∑
k=1
akλ

j−1
k xk) =

n
∑
k=1
ak

⎛
⎝

n
∑
j=1

µi, jλ j−1
k

⎞
⎠
xk = aixi

y, en consecuencia, que los escalares a1, . . . , an son todos nulos. Esto prueba la proposición.

5.1.5. El siguiente corolario de la Proposición 5.1.4 es inmediato:

Corolario. SeaV un espacio vectorial y sea f ∶ V → V un endomorûsmo deV . SiV tiene dimensión
ûnita, entonces f posee un numero ûnito de autovalores y, de hecho, el número de éstos es a lo sumo
igual a dimV .

Demostración. En efecto, si λ1, . . . , λn son autovalores de f distintos dos a dos, existen vectores
no nulos x1, . . . , xn ∈ V tales que f (xi) = λixi para cada i ∈ ⟦n⟧ y la Proposición 5.1.4 implica que
estos n vectores son linealmente independientes. Por supuesto, de esto se deduce inmediatamente
que n ≤ dimV .
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5.1.6. La Proposición 5.1.4 tiene, por otro lado, la siguiente consecuencia importante:

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sea ∶ V → V un endomorûsmo de V . Si λ1, . . . , λn ∈ k son
escalares distintos dos a dos, entonces los subespacios Eλ1( f ), . . . , Eλn( f ) de V son independientes.

Demostración. Podemos usar la caracterización de la independencia de subespacios que da la
tercera condición de la Proposición 1.10.3: bastamostrar que si x1, . . . , xn son vectores de V tales
que para cada i ∈ ⟦n⟧ es xi ∈ Eλ i( f ) y se tiene que x1 + ⋯ + xn = 0, entonces cada uno de los
vectores x1, . . . , xn es nulo. Eso sigue inmediatamente de la Proposición 5.1.4.

5.1.7. Sea n ∈ N, sea A ∈Mn(k) unamatriz cuadrada de tamaño n con entradas en k y considere-
mos el endomorûsmo fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn de kn. Aprovechando la estrecha relación que hay
entre lamatriz A y la función fA, podemos adaptar las nociones presentadas en esta sección a la
matriz A de la siguientemanera:

• Si x ∈ kn y λ ∈ k, decimos que x es un autovector de A de autovalor λ si x es un autovector
de fA de autovalor λ.

• Un escalar λ ∈ k es un autovalor de A si lamatriz A posee un autovector de autovalor λ, y
el espectro de A es el conjunto Spec(A) de sus autovalores.

• Si λ ∈ k, entonces el autoespacio de A correspondiente a λ es el subespacio Eλ( fA), que
escribimos más simplemente en la forma Eλ(A).

Es inmediato, en vista de la forma de estas deûniciones, que valen paramatrices y sus autovectores
y autovalores propiedades análogas a las enunciadas arriba para endomorûsmos: en todos los
casos, estos resultados se obtienen para lamatriz A de considerar el resultado correspondiente
para el endomorûsmo fA. Esto mismo puede decirse de casi todos los enunciados que siguen.

5.1.8. Ejemplo. Sea n ∈ N, sea p(X) = c0 + c1X +⋯+ cn−1X−1 + Xn ∈ k[X] un polinomio mónico
de grado n y sea C(p) lamatriz compañera de p,

C(p) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 . . . 0 −c0
1 0 . . . 0 −c1
0 1 . . . 0 −c2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . 1 −cn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∈Mn(k),

Si λ ∈ k es una raíz de p, de manera que p(λ) = 0, un cálculo directo muestra que el vector
xλ = (1, λ, . . . , λn−1)t ∈ kn es tal que C(p)xλ = λxλ, es decir, que se trata de un autovector
de C(p) de autovalor λ. Vemos así que el espectro de lamatriz C(p) contiene al conjunto de raíces
de p en k. ◇
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§2. Diagonalizabilidad

5.2.1. Decimos que un endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial V es diagonalizable si
existe una baseB de V cuyos elementos son autovectores de f . Lamotivación para la elección de
este adjetivo viene del siguiente resultado:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) El endomorûsmo f es diagonalizable.
(b) Existe una base ordenadaB de V tal que lamatriz [ f ]BB es diagonal.
(c) Existen escalares µ1, . . . , µr ∈ k distintos dos a dos tales que V = Eµ1( f )⊕⋯⊕ Eµr( f ).
Hacer: Agregar: f es combinación lineal de un conjunto de idempotentes ortogonales.

Demostración. Sea n la dimensión de V .
(a)⇒ (b) Supongamos que el endomorûsmo f es diagonalizable y seaB = (x1, . . . , xn) una

base ordenada de V cuyos elementos son autovectores de f , de manera que existen escalares
λ1, . . . , λn ∈ k tales que para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que f (xi) = λixi . Si [ f ]BB = (ai, j) ∈Mn(k) es
lamatriz de f con respecto a la baseB, vale entonces que

ai, j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

λi , si i = j;
0, en caso contrario.

Esto, por supuesto, nos dice que [ f ]BB es unamatriz diagonal.
(b)⇒ (c) Supongamos ahora queB = (x1, . . . , xn) es una base ordenada deV tal que lamatriz

[ f ]BB es diagonal y sean λ1, . . . , λn ∈ k los escalares que aparecen en su diagonal, en orden. Estos n
escalares no son necesariamente distintos: sean µ1, . . . , µr los elementos listados sin repeticiones del
conjunto {λ1, . . . , λn}, demanera que hay una función ϕ ∶ ⟦n⟧→ ⟦r⟧ tal que λi = µϕ(i) para cada
i ∈ ⟦n⟧. Del Corolario 5.1.6 sabemos que los subespacios Eµ1( f ), . . . , Eµr( f ) son independientes,
así que si llamamos V ′ a su suma, tenemos que V ′ = Eµ1( f ) ⊕⋯ ⊕ Eµr( f ). Para cada i ∈ ⟦n⟧
es f (xi) = λixi = µϕ(i)xi , así que xi ∈ Eµϕ(i)( f ). Vemos de esta forma queB ⊆ V ′ y, por lo tanto,
que V = ⟨B⟩ ⊆ V ′: esto nos dice, claro, que V = V ′ y prueba que vale (c).

(c) ⇒ (a) Supongamos que existen escalares µ1, . . . , µr ∈ k distintos dos a dos tales que
V = Eµ1( f )⊕⋯⊕ Eµr( f ). Para cada i ∈ ⟦r⟧ seaBi una base de Eµ i( f ). De la Proposición 1.10.4
sabemos que la unión B = B1 ∪⋯ ∪Br es una base de V . Para terminar, basta ver que todos sus
elementos son autovectores de f : esto es claro, ya que para cada i ∈ ⟦r⟧ los elementos deBi son
autovectores de f de autovalor µi porque están en Eµ i( f ) y no son nulos.

5.2.2. Si n ∈ N y A ∈Mn(k) es unamatriz cuadrada de tamaño n, decimos que A es diagonalizable
si hay una base de kn cuyos elementos son autovectores de A.

Proposición. Sea n ∈ N y sea A ∈Mn(k). Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:
(a) Lamatriz A es diagonalizable.
(b) El endomorûsmo fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn de kn es diagonalizable.
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(c) Existe unamatriz inversible C ∈ GLn(k) tal que lamatriz C−1AC es diagonal.
Si estas aûrmaciones se cumplen y C es unamatriz como en (c), entonces el conjunto de los vectores
de kn dados por las columnas de C es una base de kn formada por autovectores de A.

Demostración. Como los autovectores de la matriz A y los autovectores del endomorûsmo fA
coinciden, la equivalencia (a)⇔ (b) es inmediata.

Sea B la base ordenada estándar de kn, sea B′ una base ordenada cualquiera de kn y sea
C = C(B′,B) lamatriz de cambio de base deB′ aB. Sabemos queC es inversible, que [ fA]BB = A
y, según la Proposición 2.8.7, que

[ fA]B
′

B′ = C(B,B′) ⋅ [ fA]BB ⋅ C(B′,B) = C−1AC . (4)

Si fA es diagonalizable, entonces eligiendo en lo anterior a la base ordenadaB′ demanera tal que
lamatriz [ fA]B

′
B sea diagonal, vemos que C−1AC es diagonal. Esto prueba que (b)⇒ (c).

Recíprocamente, supongamos que vale (c), seaC ∈ GLn(k) unamatriz inversible tal queC−1AC
es diagonal y elijamos en lo anterior como B′ a la base ordenada de kn tal que C(B′,B) = C,
cuya existencia garantiza la Proposición 1.8.5: la igualdad (4) nos dice entonces que lamatriz [ f ]B′

B′

es diagonal y, por lo tanto, que el endomorûsmo fA es diagonalizable, como aûrma (b). Vemos
de esta manera que (c) ⇒ (b), lo que completa la demostración de la equivalencia de las tres
aûrmaciones del enunciado.

Supongamos ahora que estas aûrmaciones se cumplen y sea C ∈ GLn(k) unamatriz inversible
tal que D = C−1AC es diagonal. Para cada i ∈ ⟦n⟧ sea xi el elemento de kn dado por la i-ésima
columna de C y sea λi la entrada (i , i)-ésima de D. Como lamatriz C es inversible, la Proposi-
ción 4.8.1 nos dice que (x1, . . . , xn) es una base ordenada de V . Por otro lado, si (e1, . . . , en) es la
base ordenada estándar de kn, para cada i ∈ ⟦n⟧ vale que xi = Cei y entonces

Axi = ACei = C−1Dei = λiC−1ei = λixi .

Los elementos de la base (x1, . . . , xn) son por lo tanto autovectores de A.

5.2.3. Ejemplo. Sea n ∈ N, sea p ∈ k[X] un polinomio mónico de grado n y sea C(p) la matriz
compañera de p. En el Ejemplo 5.2.3 vimos que cada vez que λ ∈ k es una raíz de p el vector
xλ = (1, λ, . . . , λn−1)t ∈ kn es un autovector de C(p) de autovalor λ. Se sigue de esto que si p posee
n raíces λ1, . . . , λn en k distintas dos a dos, entonces el conjunto {xλ1 , . . . , xλn} es linealmente
independiente —de acuerdo a la Proposición 5.1.4— y, como tiene cardinal igual a la dimensión
de kn, es una base de este espacio vectorial: la matriz C(p) es por lo tanto diagonalizable. La
matriz C ∈ Mn(k) cuyas columnas son los vectores xλ1 , . . . , xλn , en ese orden, es precisamente la
matriz de Vandermonde V(λ1, . . . , λn) de 4.9.4, y se sigue de la Proposición 5.2.2 que el producto
C−1 ⋅ C(p) ⋅ C es unamatriz diagonal que tiene a lo largo de la diagonal a los escalares λ1, . . . , λn,
en ese orden. ◇
5.2.4. Es importante tener en mente que no todo endomorûsmo ni todamatriz es diagonalizable.
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Por ejemplo, supongamos que lamatriz

A = (0 1
0 0

) ∈M2(k)

es diagonalizable, demanera que existen unamatriz inversible C ∈M2(k) y escalares λ1, λ2 ∈ k
tales que

C−1AC = (λ1 0
0 λ2

) . (5)

Como A2 = 0, se tiene entonces que

0 = C−1A2C = C−1AC ⋅ C−1AC = (λ1 0
0 λ2

)
2

= (λ
2
1 0
0 λ2)

y esto sólo es posible si λ1 = λ2 = 0. En vista de la igualdad (5), esto implica que C−1AC = 0, lo que
nos dice que A = 0: esto es absurdo.

§3. El polinomio característico

5.3.1. Podemos caracterizar los autovalores de un endomorûsmo de un espacio vectorial de di-
mensión ûnita o de unamatriz de la siguientemanera:

Proposición.
(i) SeaV un espacio vectorial de dimensión ûnita, seaB una base ordenada deV y sea f ∶ V → V

un endomorûsmo de V . Si λ ∈ k, las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) El escalar λ es un autovalor de f .
(b) Es det(λ idV − f ) = 0.

(ii) Sea n ∈ N y sea A ∈Mn(k). Si λ ∈ k, las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) El escalar λ es un autovalor de A.
(b) Es det(λIn − A) = 0.

Demostración. En vista de nuestras deûniciones, es suûciente que probemos la primera parte de
la proposición, ya que la segunda sigue inmediatamente de ésta y de la observación de que si
fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn, entonces det(λidkn − fA) = det(λIn − A).

Sea λ ∈ k. Si λ es un autovalor de f , el subespacio Eλ( f ) = Nu(λidV − f ) es no nulo y, en
particular, el endomorûsmo λidV − f ∶ V → V no es un isomorûsmo. La Proposición 4.10.2(iii)
nos dice entonces que el determinante de este endomorûsmo es nulo. Recíprocamente, si vale la
condición (b) del enunciado, el endomorûsmo λidV − f no es un isomorûsmo y, en vista de la
Proposición 2.5.3, tampoco un monomorûsmo. Su núcleo es por lo tanto no nulo y como éste
coincide con Eλ( f ), esto nos dice que λ es un autovalor de f .
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5.3.2. La Proposición 5.3.1 nos lleva a hacer la siguiente deûnición. Si n ∈ N y A ∈Mn(k), podemos
ver a A como un elemento de Mn(k(X)) y considerar lamatriz XIn − A. Llamamos polinomio
característico de A al polinomio

χA = det(XIn − A).

Observemos que, en vista del Corolario 4.4.15(ii), esto es efectivamente un elemento de k[X] y no
solamente de k(X), ya todas las entradas de lamatriz XIn − A están en k[X].
5.3.3. Ejemplos.
(a) Sea n ∈ N y sea A = (ai, j) ∈Mn(k) unamatriz triangular superior, demanera que ai, j = 0 si

i, j ∈ ⟦n⟧ son tales que i > j. Como lamatriz XIn −A ∈Mn(k(X)) es ella también triangular
superior, la Proposición 4.9.1 nos permite calcular inmediatamente su determinante y vemos
que

χA = det(XIn − A) = (X − a1,1)⋯(X − an,n).

(b) Más generalmente, sean n, r ∈ N, sean n1, . . . , nr ∈ N tales que n = n1 +⋯+ nr y supongamos
que para cada i, j ∈ ⟦r⟧ con i ≤ j tenemos una matriz Ai, j ∈ Mn i ,n j(k). Si A es la matriz
triangular superior por bloques

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A1,1 A1,2 ⋯ A1,r−1 A1,r
0 A2,2 ⋯ A2,r−1 A2,r
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 Ar−1,r−1 Ar−1,r
0 0 ⋯ 0 Ar,r

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

entonces el polinomio característico de A es el producto de los polinomios característicos de
las matrices que aparecen a lo largo de la diagonal, esto es,

χA = χA1,1 ⋯ χAr ,r .

Esto es consecuencia de la Proposición 4.9.2 y de que

XIn − A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

XIn1 − A1,1 −A1,2 ⋯ −A1,r−1 −A1,r
0 XIn2 − A2,2 ⋯ −A2,r−1 −A2,r
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋯ XInr−1 − Ar−1,r−1 −Ar−1,r
0 0 ⋯ 0 XInr − Ar,r

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

también es unamatriz triangular superior por bloques.
(c) Sea n ∈ N, sea p ∈ k[X] un polinomio mónico de grado n y sea C(p) ∈ Mn(k) la matriz

compañera de p. En 4.9.3 calculamos el determinante de lamatriz XIn − C(p) y ese cálculo
signiûca, precisamente, que el polinomio característico de C(p) es

χC(p) = det(XIn − C(p)) = p.
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(d) Si n ∈ N y A ∈ Mn(k), entonces el polinomio característico de A y el de su transpuesta At

son iguales. En efecto, como XIn − At = (XIn − A)t, de la Proposición 4.5.1 vemos que

χAt = det(XIn − At) = det(XIn − A)t = det(XIn − A) = χA. ◇

5.3.4. Una observación importante es que dos matrices que son conjugadas tienen el mismo
polinomio característico:

Proposición. Sea n ∈ N y sean A y B dos matrices de Mn(k). Si existe una matriz inversible
C ∈ GLn(k) tal que B = C−1AC, entonces χB = χA.

Demostración. En efecto, si existe una tal matriz, tenemos en Mn(k(X)) que

XIn − B = XC−1InC − C−1AC = C−1(XIn − A)C

demanera que, según el Corolario 4.3.4, es

χB = det(XIn − B) = detC−1(XIn − A)C = det(XIn − A) = χA,

como aûrma la proposición.

5.3.5. Usando este resultado podemos extender la noción de polinomio característico a endo-
morûsmos: si f ∶ V → V es un endomorûsmo de un espacio vectorial V de dimensión ûnita n
y B es una base ordenada de V , llamamos polinomio característico de f y escribimos χ f al
polinomio característico de lamatriz [ f ]BB , demanera que

χ f = det(XIn − [ f ]BB).

Por supuesto, para que esta deûnición tenga sentido el segundo miembro de esta igualdad tiene
que depender solamente de f y no de la elección de la baseB. Para ver que esto es así, seaB′ otra
base ordenada de V y sea C = C(B′,B) lamatriz de cambio de base deB′ aB. Sabemos que

[ f ]B′
B′ = C(B,B′) ⋅ [ f ]BB ⋅ C(B′,B) = C−1 ⋅ [ f ]BB ⋅ C

y, por lo tanto, que lasmatrices [ f ]BB y [ f ]B′
B′ son conjugadas: la Proposición 5.3.4 nos dice entonces

que estas dos matrices tienen el mismo polinomio característico, que es lo que queremos.
Una consecuencia inmediata de las deûniciones y del Ejemplo 2.8.2(a) es que si n ∈ N y

A ∈Mn(k), entonces el polinomio característico χA de A coincide con el polinomio característi-
co χ fA del endomorûsmo fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn de kn asociado a A.

5.3.6. Ejemplos.
(a) Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V .

SiV1, . . . ,Vr son subespacios deV que son f -invariantes y tales queV = V1⊕⋯⊕Vr , entonces

χ f = χ fV1
⋯χ fVr

.

Para verlo, para cada i ∈ ⟦r⟧ seami = dimV ∶ i y seaBi = (x1,1, . . . , x1,m i) una base ordenada
deVi . Entonces B = (x1,1, . . . , x1,m1 , . . . , xr,1, . . . , xr,mr) la base ordenada deV que se obtiene
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concantenando las bases B1,. . . ,Br . Lamatriz de f con respecto aB es lamatriz diagonal
por bloques

[ f ]BB =
⎛
⎜⎜
⎝

[ fV1]B1
B1

⋱
[ fVr ]Br

Br

⎞
⎟⎟
⎠
,

así que el resultado es consecuencia de lo que vimos en el Ejemplo 5.3.3(b).
(b) Demanera similar, si f ∶ V → V es un endomorûsmo de un espacio vectorial de dimensión

ûnita yW es un subespacio f -invariante de V , entonces se tiene que

χ f = χ fW ⋅ χ fW . (6)

Si n y m son las dimensiones de V y deW , respectivamente, y B = (x1, . . . , xn) es una base
ordenada de V tal queB′ = (x1, . . . , xm) es una base ordenada deW , entonces sabemos que
B′′ = ([xm+1], . . . , [xn]) es una base ordenada de V/W y que hay unamatriz C ∈Mr,n(k)
tal que lamatriz de f con respecto aB es triangular superior por bloques, de la forma

[ f ]BB =
⎛
⎝
[ fW]BW

BW
C

0 [ fW]BW

BW

⎞
⎠
.

La igualdad (6) es consecuencia de esto y del Ejemplo 5.3.3(b).
(c) Si V es un espacio vectorial de dimensión ûnita y f ∶ V → V es un endomorûsmo de V ,

entonces el polinomio característico χ f de f coincide con el polinomio característico χ f t de
la función transpuesta f t ∶ V∗ → V∗, esto es,

χ f t = χ f .

En efecto, si B es una base ordenada de V y B∗ es la base de V∗ dual a B, entonces la
Proposición 3.3.6 nos dice que lamatriz [ f t]B∗

B∗ es la transpuesta de [ f ]BB y el Ejemplo 5.3.3(d)
nos dice que, en consecuencia, [ f t]B∗

B∗ y [ f ]BB tienen el mismo polinomio característico.
(d) Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y

supongamos queW es un subespacio de V que es f -invariante, demanera que podemos con-
siderar la restricción fW ∶W →W de f aW y la función lineal inducida fW ∶ V/W → V/W
por f en el espacio cociente V/W . Aûrmamos que el polinomio característico de f es el
producto de los de fW y de fW ,

χ f = χ fW ⋅ χ fW .

Para verlo,Hacer.
◇

5.3.7. Nuestro interés en el polinomio característico de un endomorûsmo reside en que vale la
siguiente proposición:
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Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . El polinomio característico χ f es mónico y tiene grado n. Si χ f = Xn + c1Xn−1+⋯+ cn−1X + cn
con c1, . . . , cn ∈ k, entonces

c1 = − tr( f ), cn = (−1)n det f .

Un escalar λ ∈ k es un autovalor de f si y solamente si es raíz de χ f , y lamultiplicidad geométrica
de λ como autovalor de f es a lo sumo igual a lamultiplicidad de λ como raíz de χ f .

Demostración. SeaB una base ordenada de V y sea (ai, j) lamatriz [ f ]BB de f con respecto aB.
Si denotamos (bi, j) a lamatriz XIn − [ f ]BB , cuyas entradas son polinomios de k[X], la fórmula
de Leibniz 4.4.14 nos dice que

χ f = det(XIn − [ f ]BB) = ∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ(1),1⋯ bσ(n),n . (7)

Ahora bien, para cada i, j ∈ ⟦n⟧ es

bi, j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

X − ai, j , si i = j;
−ai, j , en caso contrario

Así, el polinomio bi, j tiene grado 1 si i = j y es o nulo o de grado 0 si i ≠ j. Esto implica que para
cada σ ∈ Sn el término

sgn(σ)bσ(1),1⋯ bσ(n),n (8)

de la suma (7) correspondiente a σ es un polinomio que, si no es nulo, tiene de grado igual a la
cantidad de elementos del conjunto Fσ = {k ∈ ⟦n⟧ ∶ σ(k) = k} y es fácil ver que este conjunto Fσ

• tiene a lo sumo n elementos,
• tiene n elementos si y solamente si σ es la permutación identidad idn de ⟦n⟧, y
• si tienemenos que n elementos entonces tiene a lo sumo n − 2.

Escribiendo la suma (7) en la forma

χ f = b1,1⋯ bn,n + ∑
σ∈Sn
σ≠idn

sgn(σ)bσ(1),1⋯ bσ(n),n ,

resulta entonces que el segundo sumando en el miembro izquierdo de la igualdad es o nulo o
que tiene grado estrictamentemenor que n − 1,mientras que el primero tiene grado exactamente
igual a n. Esto implica, por supuesto, que el grado de χ f es exactamente n y, más aún, que los
coeûcientes de Xn y de Xn−1 en χ f coinciden con los de Xn y de Xn−1 en

b1,1⋯ bn,n = (X − a1,1)⋯(X − an,n),

que son 1 y −(a1,1 +⋯ + an,n), respectivamente: esto nos dice que el polinomio χ f es mónico y
que el coeûciente con el que aparece Xn−1 en él es precisamente − tr( f ).

113



Por otro lado, para cada σ ∈ Sn el término constante del sumando (8) de la suma (7) es
(−1)n sgn(σ)aσ(1),1⋯ aσ(n),n, así que el término constante del polinomio χ f es

(−1)n ∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1⋯ aσ(n),n = (−1)n det[ f ]BB = (−1)n det f .

Sea ahora λ ∈ k un escalar. Como

χ f (λ) = det(λIn − [ f ]BB) = det[λidV − f ]BB = det(λidV − f ),

se sigue inmediatamente del Proposición 5.3.1 que λ es un autovalor de f si y solamente si χ f (λ) = 0.
Sea r lamultiplicidad geométrica de λ como autovalor de f , demanera que r = dim Eλ( f ).

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que la base ordenadaB = (x1, . . . , xn) de V es tal
que (x1, . . . , xr) es una base de Eλ( f ) y entonces, como para cada i ∈ ⟦r⟧ es f (xi) = λxi , lamatriz
de f con respecto a la baseB tiene una descomposición en bloques de la forma

[ f ]BB = (λIr B
0 C

)

con B ∈Mr,n−r(k) y C ∈Mr(k). Se sigue de esto que

χ f = det(XIn − [ f ]BB) = det((X − λ)Ir −B
0 XIn−r − C

) = (X − λ)r χC

y, en consecuencia, que lamultiplicidad de λ como raíz de χ f es por lo menos r. Esto prueba la
última aûrmación de la parte (i) de la proposición.

5.3.8. Llamamos multiplicidad algebraica de un escalar λ ∈ k como autovalor de un endo-
morûsmo f de un espacio vectorial de dimensión ûnita o de una matriz A a la multiplicidad
con que λ es raíz del polinomio característico χ f o χA. La Proposición 5.3.7 nos dice, usando este
lenguaje, que la multiplicidad geométrica de un autovalor es menor o igual a su multiplicidad
algebraica.

5.3.9. De la Proposición 5.3.7 obtenemos fácilmente una condición suûciente para la diagonaliza-
bilidad de un endomorûsmo o unamatriz:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . Si el polinomio característico de f tiene n raíces simples en k, entonces f es diagonalizable.

La condición que da esta proposición no es necesaria: por ejemplo, la función identidad
idkn ∶ kn → kn es diagonalizable pero su polinomio característico, (X − 1)n, no tiene raíces simples
salvo si n = 1.

Demostración. Supongamos que el polinomio característico χ f tiene n raíces simples en k. De
acuerdo a la Proposición 5.3.7, cada una de esas raíces es un autovalor de f y entonces f posee
n autovectores de autovalores distintos dos a dos. El conjunto de estos autovectores es, según
la Proposición 5.1.4, linealmente independiente y se trata, por lo tanto, de una base de V : esto
signiûca que f es diagonalizable.
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5.3.10. Ejemplos.
(a) Si p ∈ k[X] es un polinomio mónico de grado n que tiene todas sus raíces en k y simples,

entonces lamatriz compañera C(p) es diagonalizable: en efecto, el polinomio característico
de C(p) es precisamente p, así que esto sigue de la Proposición 5.3.9. Observemos que ya
habíamos obtenido esta conclusión en el Ejemplo 5.2.3.

(b) Fijemos ahora n ∈ N y consideremos lamatriz An = (ai, j) ∈Mn(k) que para cada i, j ∈ ⟦n⟧
tiene entrada (i , j)-ésima dada por

ai, j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−1, si ∣i − j∣ = 1;

0, en caso contrario.

Por ejemplo, cuando n es 5 lamatriz es

A5 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 −1 0 0 0
−1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1
0 0 0 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Si n > 2, para calcular el polinomio característico de An podemos considerar el desarrollo
de Laplace a lo largo de la primera de las ûlas de lamatriz XIn − An ∈Mn(k(X)),

χAn =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X 1 0 0 ⋯
1 X 1 0 ⋯
0 1 X 1 ⋯
0 0 1 X ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= X

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X 1 0 ⋯
1 X 1 ⋯
0 1 X ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 0 ⋯
0 X 1 ⋯
0 1 X ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

El primero de estos dos determinantes es precisamente el que calcula el polinomio caracte-
rístico de lamatriz An−1; por otro lado, desarrollando el segundo a lo largo de su primera
columna vemos que es igual al polinomio característico de An−2. Concluimos así que

χAn = X χAn−1 − χAn−2 si n > 2. (9)

Por otro lado, calculando directamente vemos que

χA1 = X , χA2 = X2 − 1, (10)

Estas dos igualdades y la relación de recurrencia (9) nos permiten calcular los polinomios χAn

recursivamente. En el Cuadro 5.1 de la página siguiente listamos los primeros.
Para cada n ∈ N consideremos el polinomio Un tal que

Un(X) = χAn(2X).

Como consecuencia de (9) y de (10) se tiene que

U1 = 2X , U2 = 4X2 − 1, Un = 2XUn−1 −Un−1 si n > 2.
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n χAn Un

1 X 2X
2 X2 − 1 4X2 − 1
3 X3 − 2X 8X3 − 4X
4 X4 − 3X2 + 1 16X4 − 12X2 + 1
5 X5 − 4X3 + 3X 32X5 − 32X3 + 6X
6 X6 − 5X4 + 6X2 − 1 64X6 − 80X4 + 24X2 − 1
7 X7 − 6X5 + 10X3 − 4X 128X7 − 192X5 + 80X3 − 8X
8 X8 − 7X6 + 15X4 − 10X2 + 1 256X8 − 448X6 + 240X4 − 40X2 + 1
9 X9 − 8X7 + 21X5 − 20X3 + 5X 512X9 − 1024X7 + 672X5 − 160X3 + 10X

Cuadro 5.1. Los polinomios característicos de lasmatrices An del ejemplo 5.3.10(b)
y los polinomios de Chebyshev de segunda especie.

El polinomioUn se llama el n-ésimo polinomio de Chebyshev de segunda especie, por Pafnuti
Chebyshev (1821–1894, Rusia); es usual iniciar la sucesión de estos polinomios con U0 = 1.

Supongamos desde ahora que el cuerpo de base con el que estamos trabajando es k = R.
Una inducción evidentemuestra que para cada θ ∈ R ∖ πZ es

Un(cos θ) =
sin(n + 1)θ

sin θ
.

Una consecuencia inmediata de esto es que el polinomio χAn se anula en los n números reales

2 cos
kπ
n + 1

con k ∈ ⟦n⟧,

que son, por lo tanto, sus n raíces. Estos n números son distintos dos a dos, así que el poli-
nomio característico χAn tiene sus n raíces enR y éstas son todas simples. La Proposición 5.3.9
nos dice entonces que lamatriz An es diagonalizable.

(c) Fijemos otra vez un entero positivo n ∈ N y trabajemos sobre el cuerpo R de los números
reales. Si p es un elemento del espacio vectorial R[X]≤n, entonces xp′ − p′′ también lo es y
podemos por lo tanto considerar la función lineal

H ∶ p ∈ R[X]≤n ↦ xp′ − p′′ ∈ R[X]≤n .

Calculando, vemos inmediatamente que para cada i ∈ ⟦0, n⟧ es

H(X i) = iX i − i(i − 1)X i−2,

así que si lamatriz de H con respecto a la base ordenadaB = (1, X , . . . , Xn) deR[X]≤n es la
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n Hen

0 1
1 X
2 X2 − 1
3 X3 − 3X
4 X4 − 6X2 + 3
5 X5 − 10X3 + 15X
6 X6 − 15X4 + 45X2 − 15
7 X7 − 21X5 + 105X3 − 105X
8 X8 − 28X6 + 210X4 − 420X2 + 105
9 X9 − 36X7 + 378X5 − 1260X3 + 945X
10 X10 − 45X8 + 630X6 − 3150X4 + 4725X2 − 945

Cuadro 5.2. Los primeros diez polinomios deHermite.

matriz triangular superior

[H]BB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 −2 0 ⋯ 0
1 0 −6 ⋱ ⋮

2 0 ⋱ 0
3 ⋱ −n(n − 1)

⋱ 0
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

De acuerdo alEjemplo 5.3.3(a), entonces, los autovalores de f son los números 0, 1, . . . , n. Estos
autovalores son n + 1 en número y son distintos dos a dos, así que, como dimR[X]≤n = n + 1,
la Proposición 5.3.9 nos dice que la función H es diagonalizable.

Sea k ∈ ⟦0, n⟧. La multiplicidad algebraica de k como autovalor de H es 1, así que la
multiplicidad geométrica de k es exactamente 1: existe entonces un único autovector mónico
p ∈ k[X] de H de autovalor k. Si d es el grado de p, entonces p = Xd +∑d−1i=1 ciX i para ciertos
escalares c1, . . . , cd−1 ∈ R y

kXd + k
d−1
∑
i=1
ciX i i = kp = H(p) = dXd − d(d − 1)Xd−2 +H

⎛
⎝
d−1
∑
i=1
ciX i⎞

⎠
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

.

La suma de los términos marcados en el último miembro de esta cadena de igualdades es un
polinomio o nulo o de grado menor que d: el coeûciente de Xd en este último miembro es
entonces d y, comparando con el primer miembro de la igualdad, vemos que tiene que ser

117



d = k. Así, hemos probado que

para cada k ∈ ⟦0, n⟧ la función lineal H tiene exactamente un autovector
mónico de autovalor k y grado k.

Llamamos a ese autovector el k-ésimo polinomio deHermite, porCharlesHermite (1822–1901,
Francia), y lo escribimos Hek . De acuerdo a lo anterior, se trata de la única solución de la
ecuación diferencial ordinaria

p′′ − Xp′ + kp = 0

que es un polinomio mónico. En el Cuadro 5.2 están tabulados los diez primeros. ◇
5.3.11. La consecuenciamás importante de la Proposición 5.3.7 es que nos permite probar, bajo
hipótesis razonables sobre el cuerpo k, que un endomorûsmo de un espacio vectorial o unamatriz
posee autovalores y autovalores.

Proposición. Supongamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. Si f ∶ V → V es un endo-
morûsmo de un espacio vectorial V de dimensión ûnita, entonces f posee al menos un autovalor.

Demostración. Como el cuerpo k es algebraicamente cerrado, el polinomio característico χ f , que
es un elemento de k[X] posee una raíz en k, esto es, existe λ ∈ k tal que χ f (λ) = 0, y de acuerdo a
la Proposición 5.3.7, esto implica que λ es un autovalor de f .

5.3.12. Que el cuerpo sea algebraicamente cerrado es, de hecho, una condición necesaria para
que valga la conclusión de la Proposición 5.3.11 con total generalidad. En efecto, si k no es
algebraicamente cerrado, entonces existe un polinomio p ∈ k[X] que no tiene ninguna raíz en k y
la Proposición 5.3.7 nos dice que lamatriz compañera C(p) no tiene ningún autovalor, ya que, de
acuerdo al ejemplo 5.3.3(c), su polinomio característico es precisamente p. Por ejemplo, podemos
tomar p = X2 + 1 si k es Q o R, o p = X2 + X + 1 si k = F2.

5.3.13. Una aplicación de la Proposición 5.3.11 es:

Proposición. Supongamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. Sea V un espacio vectorial
de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . Existe una base ordenadaB de V tal
que lamatriz [ f ]BB de f con respecto aB es triangular superior.

Demostración. Procedemos haciendo inducción con respecto a la dimensión de V , notando que
cuando dimV ≤ 1 no hay nada que probar.

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensión n > 1. La función transpuesta
f t ∶ V∗ → V∗ es un endomorûsmo de un espacio vectorial de dimensión ûnita, así que, como el
cuerpo k es algebraicamente cerrado, la Proposición 5.3.11 nos dice que f t posee un autovalor λ ∈ k
y, por lo tanto, que existe un autovector ϕ ∈ V∗ de f t de autovalor λ, demanera que f t(ϕ) = λϕ.

La función lineal ϕ ∶ V → k no es nula, porque es un autovector de f t, así que es sobreyectiva
y, en consecuencia, su núcleo V ′ = Nu(ϕ) es un subespacio de V de dimensión n − 1. Si x ∈ V ′,
entonces

ϕ( f (v)) = f t(ϕ)(v) = (λϕ)(v) = λϕ(v) = 0,
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demanera que f (v) también es un elemento de V ′. Esto signiûca que la función f se restringe a
un endomorûsmo fV ′ ∶ V ′ → V ′ de V ′. Como dimV ′ = n − 1, podemos suponer inductivamente
que existe una base ordenada B′ = (x1, . . . , xn−1) de V ′ tal que la matriz [ fV ′]B′

B′ es triangular
superior. Por otro lado, sabemos que podemos completar B′ a una base ordenada de V , esto
es, que existe un vector xn ∈ V tal que B = (x1, . . . , xn−1, xn) es una base ordenada de V y, en
particular, existen escalares b1, . . . , bn ∈ k tales que f (xn) = b1x1 + ⋯ + bnxn. Ahora bien, si
consideramos lamatriz

B =
⎛
⎜⎜
⎝

b1
⋮

bn−1

⎞
⎟⎟
⎠
∈Mn−1,1(k),

entonces lamatriz de f con respecto a la baseB tiene una descomposición en bloques de la forma

[ f ]BB = ([ fV ′]B′
B′ B

0 bn
) .

Como [ fV ′]B′
B′ es triangular superior, lamatriz [ f ]BB es también triangular superior y esto prueba

lo que queremos.

§4. Homomoräsmos de álgebras e ideales

5.4.1. Si A y B son dos álgebras, una función lineal f ∶ A→ B es un homomorûsmo de álgebras
si f (1A) = 1B y cada vez x e y son elementos de A se tiene que

f (x ⋅ y) = f (x) ⋅ f (y).

En ese caso es fácil ver que para cada x ∈ A se tiene que f (x i) = f (x)i para todo i ∈ N0.

5.4.2. Proposición. Sea A un álgebra. Si a ∈ A, entonces existe exactamente un homomorûsmo de
álgebras εa ∶ k[X]→ A tal que εa(X) = a.

Demostración. Como el conjunto {X i ∶ i ∈ N0} es una base de k[X], sabemos que existe una
función lineal εa ∶ k[X] → A tal que εa(X i) = ai para cada i ∈ N0. Mostremos que εa es un
homomorûsmo de álgebras—esto probará la aûrmación de existencia.

Que εa(1k[X]) = 1A es consecuencia de la deûnición de εa. Sean p y q dos elementos de k[X].
Existen m, n ∈ N0 y escalares λ0, . . . , λm y µ0, . . . , µn en k tales que p = ∑m

i=0 λiX i y q = ∑n
j=1 µ jX j,

y entonces

p ⋅ q =
m
∑
i=0

λiX i ⋅
n
∑
j=0

µ jX j =
m+n
∑
k=0

⎛
⎝ ∑
0≤i≤m
0≤ j≤n
i+ j=k

λiµ j
⎞
⎠
Xk . (11)
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Por la forma en que fue deûnida la función εa sabemos que εa(p) = ∑m
i=0 λiai y εa(q) = ∑n

j=0 µ ja j,
y se sigue de esto que

εa(p) ⋅ εa(q) =
m
∑
i=0

λiai ⋅
n
∑
j=0

µ ja j =
m+n
∑
k=0

⎛
⎝ ∑
0≤i≤m
0≤ j≤n
i+ j=k

λiµ j
⎞
⎠
ak .

Demanera similar, de la igualdad (11) vemos

εa(p ⋅ q) =
m+n
∑
k=0

⎛
⎝ ∑
0≤i≤m
0≤ j≤n
i+ j=k

λiµ j
⎞
⎠
ak

y comparando esta expresión con la que obtuvimos para εa(p) ⋅ εa(q) es claro que estos dos
elementos de A son iguales.

Supongamos ahora, para probar la unicidad, que ε, η ∶ k[X]→ A son dos homomorûsmos de
álgebras y que ε(X) = a = η(X). Es entonces ε(1k[X]) = 1A = η(1k[X]) y, para cada i ∈ N,

ε(X i) = ε(X)i = ai = η(X)i = η(X i).

Vemos así que ε y η coinciden sobre todos los elementos de la base {X i ∶ i ∈ N0} de k[X] y, por lo
tanto, que son iguales.

5.4.3. Cada vez que A es un álgebra asociativa y a un elemento de A, la Proposición 5.4.2 nos provee
un homomorûsmo de álgebras εa ∶ k[X]→ A completamente determinado por la condición de
que sea εa(X) = a. Si p ∈ k[X] escribimos siempre p(a) en lugar de εa(p) y decimos que p(a)
se obtiene evaluando el polinomio p en a.

5.4.4. En general, lamultiplicación de un álgebra no es conmutativa. Vale sin embargo la siguiente
observación importante, que usaremos muchas veces:

Lema. Sean A y B dos álgebras y sea f ∶ A→ B un homomorûsmo de álgebras. Si A es conmutativa
y b y b′ son elementos de f (A), entonces bb′ = b′b.

Demostración. Como b y b′ son elementos de f (A), existe a y a′ en A tales que b = f (a)
y b′ = f (a′), y entonces

bb′ = f (a) f (a′) = f (aa′) = f (a′a) = f (a′) f (a) = b′b,

porque A es conmutativa.

5.4.5. Si A es un álgebra, un subespacio I de A es un ideal si cada vez que x ∈ I e y ∈ A se tiene
que xy e yx está en I. Es fácil exhibir ejemplos de ideales:

Proposición. Sean A y B dos álgebras. Si f ∶ A→ B es un homomorûsmo de álgebras, entonces el
núcleo Nu( f ) es un ideal de A.
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Demostración. Si x ∈ Nu( f ) e y ∈ A, entonces

f (xy) = f (x) f (y) = 0 f (y) = 0,

porque f es un homomorûsmo y, demanera similar, f (yx) = 0. Como Nu( f ) es un subespacio
de A, esto nos dice que se trata de un ideal.

5.4.6. En general, un álgebra tienemuchos ideales. El siguiente resultado nos describe todos los
de un álgebra de polinomios:

Proposición. Si I es un ideal no nulo de k[X], entonces existe un único polinomio mónico m ∈ I tal
que para cada p ∈ k[X] se tiene que

p pertenece a I si y solamente si p es divisible por m (12)

y, de hecho, es I = {pm ∶ p ∈ k[X]}.

Demostración. Como hay elementos no nulos en I, tiene sentido considerar el número

d = min{gr(p) ∶ p ∈ I ∖ 0}

y existe en I un elemento m no nulo tal que grm = d; amenos de cambiar a m por uno de sus
múltiplos escalares, podemos suponer que m es mónico.

Sea p ∈ k[X] un polinomio. Si p es divisible por m, existe q ∈ k[X] tal que p = mq y entonces
p pertenece a I porque éste es un ideal de k[X]. Para ver la recíproca, supongamos ahora que
p pertenece a I. Como m no es nulo y tiene grado d, sabemos que existen polinomios s y r en k[X]
tales que p = sm+ r y o bien r = 0 o bien gr(r) < d. En particular, tenemos que r = p− sm y, como
I es un ideal, se sigue de esto que r ∈ I. Esto implica —en vista de la forma en que elegimos el
número d— que no puede ser que r no sea nulo, porque su grado en ese caso es menor que d. Así,
es r = 0, p = sm y, en deûnitiva, m divide a p.

Para ver la unicidad de m, supongamos que m̃ es otro elemento mónico de k[X] que tiene la
propiedad descripta en el enunciado. Como m y m̃ tienen ambos esta propiedad y pertenecen
a I, se dividen mutuamente y esto y el hecho de que ambos polinomios son mónicos implica, por
supuesto, que m̃ = m.

Como I es un ideal ym ∈ I, es claro que I contiene a {pm ∶ p ∈ k[X]} y la contención recíproca
es consecuencia inmediata de que m posee la propiedad (12) del enunciado. Esto muestra que vale
la última aûrmación de la proposición.
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§5. Polinomios y endomoräsmos

5.5.1. Proposición. SeaV un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo deV y sea p ∈ k[X].
Si W es un subespacio f -invariante de V , entonces W es p( f )-invariante, demanera que podemos
considerar su restricción p( f )W ∶W →W aW , y vale que p( fW) = p( f )W .

Demostración. Supongamos que p = adXd + ⋯ + a0, con d ∈ N0 y ad , . . . , a0 ∈ k y seaW un
subespacio f -invariante de V . Si x ∈ W e i ∈ N0, entonces claramente f i(x) ∈ W y se sigue de
esto que para cada x ∈W es

p( f )(x) = (ad f d +⋯ + a1d + a0idV)(x) = ad f d(x) +⋯ + a1 f (x) + a0x ∈W ,

esto es, queW es p( f )-invariante. Si p( f )W ∶ W → W es la restricción de p( f ) aW y x ∈ W ,
entonces para cada i ∈ N0 es ( fW)i(x) = f i(x), asi que

p( fW)(x) = ad f d(x) +⋯ + a1 f (x) + a0x = p( f )(x) = p( f )W(x),

demanera que p( fW) = p( f )W , como aûrma la proposición.

5.5.2. Proposición. Si V es un espacio vectorial y f ∶ V → V es un endomorûsmo, cada vez que p y
q son dos polinomios de k[X] se tiene que p( f ) ○ q( f ) = q( f ) ○ p( f ).

Demostración. Sea ε f ∶ k[X] → End(V) el homomorûsmo de álgebras tal que ε f (X) = X.
La aûrmación es consecuencia inmediata del Lema 5.4.4, ya que por deûnición p( f ) = ε f (p)
y q( f ) = ε f (q) están en la imagen de ε f y el álgebra k[X] es conmutativa.

5.5.3. Si p ∈ k[X] y S ⊆ k es un conjunto de escalares, escribimos f (S) al conjunto { f (λ) ∶ λ ∈ S}.
Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y sea p ∈ k[X].

(i) Si x es un autovector de f de autovalor λ, entonces x es un autovector de p( f ) de auto-
valor p(λ).

(ii) Se tiene que Spec(p( f )) ⊇ p(Spec( f )) y si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y V tiene
dimensión ûnita entonces vale, de hecho, la igualdad.

Demostración. Si p es un polinomio constante, entonces p( f ) es un múltiplo escalar de idV
y todas las aûrmaciones son inmediatas. Supongamos entonces que p no es constante, que
p = adXd +⋯ + a0, con a0, . . . , ad ∈ k y que ad ≠ 0, con lo que el grado de p es exactamente d.

(i) Si x es un autovector de f de autovector λ, entonces f i(x) = λix para cada i ∈ N0 y

p( f )(x) = (ad f d +⋯ + a1 f + a0idV)(x)
= adλdx +⋯ + a1λx + a0x
= (adλd +⋯ + a1λ + a0)x
= p(λ)x ,

demanera que x es un autovector de p( f ) de autovector p(λ).
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(ii) Que el conjunto p(Spec( f )) está contenido en Spec(p( f )) es consecuencia inmediata
de la parte (i) de la proposición. Supongamos ahora que el cuerpo k es algebraicamente cerrado y
que V tiene dimensión ûnita n, y sea µ ∈ Spec(p( f )). El polinomio p − µ se factoriza en k[X]
como producto de factores lineales, demanera que existen α0, . . . , αd ∈ k tales que

p − µ = α0(X − α1)⋯(X − αd). (13)

Observemos que como p no es constante, α0 ≠ 0. Evaluando ambos lados de la igualdad en f
vemos que

p( f ) − µidV = α0( f − α1idV)⋯( f − αd idV)

y, tomando ahora determinantes, que

det(p( f ) − µidV) = αn
0 det( f − α1idV)⋯det( f − αd idV).

Como µ es un autovalor de p( f ), el lado izquierdo de esta igualdad es nulo y entonces alguno de los
factores que aparecen en el lado derecho tiene que ser nulo. Como αn

0 ≠ 0, vemos que existe i ∈ ⟦d⟧
tal que det( f − αi idV) = 0, esto es, tal que αi es un autovalor de f . Evaluando ahora ambos lados
de la igualdad (13) en αu , vemos que p(αi)−µ = 0, así que µ = p(αi) ∈ {p(λ) ∶ λ ∈ Spec( f )}.

5.5.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita.
(i) Un endomorûsmo f ∶ V → V es un automorûsmo de V si y solamente si 0 /∈ Spec( f ), y en

ese caso es Spec( f −1) = {λ−1 ∶ λ ∈ Spec( f )}.
(ii) Si f , g ∶ V → V son endomorûsmos de V , entonces Spec( f g) = Spec(g f ).

Demostración. (i) Sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V . El escalar 0 pertenece a Spec( f ) si y
solamente si det(0 idV − f ) = det( f ) = 0, y esto ocurre si y solamente si f no es un isomorûsmo:
esto prueba la primera aûrmación.

Supongamos ahora que f es un isomorûsmo y sea λ ∈ Spec( f ), demanera que λidV − f no
es inversible. Como f sí es inversible, tiene que ser λ ≠ 0 y como

λ f (λ−1idV − f −1) = −(λidV − f ),

tomando determinantes vemos que

det(λ f ) ⋅ det(λ−1idV − f −1) = (−1)dimV det(λidV − f ) = 0.

Es det(λ f ) ≠ 0 porque λ f es un automorûsmo deV , y entonces tiene que ser det(λ−1idV− f −1) = 0.
Esto implica que λ−1 ∈ Spec( f −1) y prueba, en deûnitiva, que

{λ−1 ∶ λ ∈ Spec( f )} ⊆ Spec( f −1).

Reemplazando en esto f por f −1 y recordando que ( f −1)−1 = f , vemos que también

{λ−1 ∶ λ ∈ Spec( f −1)} ⊆ Spec( f ).
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De estas dos inclusiones es inmediato obtener la igualdad que aparece en el enunciado.
(ii) Sean f , g ∶ V → V dos endomorûsmos de V , sea λ ∈ k ∖ Spec( f g) y mostremos que

λ ∈ k ∖ Spec(g f ). Esto implicará, por supuesto, que Spec(g f ) ⊆ Spec( f g) y, por simetría, que
ambos espectros son iguales. Consideramos dos casos:

• Supongamos primero que λ = 0. El endomorûsmo f g es un automorûsmo de V y, en
consecuencia,

det(g f ) = det g ⋅ det f = det f ⋅ det g = det( f g) ≠ 0.

Esto implica que g f también es un automorûsmo deV y, por lo tanto, que λ ∈ k∖Spec(g f ).
• Supongamos, en segundo lugar, que λ ≠ 0. Como λ no es un autovalor de f g, el endo-

morûsmo λidV − f g es inversible y existe un endomorûsmo h ∶ V → V tal que

h ⋅ (λidV − f g) = (λidV − f g) ⋅ h = idV .

Aûrmamos que el endomorûsmo k = λ−1(idV + gh f ) es inverso de λidV − g f . En efecto,

k ⋅ (λidV − g f ) = λ−1(idV + gh f )(λidV − g f )
= idV − λ−1g f + gh f − λ−1gh f g f
= idV − λ−1g f + λ−1g ⋅ h ⋅ (λh − h f g)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⋅ f

y, como la expresión marcada es igual a idV , esto es

= idV − λ−1g f + λ−1g f = idV ,

y un cálculo similar muestra que (λidV − g f ) ⋅ k = idV . En particular, como λidV − g f es
inversible, vemos que λ ∈ k ∖ Spec(g f ).

Así, en cualquier caso vemos que λ ∈ k ∖ Spec(g f ), como queríamos.

§6. El polinomio minimal

5.6.1. Proposición. SeaV un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V .

(i) Existe un único polinomio mónico m f ∈ k[X] tal que
• m f ( f ) = 0 en End(V) y
• cada vez que p ∈ k[X] es tal que p( f ) = 0 en End(V), el polinomio m f divide a p.

(ii) El subespacio ⟨ f i ∶ i ∈ N0⟩ de End(V) tiene dimensión igual al grado d de m f y el con-
junto {idV , f , . . . , f d−1} es una de sus bases. Si a0, . . . , ad−1 ∈ k son los escalares tales que
f d = a0idV + a1 f +⋯ + ad−1 f d−1, entonces

m f = Xd − ad−1Xd−1 −⋯ − a1X − a0.
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El número d es el menor entero positivo r tal que f r ∈ ⟨idV , f , . . . , f r−1⟩.

Llamamos al polinomio m f el polinomio minimal de f . La segunda parte de esta proposición
nos da una cota para su grado—implica que éste no es mayor que dimEnd(V) = (dimV)2, ya
que coincide con la dimensión de un subespacio de End(V)— y, por otro lado, una forma de
determinar explícitamente el polinomio m f .

Demostración. Sea ε f ∶ k[X] → End(V) el homomorûsmo de álgebras tal que ε f (X) = f y sea
I = Nu(ε f ) su núcleo. Como End(V) tiene dimensión ûnita y k[X] no, la función ε f no puede ser
inyectiva. Esto implica que el ideal I de k[X] no es nulo y, de acuerdo a la Proposición 5.4.6, existe
un único polinomio mónico m f ∈ I tal que para cada p ∈ k[X] se tiene que p ∈ I si y solamente si
p es divisible por m f . Esto signiûca, en vista de la deûnición de I, que m f tiene precisamente las
dos propiedades descriptas en la parte (i) de la proposición.

Sea d el grado de m f y sean a0, . . . , ad−1 ∈ k tales que m f = Xd − ad−1Xd−1 − ⋯ − a1X − a0.
Como m f ( f ) = 0, vale que

f d = a0idV + a1 f +⋯ + ad−1 f d−1. (14)

Consideremos los subespacios S = ⟨ f i ∶ i ∈ N0⟩ y F = ⟨idV , f , . . . , f d−1⟩ de End(V) y mostremos
que, de hecho, S = F. Claramente F ⊆ S, así que basta probar que S ⊆ F y, para ello, que f i ∈ F
para todo i ∈ N0. Si i = 0 esto es evidente. Supongamos entonces que i ≥ 1 e, inductivamente, que
f i−1 ∈ F, demanera que existen escalares b0, . . . , bd−1 ∈ k tales que f i−1 = b0idV+b1d+⋯+bd−1 f d−1.
Componiendo a ambos lados de esta igualdad con f y usando (14), vemos entonces que

f i = b0 f + b1 f 2 +⋯ + bd−1 f d

= b0 f + b1 f 2 +⋯ + bd−1(a0idV + a1 f +⋯ + ad−1 f d−1) ∈ F .

Esto prueba lo que queremos.
Mostremos ahora que el conjunto B = {idV , f , . . . , f d−1} es una base de F con d elementos

y que, en particular, se tiene que dim S = dim F = d. Sean b0, . . . , bd−1 ∈ k escalares tales que
b0idV + b1 f +⋯ + bd−1 f d−1 = 0. El polinomio p = b0 + b1X +⋯ + bd−1Xd−1 ∈ k[X] es entonces
tal que p( f ) = 0 y es, de acuerdo a la parte (i) de la proposición, divisible por m f . Como su grado
es menor que el de m f , esto implica que p = 0, esto es, que b0 = ⋯ = bd−1 = 0. Se sigue de esto
queB tiene d elementos y que es linealmente independiente. En vista de cómo fue deûnido el
subespacio F, vemos así queB es una base de F y que dim F = d.

Finalmente, si r es un entero tal que f r ∈ ⟨idV , f , . . . , f r−1⟩, existen escalares c0, . . . , cr−1 ∈ k
tales que f r = a0idV + a1 f +⋯+ ar−1 f r−1 y el polinomio q = c0+ c1X +⋯+ cr−1Xr−1−Xr es tal que
q( f ) = 0. La parte (i) de la proposición nos dice entonces que m f divide a q y, en consecuencia y
porque q no es nulo, que r ≥ d.

5.6.2. Dos situaciones extremas de la Proposición 5.6.1 son las siguientes:

• Si V es un espacio nulo y f ∶ V → V es un endomorûsmo—necesariamente la función nula,
claro— entonces el polinomio minimal de f es m f = 1, que tiene grado nulo.
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• Por otro lado, si V es un espacio de dimensión ûnita y positiva y f ∶ V → V es el endo-
morûsmo nulo se tiene que m f = X.

5.6.3. Es importante observar que la hipótesis de que el espacio V tiene dimensión ûnita que
aparece en la Proposición 5.6.1 es necesaria para obtener la conclusión. Por ejemplo, si

f ∶ q ∈ k[X]↦ Xq ∈ k[X]

es el endomorûsmo del espacio vectorial k[X] dado por lamultiplicación por X, entonces para
todo p ∈ k[X] no nulo se tiene que p( f ) ≠ 0: es fácil veriûcar que, de hecho, p( f )(1) = p. Esto
implica que el homomorûsmo de álgebras ε f ∶ k[X]→ End(k[X]) es inyectivo en este caso y la
demostración que hicimos no puede ni comenzar.

5.6.4. El polinomio minimal de un endomorûsmo f de un espacio vectorial V de dimensión
ûnita es, en el sentido preciso de la Proposición 5.6.1, el polinomio mónico p demenor grado tal
que p( f ) = 0. De una forma similar, podemos construir para cada vector x de V un polinomio
caracterizado por ser el polinomio mónico p demenor grado tal que p( f ) se anula en x.

Proposición. Sea V un espacio vectorial, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V y sea x ∈ V .
(i) El subespacio ⟨x⟩ f de V generado por el conjunto { f i(x) ∶ i ∈ N0} es f -invariante.

En vista de esto, podemos considerar la restricción fx ∶ ⟨x⟩ f → ⟨x⟩ f de f a ⟨x⟩ f .
(ii) Para cada p ∈ k[X] se tiene que p( fx) = 0 si y solamente si p( fx)(x) = 0.
(iii) Si ⟨x⟩ f tiene dimensión ûnita, entonces existe un único polinomio mónico m f ,x ∈ k[X] tal que

• m f ,x( f )(x) = 0 en V , y
• si p ∈ k[X] es un polinomio tal que p( f )(x) = 0, entonces m f ,v divide a p.

El grado d dem f ,x coincide con la dimensión de ⟨x⟩ f , el conjuntoB = (x , f (x), . . . , f d−1(x))
es una base ordenada de ⟨x⟩ f y lamatriz de fx con respecto a la baseB es precisamente la
matriz compañera de m f ,x ,

[ fx]BB = C(m f ,x).

Llamamos al subespacio ⟨x⟩ f de V el subespacio f -cíclico generado por x en V y al poli-
nomio m f ,x el polinomio minimal de f relativo a x.

Demostración. Para probar la aûrmación (i) es suûciente con mostrar que f ( f i(x)) = f i+1(x)
está en ⟨x⟩ f para cada i ∈ N0 y esto es evidente.

La necesidad de la condición dada en (ii) es clara, ya que por supuesto x pertenece al dominio
de p( fx). Para ver la suûciencia, supongamos que p ∈ k[X] es tal que p( fx)(x) = 0 y sea y ∈ ⟨x⟩ f ,
demanera que existen n ∈ N0 y escalares b0, . . . , bn ∈ k tales que y = b0x + b1 f (x)+⋯+ bn f n(x).
El polinomio q = b0 + b1X + ⋯ + bnXn ∈ k[X] es entonces tal que q( fx)(x) = y y, usando la
Proposición 5.5.2, se tiene que

p( fx)(y) = p( fx)(q( fx)(x)) = (p( fx) ○ q( fx))(x) = (q( fx) ○ p( fx))(x)
= q( fx)(p( fx)(x)) = 0.
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Vemos así que p( fx) se anula en todos los elementos de su dominio ⟨x⟩ f , esto es, que p( fx) = 0.
Esto prueba la parte (ii) de la proposición.

Supongamos ahora que el subespacio ⟨x⟩ f tiene dimensión ûnita y sea m f ,x ∈ k[X] el poli-
nomio minimal del endomorûsmo fx de ⟨x⟩ f . Como m f ,x( fx) = 0, la Proposición 5.5.1 nos dice
que

m f ,x( f )(x) = m f ,x( fx)(x) = 0.

Por otro lado, si p ∈ k[X] es un polinomio tal que p( f )(x) = 0, tenemos, otra vez gracias a la
Proposición 5.5.1, que p( fx)(x) = 0 y esto, de acuerdo a la parte (ii) de la proposición, implica
que p( fx) = 0. De que m f ,x sea el polinomio minimal de fx , se sigue entonces que m f ,x divide
a p. Esto muestra que m f ,x satisface las dos condiciones del enunciado. Si m̃ ∈ k[X] es otro
polinomio que las satisface, entonces m f ,x y m̃ se dividen mutuamente y, como son mónicos, son
necesariamente iguales.

Sea d el grado de m f ,x y sean a0, . . . , ad−1 ∈ k tales que

m f ,x = Xd + ad−1Xd−1 +⋯ + a0.

Como m f ,x( f )(x) = 0, se tiene que

f d(x) = −a0x − a1 f (x) −⋯ − ad−1 f d−1(x). (15)

Consideremos el subespacio F = ⟨x , f (x), . . . , f d−1(x)⟩ de V ymostremos que coincide con ⟨x⟩ f .
La inclusión F ⊆ ⟨x⟩ f es evidente y para ver la inclusión recíproca es suûciente quemostremos
que f i(x) ∈ F para todo i ∈ N0. Cuando i = 0 esto es claro; por otro lado, si i ≥ 1 y sabemos que
f i−1(x) ∈ F, esto es, que existen escalares b0, . . . , bd−1 ∈ k tales que

f i−1(x) = b0x + b1 f (x) +⋯ + bd−1 f d−1(x),

entonces

f i(x) = f ( f i−1(x)) = f (b0x + b1 f (x) +⋯ + bd−1 f d−1(x))
= b0x + b1 f 2(x) +⋯ + bd−2 f d−1(x) + bd−1 f d(x) ∈ F ,

ya que los primeros d − 1 sumandos de esta última suma están en F por la deûnición misma de F
y el último por la igualdad (15).

Los vectores x, f (x), . . . , f d−1(x) de F son distintos dos a dos y linealmente independientes.
En efecto, si no lo fueranhabría escalares c0, . . . , cd−1 ∈ k tales que c0x+c1 f (x)+⋯+cd−1 f d−1(x) = 0
y, en consecuencia el polinomio q = cd−1Xd−1 +⋯ + c1X + c0 ∈ k[X] tendría la propiedad de que
q( fx)(x) = q( f )(x) = 0. Lo que sabemos dem f ,x , entonces, implicaría quem f ,x lo divide y, como
su grado es menor que el de m f ,x , esto sólo es posible si es nulo: así, debe ser c0 = ⋯ = cd−1 = 0.

Concluimos de esta forma queB = (x , f (x), . . . , f d−1(x)) es una base ordenada de F y, en
particular, que la dimensión de F y, por consiguiente de ⟨x⟩ f , es exactamente d. Para completar la
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prueba de (iii) tenemos que determinar lamatriz [ fx]BB . Como fx( f i(x)) = f i+1(x) para cada
i ∈ ⟦0, d − 1⟧ y

fX( f d−1(x)) = −a0x − a1 f (x) −⋯ − ad−1 f d−1(x),

se tiene que

[ fx]BB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 ⋯ 0 −a0
1 0 0 ⋯ 0 −a1
0 1 0 ⋯ 0 −a2
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋱ 0 −ad−2
0 0 0 ⋯ 1 −ad−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= C(m f ,x),

lamatriz compañera de m fx .

5.6.5. Recordemos que decimos que un polinomio p de k[X] es el mínimo común múltiplo de
una familia de polinomios (pi)i∈I si es mónico,

• p es divisible por pi para cada i ∈ I, y
• si un polinomio q ∈ k[X] es divisible por pi para todo i ∈ I, entonces q es divisible por p.

Toda familia ûnita de elementos de k[X] tiene un mínimo común múltiplo, pero hay familias
inûnitas de polinomios queno admiten uno: por ejemplo, los polinomios de la familia {X i ∶ i ∈ N0}
no poseen ni siquiera un múltiplo común.

5.6.6. Proposición. SeaV un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V .

(i) El polinomio minimal m f es el mínimo común múltiplo de los polinomios m f ,x con x ∈ V .
(ii) Si V1, . . . , Vn son subespacios f -invariantes de V y V = V1 +⋯+Vn, entonces m f es el mínimo

común múltiplo de los polinomios minimales m fV1
, . . . ,m fVn

de las restricciones fV1 , . . . , fVn .
(iii) Si x1, . . . , xn son vectores de V tales que V = ⟨x1⟩ f + ⋯ + ⟨xn⟩ f , entonces m f es el mínimo

común múltiplo de los polinomios m f ,x1 , . . . , m f ,xn .

Demostración. (i) Si x es un vector de V , entonces m f ( fx)(x) = 0, así que m f ,x divide a m f . Por
otro lado, supongamos que p ∈ k[x] es un polinomio que es divisible por m f ,x para cada x ∈ V .
En ese caso, para cada x ∈ V existe q ∈ k[X] tal que p = qm f ,x y entonces

p( f )(x) = q( f )(m f ,x( f )(x)) = 0.

Vemos así que p( f ) = 0 y laminimalidad de m f implica que m f divide a p.
(ii) Sean V1, . . . , Vn subespacios f -invariantes de V y supongamos que V = V1 +⋯ + Vn. Si

i ∈ ⟦n⟧, sabemos que m f ( fVi) = m f ( f )Vi = 0, y entonces mVi divide a m f : esto nos dice que m f
es un múltiplo común de los polinomios minimales m fV1

, . . . , m fVn
. Sea, por otro lado, p ∈ k[X]

un múltiplo común de estos polinomios. Si x ∈ V , entonces existen x1 ∈ V1, . . . , xn ∈ Vn tales que
x = x1 +⋯ + xn y para cada i ∈ ⟦n⟧ es

p( f )(xi) = p( f )Vi(xi) = p( fVi)(xi) = 0,
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ya que p( fVi) = 0, y como consecuencia de esto tenemos que

p( f )(x) = p( f )(x1) +⋯ + p( f )(xn) = 0.

Esto nos dice que, de hecho, p( f ) = 0 y, por lo tanto, que m f divide a p.
(iii) Sean ûnalmente x1, . . . , xn vectores de V tales que V = ⟨x1⟩ f + ⋯ + ⟨xn⟩ f . Para cada

i ∈ ⟦n⟧ sabemos de la Proposición 5.6.4 que el subespacio ⟨xi⟩ f es f -invariante y que el polinomio
minimal de la restricción de f a ⟨xi⟩ f es m f ,x . El resultado de (iii) es consecuencia de esto y de la
parte (ii) que ya probamos.

5.6.7. La segunda parte de la Proposición 5.6.6 tiene la siguiente consecuencia útil:

Corolario. SeaV un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo deV . Si
W es un subespacio f -invariante de V , entonces el polinomio minimal de la restricción fW ∶W →W
divide al de f .

Demostración. En efecto, como V y W son subespacios f -invariantes de V y, por supuesto,
V =W + V , la Proposición 5.6.6(ii) nos dice que el polinomio minimal m f es el mínimo común
múltiplo de los polinomios m fW y m f y, en particular, es divisible por el primero de éstos.

5.6.8. Por otro lado, un caso especial de la tercera parte de la Proposición 5.6.6 es muchas veces
de interés:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V .
Si existe un vector x ∈ V tal que V = ⟨x⟩ f , entonces m f = m f ,x .

Un vector x tal que V = ⟨x⟩ f , como en este corolario, es un vector cíclico para f .

Demostración. Esto es el caso en el que n = 1 y x1 = x de la Proposición 5.6.6(iii).

5.6.9. El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Cayley–Hamilton. Fue enunciado por
Arthur Cayley en su Amemoir on the theory ofmatrices [Cay58] de 1858 pero sólo paramatrices de
2× 2; Cayleymenciona allí que sabe probarlo paramatrices de 3× 3 pero no lo hace y dice al pasar
que «no le parece necesario emprender la prueba del teorema general». William Rowan Hamilton
había probado antes, en su libro [Ham53] de 1853 sobre los cuaterniones, que unamatriz de 3 × 3
satiface a un polinomio de grado 3 y que una de 4 × 4 satisface uno de grado 4, pero no identiûcó
ese polinomio con el polinomio característico. La primera prueba completa del teorema general
fue dada por Frobenius en 1978.

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V .
Si χ f es el polinomio característico de f , entonces χ f ( f ) = 0 y, en particular, χ f es divisible por el
polinomio minimal m f .

Demostración. Sea x ∈ V y seaW un complemento del subespacio cíclico ⟨x⟩ f en V , demanera
que V = ⟨x⟩ f ⊕W . Si d = dim⟨x⟩ f , sabemos que Bx = (x , f (x), . . . , f d−1(x)) es una base
ordenada de ⟨x⟩ f ; sea, por otro lado, m = dimW y sea (y1, . . . , ym) una base ordenada deW . En
esta situación sabemos queB = (x , f (x), . . . , f d−1(x), y1, . . . , ym) es una base ordenada de V y,

129



como ⟨x⟩ f es un subespacio f -invariante, es inmediato ver que lamatriz de f con respecto a esta
base ordenadaB tiene una descomposición en bloques de la forma

[ f ]BB = ([ fx]
Bx
Bx

C
0 D

)

para ciertas matrices D ∈Mm(k) y C ∈Md ,m(k). El polinomio característico de f es, entonces,

χ f = χ fx ⋅ χC = m f ,x ⋅ χC .

Vemos así que el polinomio característico χ f es divisible por cada uno de los polinomio m f ,x
con x ∈ V y, en vista de la Proposición 5.6.6(iii), que es divisible por m f . Esto implica, como
sabemos, que χ f ( f ) = 0, como aûrma el teorema.

5.6.10. Es una consecuencia de la Proposición 5.6.1 que el grado del polinomio minimal de un
endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial de dimensión n es a lo sumo n2, ya que coincide
con la dimensión de un cierto subespacio deEnd(V). Del teorema de Cayley-Hamilton obtenemos
trivialmente una cotamucho mejor:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . El polinomio minimal de f tiene grado a lo sumo igual a n. Si ese grado es igual a n, entonces
el polinomio minimal de f coincide con el polinomio característico de f .

Demostración. La primera aûrmación es consecuencia inmediata de que el polinomio minimal
divide al característico y de que este último tiene grado n. La segunda, de que si los dos polinomios
tienen el mismo grado que uno divida al otro implica —como son mónicos— que son iguales.

5.6.11. Del teorema se deduce fácilmente el siguiente resultado, que es muchas veces útil para
determinar los autovalores de un endomorûsmo:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo. Los
polinomiosminimal y característico de f tienen lasmismas raíces en k y, en particular, todo autovalor
de f es raíz del polinomio minimal de f .

Más adelante, en la Proposición 5.7.4, daremos unamejora de este corolario.

Demostración. Si λ ∈ k es una raíz del polinomio característico χ f , sabemos que existe un auto-
vector x ∈ V de autovalor λ. Esto implica, claramente, que m f ,x = X − λ, y la Proposición 5.6.6(i)
nos dice que este polinomio divide al polinomio minimal m f , así que λ es una raíz de m f .

Recíprocamente, como el Teorema de Cayley–Hamilton nos dice que m f divide a χ f , toda
raíz del primero es raíz del segundo.

5.6.12. Una tercera consecuencia directa del teorema de Cayley–Hamilton es la siguiente expresión
para el endomorûsmo inverso de un endomorûsmo inversible:

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n, sea f ∶ V → V un endomorûsmo y
supongamos que el polinomio característico de f es χ f = Xn + a1Xn−1 + ⋯ + an−1X + an. Si f es

130



inversible, entonces an ≠ 0 y

f −1 = −a−1n f n−1 − a−1n a1 f n−2 −⋯ − a−1n an−1idV .

Demostración. Del teorema de Cayley–Hamilton sabemos que χ f ( f ) = 0 y entonces

f n + a1 f n−1 +⋯ + an−1 f + anidV = 0.

Si f es inversible, laProposición 4.10.2(iii) nos dice que det f ≠ 0 y, de acuerdo a laProposición 5.3.7,
es entonces an ≠ 0. Componiendo a la derecha, por ejemplo, con f −1 a ambos lados de esta igualdad
y multiplicando por a−1n , entonces, vemos que

f −1 = −a−1n f n−1 − a−1n a1 f n−2 −⋯ − a−1n an−1idV ,

como aûrma la proposición.

§7. Descomposición primaria y diagonalizabilidad

5.7.1. El siguiente resultado nos provee de la llamada descomposición primaria de un espacio
vectorial con respecto a uno de sus endomorûsmos:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita, sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V
y seam f su polinomio minimal. Si p1, . . . , pn ∈ k[X] son polinomiosmónicos no constantes coprimos
dos a dos tales que m f = p1⋯pn y ponemos Vi = Nu(pi( f )) para cada i ∈ ⟦n⟧, entonces tenemos
una descomposición en suma directa

V = V1 ⊕⋯⊕ Vn . (16)

Para cada i ∈ ⟦n⟧ el subespacio Vi es no nulo y f -invariante, el polinomio minimal de la restricción
fVi ∶ Vi → Vi de f a Vi es precisamente pi , y si πi ∶ V → V es el proyector correspondiente a Vi
para la descomposición en suma directa (16) de V , entonces hay un polinomio vi ∈ k[X] tal que
πi = vi( f ) y, en particular, πi conmuta con f .

Llamamos a la descomposición de V que nos da esta proposición la descomposición primaria
de V relativa a f y el subespacio Vi = Nu(pi( f )) es la componente p-primaria de V .

Demostración. Sean p1, . . . , pn ∈ k[X] polinomios no constantes coprimos dos a dos tales que
m f = p1⋯pn, como en el enunciado, y para cada i ∈ ⟦n⟧ consideremos el polinomio

qi = p1⋯p̂i⋯pn ,

producto de todos ellos salvo el i-ésimo. Como los polinomios p1, . . . , pn son coprimos dos a dos,

los polinomios q1, . . . , qn no poseen divisores no triviales comunes. (17)
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Para probar esto, supongamos que t ∈ k[X] es un divisor común no trivial de esos polinomios y,
sin pérdida de generalidad, que es irreducible. Como t divide a q1, existe k ∈ ⟦2, r⟧ tal que t divide
a pk , y como t también divide a qk , existe s ∈ ⟦n⟧ ∖ {k} tal que t divide a ps: esto es absurdo, ya
que pk y ps no tienen divisores comunes.

Como consecuencia de (17) existen polinomios r1, . . . , rn ∈ k[X] tales que

r1q1 +⋯ + rnqn = 1. (18)

Para cada i ∈ ⟦n⟧ sea πi = ri( f )qi( f ) ∶ V → V . Aûrmamos que

π1 +⋯ + πn = idV (19)

y que para cada i, j ∈ ⟦n⟧ es

πi ○ π j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

πi , si i = j;
0, en caso contrario.

(20)

Probemos esto:

• La igualdad (19) es consecuencia inmediata de (18) y de la deûnición de los endomorûsmos
π1, . . . , πn.

• Si i y j son dos elementos distintos de ⟦n⟧, entonces p j divide a qi , así que existe s ∈ k[X]
con qi = sp j, y por lo tanto el polinomio riqir jq j es divisible por m f , ya que es igual a
rir jsp jq j. Como consecuencia de esto,

πi ○ π j = (riqir jq j)( f ) = 0.

• Por otro lado, si i ∈ ⟦n⟧, componiendo ambos miembros de la igualdad (19) con πi vemos
que

πi ○ π1 +⋯ + πi ○ πn = πi

y, en vista de lo que ya probamos, el miembro izquierdo de esta ecuación es igual a πi ○ πi .
Esto nos dice que πi ○ πi = πi y prueba (20).

Ahora bien, como consecuencia de (19) y (20), la Proposición 2.9.1 nos dice que hay una descom-
posición en suma directa

V = Im(π1)⊕⋯⊕ Im(πn)

cuyos proyectores asociados son precisamente los endomorûsmos π1, . . . , πn, cada uno de los
cuales se obtiene evaluando un polinomio de k[X] en f .

Mostremos ahora que para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que

Nu(pi( f )) = Im(πi). (21)
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• Si x es un vector de en Im(πi), existe y ∈ V tal que x = πi(y) = (riqi)( f )(y) y entonces

pi( f )(x) = (piriqi)( f )(y) = (rim f )( f )(y) = 0,

es decir, x pertenece a Nu(pi i( f ))
• Recíprocamente, si x ∈ Vi = Nu(pi( f )), se tiene que para cada para cada j ∈ ⟦n⟧ ∖ {i} es

q j( f )(x) = 0 y, en consecuencia, π j(x) = 0: recordando la igualdad (19), tenemos entonces
que x = π1(x) +⋯ + πn(x) = πi(x) ∈ Im(πi). Esto prueba (21).

Para cada i ∈ ⟦n⟧ escribamos Vi al subespacio Nu(pi( f )), demanera que

V = V1 ⊕⋯⊕ Vn . (22)

Como el endomorûsmo pi( f ) conmuta con f , para cada x ∈ Vi es

pi( f )( f (x)) = f (pi( f )(x)) = f (0) = 0,

demanera que f (x) también está en Vi : esto nos dice que Vi es f -invariante. Podemos entonces
considerar la restricción fVi ∶ Vi → Vi . Como

pi( fVi) = pi( f )Vi = 0,

el polinomio m fVi
divide a pi y, por lo tanto, existe un polinomio mónico si ∈ k[X] tal que

pi = sim fVi
. (23)

Se sigue de esto, en particular, que

los polinomios m fV1
, . . . , n fVn

son coprimos dos a dos ,

ya que los polinomios p1, . . . , pn lo son por hipótesis. Usando esto y la Proposición 5.6.6(ii) aplicada
a la descomposición (22), vemos que

m fV1
⋯m fVn

= mcm{m fV1
, . . . ,m fVn

} = m f . (24)

Por otro lado, de (23) se sigue que

m f = p1⋯pn = s1⋯snm fV1
⋯m fVn

y de comparar esto con (24) es claro que el polinomio s1⋯sn debe ser igual a 1. Esto implica que
m fVi

= pi para cada i ∈ ⟦n⟧ y, en particular, que Vi es un subespacio no nulo de V . Con esto todas
las aûrmaciones de la proposición quedan probadas.

5.7.2. Usando este resultado sobre descomposiciones primarias, podemos dar una condición
necesaria y suûciente para la diagonalizabilidad de un endomorûsmo en términos de su polinomio
minimal, que es el resultado central de este capítulo:

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita positiva y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . El endomorûsmo f es diagonalizable si y solamente si su polinomio minimal m f se factoriza
como producto de polinomios lineales en k[X] y todas sus raíces son simples.
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Demostración. Supongamos primero que f es diagonalizable y sean λ1, . . . , λn los autovalores de f
listados sin repeticiones. De acuerdo a la Proposición 5.2.1, tenemos una descomposición

V = Eλ1( f )⊕⋯⊕ Eλn( f )

de V como suma directa de subespacios no nulos y f -invariantes. Es claro que el polinomio
minimal de la restricción fEλi ( f )

de f al autoespacio Eλ i( f ) es el polinomio X − λi y entonces la
Proposición 5.6.6(ii) nos dice que el polinomio minimal de f es el mínimo común múltiplo de los
n polinomios X − λ1, . . . , X − λn, que es claramente

(X − λ1)⋯(X − λn).

Este polinomio maniûestamente se factoriza en k[X] como producto de polinomio lineales y tiene
sus raíces simples: esto signiûca que la condición del enunciado es necesaria.

Veamos su suûciencia. Supongamos que el polinomio minimal de f posee en k[X] una
factorización de la forma

m f = (X − λ1)⋯(X − λn)

con λ1, . . . , λn ∈ k distintos dos a dos. Como los polinomios X − λ1, . . . , X − λn son mónicos no
constantes y no tiene divisores comunes, la Proposición 5.7.1 nos dice que si para cada i ∈ ⟦n⟧
ponemos Vi = Nu( f − λidV), entonces

V = V1 ⊕⋯⊕ Vn .

Para cada i ∈ ⟦n⟧ se tiene que Vi = Eλ i( f ), el autoespacio de f correspondiente a λi , así que la
existencia de esta descomposición, en vista de la Proposición 5.2.1, implica que el endomorûsmo f
es diagonalizable.

5.7.3. Ejemplo. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un
endomorûsmo de V . Decimos que f tiene orden ûnito si existe un entero positivo k ∈ N tal que
f k = idV y en ese caso llamamos al entero k el orden de f . Aûrmamos que

si f tiene orden ûnito, entonces f es diagonalizable.

En efecto, si f tiene orden ûnito k, demanera que f k − idV = 0, y p = Xk − 1 ∈ k[X], entonces
p( f ) = 0. Esto signiûca que el polinomio minimal m f divide a p y, como éste último tiene raíces
simples, aquél también. Como m f se factoriza como producto de factores lineales porque el
cuerpo C es algebraicamente cerrado, el Teorema 5.7.2 nos dice que f es diagonalizable. ◇
5.7.4. Una segunda consecuencia de la existencia de descomposiciones primarias es:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . Los polinomios minimal y característico de f tienen los mismos divisores irreducibles.

Observemos que esto completa el resultado del Corolario 5.6.11, que aûrma lo mismo pero
sólo sobre los divisores de grado 1.
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Demostración. El Teorema de Cayley–Hamilton 5.6.9 nos dice que m f divide a χ f , así que si un
polinomio irreducible divide al primero también divide al segundo.

Supongamos ahora que p1, . . . , pn son polinomios mónicos irreducibles distintos dos a dos y
que ν1, . . . , νn son enteros positivos tales que m f = pν1

1 ⋯pνn
n . Como los polinomios pν1

1 , . . . , p
νn
n

son mónicos, no constantes y coprimos dos a dos, la Proposición 5.7.1 nos dice que si para cada
i ∈ ⟦n⟧ ponemosVi = Nu(pν i

i ( f )), entonces hay una descomposiciónV = V1⊕⋯⊕Vn deV como
suma directa de subespacios no nulos y f -invariantes. Para cada i ∈ ⟦n⟧ podemos considerar la
restricciones fVi ∶ Vi → Vi de f a Vi y el Ejemplo 5.3.6(a) nos dice que χ f = χ fV1

⋯χ fVn
. Si i ∈ ⟦n⟧,

sabemos de la Proposición 5.7.1 que el polinomio minimal de la restricción fVi es m fVi
= pν i

i y
del Teorema de Cayley–Hamilton que m fVi

divide a χ fVi
: todo esto implica, por supuesto, que pi

divide a χ f .

§8. Endomoräsmos triangularizables y semisimples

5.8.1. El Teorema 5.7.2 nos dice que un endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial de
dimensión ûnita es diagonalizable si en la factorización de su polinomio minimal como producto
de factores irreducibles mónicos

• todos los factores tienen grado 1, y
• en esa factorización no aparecen factores repetidos.

En esta sección nos proponemos analizar qué sucede cuando el polinomio minimal sólo satisface
a una de estas condiciones.

5.8.2. Empecemos por el más simple de los dos resultados:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . El polinomio minimal de f se factoriza como producto de factores lineales si y solamente si
existe una base ordenadaB de V tal que lamatriz [ f ]BB es unamatriz triangular superior.

Decimos en ese caso, por razones obvias, que el endomorûsmo f es triangularizable. Obser-
vemos que la Proposición 5.3.13, que tiene una conclusión similar, se diferencia de ésta en que allí
pusimos una hipótesis fuerte sobre el cuerpo de basemientras que aquí la hipótesis importante es
sobre el endomorûsmo mismo.

Demostración. Hacer.

5.8.3. Para poder describir qué signiûca que el polinomio minimal de un endomorûsmo no tenga
factores repetidos en su factorización como producto de polinomio irreducibles necesitamos
algunos preliminares.

Proposición.
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(i) Sea A un álgebra, sea I un ideal de A y sea B el espacio cociente A/I. Existe un función bilineal
⋅ ∶ B × B →B tal que

[a] ⋅ [a′] = [aa′]

cada vez que a, a′ ∈ A y con estamultiplicación B resulta ser un álgebra. Su elemento identidad
es [1A] y la proyección canónica π ∶ A→ B es un homomorûsmo de álgebras.

(ii) Sea p un elemento irreducible de k[X] y sea (p) el ideal que genera en k[X]. El álgebra
k[X]/(p) es un cuerpo.

Demostración. Hacer.

5.8.4. Decimos que un endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial V es semisimple si todo
subespacio f -invariante de V posee un complemento f -invariante, esto es, si cada vez queW es
un subespacio f -invariante de V existe otro subespacio f -invarianteW ′ tal que V =W ⊕W ′.

Proposición. SeaV un espacio vectorial de dimensión ûnita y sea f ∶ V → V un endomorûsmo deV .
El endomorûsmo f es semisimple si y solamente si su polinomio minimal m f es libre de cuadrados.

Demostración. Hacer.
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Capítulo 6
Formasnormales

§1. Equivalencia de funciones lineales y dematrices

6.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Decimos que dos funciones lineales f , g ∶ V → W
son equivalentes si hay automorûsmos α ∶ V → V y β ∶W →W tales que f = β ○ g ○ α, y en ese
caso escribimos f ∼ g. Esta relación en el conjunto hom(V ,W) de todos las funciones lineales
V →W es una relación de equivalencia:

• Si f ∈ hom(V ,W), entonces por supuesto es f = idW ○ f ○ idV y, como las funciones idV
e idW son automorûsmos de V y deW , respectivamente, se tiene que f ∼ f .

• Si f , g ∈ hom(V ,W) son tales que f ∼ g, entonces existen automorûsmos α ∶ V → V y
β ∶W →W tales que f = β ○ g ○ α y, por lo tanto, g = β−1 ○ f ○ α−1, demanera que g ∼ f .

• Si f , g, h ∈ hom(V ,W) son tales que f ∼ g y g ∼ h y α, α′ ∶ V → V y β, β′ ∶W →W son
automorûsmos tales que f = β ○ g ○ α y g = β′ ○ h ○ α′, entonces f = ββ′ ○ h ○ α′α. Como
las composiciones α′α y ββ′ son automorûsmos de V y deW , vemos así que f ∼ h.

6.1.2. La relación de equivalencia de funciones lineales tiene una descripción bien concreta en
término dematrices:

Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensión ûnita. Dos funciones lineales
f , g ∶ V →W son equivalentes si y solamente si existen bases B1,B′

1 de V y B2,B′
2 deW tales que

[ f ]B1
B2

= [g]B
′
1

B′
2
. (1)

Demostración. Sean f , g ∶ V →W funciones lineales y sean n y m las dimensiones de V y deW ,
respectivamente. Para ver la suûciencia de la condición, supongamos que f y g son equivalentes
y sean α ∶ V → V y β ∶ W → W automorûsmos tales que f = β ○ g ○ α. Fijemos además bases
ordenadas B1 = (x1, . . . , xn) yB2 = (y1, . . . , ym) de V y deW . Como α y β−1 son automorûsmos,
B′

1 = (α(x1), . . . , α(xn)) y B′
2 = (β−1(y1), . . . , β−1(ym)) también son bases ordenadas de V y

deW , y podemos considerar lamatriz [g]B
′
1

B′
2
= (ai, j) ∈ Mm,n(k). Esto signiûca que para cada
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i ∈ ⟦n⟧ es

g(α(xi)) = a1,iβ−1(y1) +⋯ + am,1β−1(ym)

y entonces, aplicando la función β a ambos lados de esta igualdad, que

f (xi) = β(g(α(xi))) = a1,i y1 +⋯ + am,1ym .

Vemos así que [ f ]B1
B2

= (ai, j) y, en deûnitiva, que vale la igualdad (1) del enunciado.
Mostremos ahora la suûciencia de la condición. Supongamos que hay bases ordenadas

B1 = (x1, . . . , xn) y B′
1 = (x′1 , . . . , x′n) de V y B2 = (y1, . . . , ym) y B′

2 = (y′1, . . . , y′m) de W
tales que la igualdad (1) del enunciado se cumple. Hay funciones lineales α ∶ V → V y β ∶W →W
tales que α(xi) = x′i para cada i ∈ ⟦n⟧ y β(y′j) = y j para cada j ∈ ⟦m⟧, y estas funciones son
isomorûsmos. Como claramente

Hacer: probar
que si una función

manda una base a

una base es un iso!

[α]B1
B′

1
= In , [β]B

′
2

B2
= Im ,

usando la Proposición 2.8.5 y la hipótesis vemos que

[β ○ g ○ α]B1
B2

= [β]B
′
2

B2
⋅ [g]B

′
1

B′
2
⋅ [α]B1

B′
1
= Im ⋅ [g]B

′
1

B′
2
⋅ In = [g]B

′
1

B′
2
= [ f ]B1

B2
.

Así, las funciones lineales β○g○α y f tienen lasmismasmatrices con respecto a las bases B1 yB2, y
esto implica que son ellas mismas iguales, demanera que las funciones f y g son equivalentes.

6.1.3. La proposición que sigue resuelve de unamanera satisfactoria el problema de decidir cuándo
dos funciones lineales son equivalentes, ya que lo reduce al cálculo de los rangos de esas funciones.

Proposición. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión ûnita n y m, respectivamente.
(i) Si f ∶ V → W es una función lineal de rango r, entonces existen bases B de V y B′ deW

tales que lamatriz [ f ]BB′ es lamatriz de bloques

⎛
⎝

Ir 0

0 0

⎞
⎠

r n − r

r

m − r

(ii) Dos funciones lineales V →W son equivalentes si y solamente si tienen el mismo rango
(iii) El número de clases de equivalencia de elementos de hom(V ,W) es min{dimV , dimW} + 1.

Demostración. (i) Sea f ∶ V →W una función lineal de rango r, demanera que dim Im( f ) = r.
Del teorema de la dimensión 2.5.1 sabemos que

dimNu( f ) = dimV − dim Im( f ) = n − r,

y entonces existe una base ordenada B = (x1, . . . , xn) de V tal que (xr+1, . . . , xn) es una base
de Nu( f ). Mostremos que que ( f (x1), . . . , f (xr)) es una base del subespacio Im( f ) deW :
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• Si y ∈ Im( f ), entonces existe x ∈ V tal que y = f (x) y, como B es una base de V , hay
escalares a1, . . . , an ∈ k tales que x = a1x1 +⋯+ anxn. Aplicando la función f a ambos lados
de esta igualdad y recordando que los vectores xr+1, . . . , xn están en el núcleo de f , vemos
que y = f (x) = a1 f (x1) +⋯ + ar f (xr)). Esto muestra que Im( f ) = ⟨ f (x1), . . . , f (xr)⟩.

• Por otro lado, supongamos que b1, . . . , br ∈ k son escalares tales que

b1 f (x1) +⋯ + br f (xr) = 0.

Esto implica que f (b1x1 +⋯ + brxr) = 0 y, por lo tanto, que el vector b1x1 +⋯ + brxr está
en Nu( f ). En vista de la forma en que elegimos la base B, entonces, existen escalares
cr+1, . . . , cn ∈ k tales que

b1x1 +⋯ + brxr = cr+1xr+1 +⋯ + crxn

y, como el conjunto B es linealmente independiente, esto implica que b1 = ⋯ = br = 0.

Ahora, como ( f (x1), . . . , f (xr)) es una base de Im( f ), podemos elegir vectores y1, . . . , yn−r ∈W
demanera tal queB′ = ( f (x1), . . . , f (xr), y1, . . . , yn−r) sea una base ordenada deW . Gracias a
todas estas elecciones, es inmediato veriûcar que lamatrizde f con respecto a las bases ordenadasB

y B′ es lamatriz de bloques que aparece en el enunciado.
(ii) Sean f , g ∶ V → W dos funciones lineales. Si f y g tienen el mismo rango r, entonces

la primera parte de la proposición nos dice que existen bases ordenadas B1 y B′
1 de V y B2 y

B′
2 de W tales que las matrices [ f ]B1

B2
y [g]B

′
1

B′
2
son iguales a la matriz de bloques que aparece

en su enunciado. Se sigue, claro, que estas dos matrices son iguales entre sí y, de acuerdo a la
Proposición 6.1.2, que las funciones f y g son equivalentes.

Recíprocamente, si f y g son equivalentes, esa proposición nos dice que existen bases ordenadas
B1 y B′

1 de V y B2 y B′
2 deW tales que [ f ]B1

B2
= [g]B

′
1

B′
2
y, como el rango de f coincide con el de

lamatriz [ f ]B1
B2

y el de f con el de [g]B
′
1

B′
2
, es claro que f y g tienen el mismo rango.

(iii) Sea s = min{dimV , dimW}. Si f ∶ V →W es una función lineal, entonces

0 ≤ dim Im( f ) ≤ s,

demanera que hay s+1 posibles valores para dim Im( f ). Como dos funciones lineales con el mismo
rango son equivalentes, esto nos dice que hay a lo sumo s+ 1 clases de equivalencia en hom(V ,W).
Para ver que son exactamente s + 1 es suûciente con mostrar que para todo r ∈ ⟦0, s⟧ existe alguna
función V → W de rango r. Esto es fácil: si B = (x1, . . . , xn) y B′ = (y1, . . . , ym), entonces
sabemos que hay una función lineal f ∶ V →W tal que

f (xi) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

yi , si i ≤ r;
0, en caso contrario,

y es inmediato que dim Im( f ) = r.
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6.1.4. Como con todo, la noción de equivalencia de funciones lineales se transpone al contexto de
las matrices. Si m, n ∈ N, decimos que dos matrices A, B ∈ Mm,n(k) son equivalentes si existen
matrices inversibles P ∈ GLm(k) y Q ∈ GLn(k) tales que A = PBQ y en ese caso escribimos
A ∼ B. Un argumento similar al de 6.1.1 muestra que esto deûne una relación de equivalencia en el
conjunto Mm,n(k).
Lema. Sean m, n ∈ N y sean A, B ∈Mm,n(k). Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) Las matrices A y B son equivalentes.
(b) Las funciones lineales fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km y fB ∶ x ∈ kn ↦ Bx ∈ km son equivalentes.

Demostración. Si A y B son equivalentes, entonces existen matrices inversibles P ∈ GLm(k) y
Q ∈ GLn(k) tales que A = PBQ. Las funciones α ∶ x ∈ kn ↦ Qx ∈ kn y β ∶ x ∈ km ↦ Px ∈ km

son entonces automorûsmos y es inmediato veriûcar que fA = β ○ fB ○ α, demanera que fA es
equivalente a fB.

Recíprocamente, si las funciones lineales fA y fB son equivalentes, existen automorûsmos
α ∶ kn → kn y β ∶ km → km tales que fA = β○ fB ○α y, si B yB′ son las bases ordenadas estándares
de kn y de km, las matrices

Q = [α]BB , P = [β]B′
B′

son inversibles y se tiene que

A = [ fA]BB′ = [β ○ fB ○ α]BB′ = [β]B′
B′ ⋅ [ fB]BB′ ⋅ [α]BB = PBQ .

Esto nos dice que A y B son matrices equivalentes.

6.1.5. El resultado correspondiente a la Proposición 6.1.3 paramatrices es:

Proposición. Sean m, n ∈ N.
(i) Dos matrices deMm,n(k) son equivalentes si y solamente si tienen el mismo rango.
(ii) El número de clases de equivalencia en Mm,n(k) es min{m, n} + 1.
(iii) Todamatriz deMm,n(k) es equivalente a exactamente una de la forma

⎛
⎝

Ir 0

0 0

⎞
⎠

r n − r

r

m − r
(2)

con r ∈ ⟦0,min{m, n}⟧ y dos matrices de éstas son equivalentes solamente si son iguales.

Demostración. Sean A, B ∈ Mm,n(k) y sean fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km y fB ∶ x ∈ kn ↦ Bx ∈ km.
Sabemos del Lema 6.1.4 que las matrices A y B son equivalentes si y solamente si las funciones fA
y fB lo son, y esto ocurre, según la Proposición 6.1.3(ii), exactamente cuando fA y fB tienen el
mismo rango. Como A y fA, por un lado, y B y fB, por otro, tienen el mismo rango, esto prueba (i).
Por otro lado, para ver (ii) basta observar que el rango de unamatriz deMm,n(k) es un elemento
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de ⟦0,min{m, n}⟧ y cada uno los min{m, n} + 1 posibles valores ocurre efectivamente como el
rango de unamatriz deMm,n(k).

Sea, ûnalmente, A ∈Mm,n(k) y sea fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ km. De la Proposición 6.1.3(i) sabemos
que existen bases ordenadas B1 y B′

1 de kn y de km tal que lamatriz [ fA]B1
B′

1
es precisamente la

matriz (2) del enunciado. Si B2 y B′
2 son las bases ordenadas estándares de kn y km, se tiene

entonces que

A = [ fA]B2
B′

2
= C(B′

1 ,B
′
2) ⋅ [ fA]B1

B′
1
⋅ C(B2,B1)

y, como lasmatrices de cambio de base C(B′
1 ,B

′
2) y C(B2,B1) pertenecen aGLm(k) y aGLn(k),

esto muestra que A es equivalente a lamatriz [ fA]B1
B′

1
, esto es, a lamatriz (2) del enunciado. Para

terminar, basta observar que esta últimamatriz tiene rango r, así que si es equivalente a otra de la
misma forma necesariamente tienen que ser exactamente iguales.

6.1.6. Fijemos n ∈ N.

• Si i, j ∈ ⟦n⟧, escribimos En
i, j a lamatriz deMn(k) cuya única entrada no nula es la (i , j)-

ésima, que es igual a 1.
• Si i, j ∈ ⟦n⟧ son tales que i ≠ j, escribimos Tn

i, j a lamatriz de permutación deMn(k) corres-
pondiente a la transposición (i j). Claramente, Tn

i, j es inversible y, de hecho, (Tn
i, j)−1 = Ti, j.

• Si i, j ∈ ⟦n⟧ son tales que i ≠ j y λ ∈ k es un escalar, ponemos

Ln
i, j(λ) = In + λEn

i, j .

Se trata de unamatriz inversible y es fácil veriûcar que (Ln
i, j(λ))−1 = Ln

i, j(−λ).
• Si i ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k ∖ 0, escribimos

Dn
i (λ) = In + (λ − 1)En

i,i .

Otra vez, estamatriz es inversible y (Dn
i )(λ)−1 = Dn

i (λ−1).
Llamamos a las matrices

Tn
i, j con i, j ∈ ⟦n⟧ tales que i ≠ j,

Ln
i, j(λ) con i, j ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k tales que i ≠ j, y

Dn
i (λ) con i ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k ∖ 0

las matrices elementales deMn(k). Se sigue de lo anterior que todas las matrices elementales son
inversibles y que sus inversas son también matrices elementales. Como consecuencia inmediata
de esto, vemos que

todo producto dematrices elementales es inversible y sumatriz inversa es también
igual a un producto dematrices elementales.

6.1.7. Si m, n ∈ N y A ∈Mm,n(k), entonces calculando directamente es fácil ver que:
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• Si i, j ∈ ⟦n⟧ e i ≠ j, lamatriz A′ = ATn
i, j es la que se obtiene de A intercambiando la columna

i-ésima y la j-esima.
• Si i, j ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k son tales que i ≠ j, la matriz A′ = ALn

i, j(λ) es la que se obtiene de A
sumándole a su columna j-ésima el resultado demultiplicar a su columna i-ésima por λ.

• Si i ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k ∖ 0, la matriz A′ = ADn
i (λ) es la que se obtiene de Amultiplicando su

columna i-ésima por λ.
Decimos en cada uno de estos casos que lamatriz A′ se obtiene de A haciendo una operación de
columnas. Demanera similar:

• Si i, j ∈ ⟦m⟧ e i ≠ j, lamatriz A′′ = Tm
i, jA es la que se obtiene de A intercambiando la ûla

i-ésima y la j-esima.
• Si i, j ∈ ⟦n⟧ y λ ∈ k son tales que i ≠ j, lamatriz A′′ = Lm

i, j(λ)A es la que se obtiene de A
sumándole a su ûla i-ésima el resultado demultiplicar a su ûla j-ésima por λ.

• Si i ∈ ⟦m⟧ y λ ∈ k ∖ 0, lamatriz A′′ = Dm
i (λ)A es la que se obtiene de Amultiplicando su

ûla i-ésima por λ.
En cada uno de estos casos decimos que lamatriz A′′ se obtiene de A haciendo una operación de
ûlas.

6.1.8. Una de las razones por las que las matrices elementales son importantes es la siguiente:

Proposición. Sea n ∈ N. Todamatriz de GLn(k) es igual a un producto dematrices elementales.

Demostración. Sea (e1, . . . , en) la base ordenada estándar de kn. Mostremos que

existen matrices P0, . . . , Pn, cada una de ellas igual a un producto dematrices
elementales, tales que para cada i ∈ ⟦0, n⟧ las primeras i columnas del producto
Pi⋯P0A son exactamente los vectores e1, . . . , ei , en orden.

(3)

Esto probará la proposición ya que entonces tendremos que Pn⋯P0A = In, ya que la única
matriz de GLn(k) que tiene sus n columnas iguales a los vectores e1, . . . , en en orden es lamatriz
identidad In y, por lo tanto, A = P−10 ⋯P−1n es un producto dematrices elementales.

Construimos las matrices P0, . . . , Pn inductivamente, empezando con la observación de que
podemos tomar simplemente P0 = In. Supongamos entonces que r ∈ ⟦0, n−1⟧ y que ya construimos
matrices P0, . . . , Pr , cada una de ellas igual a un producto dematrices elementales, demanera que
el producto B = Pr⋯P0A tiene sus primeras r columnas iguales a los vectores e1, . . . , er , en orden.
Lamatriz B tiene entonces la forma

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 b1,r+1 b1,r+2 ⋯ b1,n
⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 br,r+1 br,r+2 ⋯ br,n
0 ⋯ 0 br+1,r+1 br+1,r+2 ⋯ br+1,n
0 ⋯ 0 br+2,r+1 br+2,r+2 ⋯ br+2,n
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 bn,r+1 bn,r+2 ⋯ bn,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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Como B es inversible, sus columnas son elementos linealmente independientes de kn. Tiene que
existir entonces s ∈ ⟦r + 1, n⟧ tal que bs,r+1 ≠ 0: si no fuese ése el caso, la columna (r + 1)-ésima
de B sería una combinación lineal de las primeras r. Si s = r + 1, pongamos C0 = Dn

s (b−1r+1,r+1) y si
s ≠ r + 1 pongamos C0 = Dn

s (b−1s,r+1)Ts,r+1. En cualquier caso, tenemos que lamatriz

B′ = C0B

es de la forma

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 b′1,r+1 b′1,r+2 ⋯ b′1,n
⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 b′r,r+1 b′r,r+2 ⋯ b′r,n
0 ⋯ 0 1 b′r+1,r+2 ⋯ b′r+1,n
0 ⋯ 0 b′r+2,r+1 b′r+2,r+2 ⋯ b′r+2,n
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 b′n,r b′n,r+2 ⋯ b′n,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

con un 1 en la entrada (r + 1, r + 1)-ésima. Consideremos ahora lamatriz B′′ que se obtiene de B
reemplazando, para cada i ∈ ⟦1, n⟧ ∖ {r + 1}, la ûla i-ésima por el resultado de restarle a esa ûla
la ûla (r + 1)-ésima multiplicada por bi,r+1: de acuerdo a nuestras observaciones de 6.1.7, esto
signiûca que

B′′ = Ln
n,r+1(−bn,r+1)⋯Ln

n,r+1(−bn,r+1)
⋀

⋯Ln
r+2,r+1(−br+2,r+1)B′

Lamatriz B′′ es de la forma

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 b′′1,r+2 ⋯ b′′1,n
⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1 0 b′′r,r+2 ⋯ b′′r,n
0 ⋯ 0 1 b′′r+1,r+2 ⋯ b′′r+1,n
0 ⋯ 0 0 b′′r+2,r+2 ⋯ b′′r+1,n
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 0 b′′n,r+2 ⋯ b′′n,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

y tiene sus primeras r + 1 columnas iguales a los vectores e1, . . . , er+1. Esto signiûca que si ponemos

Pr+1 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ln
n,r+1(−bn,r+1)⋯Ln

n,r+1(−bn,r+1)
⋀

⋯Ln
r+2,r+1(−br+2,r+1)Dn

s (b−1s,r+1), si s = r + 1;

Ln
n,r+1(−bn,r+1)⋯Ln

n,r+1(−bn,r+1)
⋀

⋯Ln
r+2,r+1(−br+2,r+1)Dn

s (b−1s,r+1)Ts,r+1, si s ≠ r + 1;

entonces Pr+1⋯P0A tiene sus primeras r+ 1 columnas iguales a e1, . . . , er+1. Como maniûestamente
Pr+1 es un producto dematrices elementales, esto prueba la aûrmación (3).

6.1.9. Proposición. Sean m, n ∈ N y A, B ∈Mm,n(k). Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:
(a) Las matrices A y B son equivalentes.
(b) Es posible obtener lamatriz A a partir de B haciendo operaciones de ûlas y columnas.
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Demostración. Hacer.

§2. Conjugación de endomoräsmos y dematrices cuadradas

6.2.1. Cuando trabajamos con endomorûsmos de un espacio vectorial, es de interés una noción
diferente de equivalencia: si V es un espacio vectorial y f , g ∶ V → V son endomorûsmos de V ,
decimos que f y g son conjugados si existe un automorûsmo α ∶ V → B tal que f = α−1 ○ g ○ α,
y en ese caso escribimos f ≈ g. Esta es una relación de equivalencia en el conjunto End(V):

• Si f ∈ End(V), entonces f = id−1V ○ f ○ idV , así que f ≈ f .
• Si f , g ∈ End(V) son tales que f ≈ g, entonces existe un automorûsmo α ∶ V → V tal que
f = α−1 ○ g ○ α y se sigue de esto que g = (α−1)−1 ○ f ○ α−1 y, como α−1 es un automorûsmo
de V , que g ≈ f .

• Si f , g, h ∈ End(V) son tales que f ≈ g y g ≈ h, existen automorûsmos α, β ∶ V → V tales
que f = α−1 ○ g ○ α y g = β−1 ○ h ○ β, y entonces

f = α−1 ○ β−1 ○ h ○ β ○ α = (β ○ α)−1 ○ h ○ (β ○ α).

Como la composición β ○ α es un automorûsmo de V , se sigue de esto que f ≈ h.
De manera similar, si n ∈ N, decimos que dos matrices A y B de Mn(k) son conjugadas, y
escribimos A ≈ B, si existe unamatriz inversible P ∈ GLn(k) tal que A = P−1BP. Como para los
endomorûsmos, la relación de conjugación es una relación de equivalencia sobre End(V).
6.2.2. Lema. Sea n ∈ N y sean A, B ∈Mn(k). Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) Las matrices A y B son conjugadas.
(b) Los endomorûsmos fA ∶ x ∈ kn ↦ Ax ∈ kn y fB ∶ x ∈ kn ↦ Bx ∈ kn de kn son conjugados.

Demostración. SiAy B son conjugadas, existe unamatriz inversible P ∈ GLn(k) tal queA = P−1BP
y entonces la función fP ∶ x ∈ kn ↦ Px ∈ kn es un automorûsmo y fA = f −1P ○ fB ○ fP , demanera
que los isomorûsmos fA y fB son conjugados.

Recíprocamente, si fA y fB son conjugados, demanera que existe un automorûsmo α ∶ V → V
tal que fA = α−1 ○ fB ○ α, y B es la base ordenada estándar de kn, tenemos que lamatriz [α]BB es
inversible, que

A = [ fA]BB = [α−1 ○ fB ○ α]BB = [α−1]BB ⋅ [ fB]BB ⋅ [α]BB = ([α]BB)−1 ⋅ B ⋅ [α]BB

y, por lo tanto, que las matrices A y B son conjugadas.

6.2.3. Como en el caso de la equivalencia de funciones lineales, la relación de conjugación entre
endomorûsmos tiene una interpretación concreta en términos dematrices muy sencilla, análoga a
la de la Proposición 6.1.2:
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Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita. Dos endomorûsmos f , g ∶ V → V son
conjugados si y solamente si existen bases ordenadas B y B′ de V tales que [ f ]BB = [g]B′

B′ .

Demostración. Hacer.

6.2.4. La descripción de las clases de equivalencia para la relación de conjugación en End(V) y
en Mn(k) es considerablementemás difícil que para la de equivalencia y ocupará el resto de este
capítulo: nuestro objetivo es obtener un resultado como los de las Proposiciones 6.1.3 y 6.1.5.

6.2.5. Es importante notar que la relación de conjugación es estrictamentemás restrictiva que
la de equivalente. Dos endomorûsmos f , g ∶ V → V de un espacio vectorial V son equivalentes
si son conjugados, pero no vale la implicación recíproca. Por ejemplo, las matrices A = ( 0 0

1 0 ) y
B = ( 1 0

0 0 ) son equivalentes, porque tienen claramente el mismo rango, pero no son conjugadas.
En efecto, sabemos de la Proposición 5.3.4 que si lo fueran ambas tendrían el mismo polinomio
característico, pero χA = X2 mientras que χB = X(X − 1).

§3. Endomoräsmos descomponibles e indescomponibles

6.3.1. Decimos que un endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial V no nulo es descom-
ponible si existen subespacios no nulos y f -invariantes W1 y W2 de V tales que V = W1 ⊕W2,
y que es indescomponible si no es descomponible y V ≠ 0. Observemos que, de acuerdo a estas
deûniciones, el endomorûsmo nulo del espacio vectorial nulo 0 ∶ 0→ 0 no es ni descomponible ni
indescomponible.

La descomponibilidad tiene una interpretación sencilla en términos dematrices:

Proposición. Un endomorûsmo f ∶ V → V de un espacio vectorial V de dimensión ûnita y positiva
es descomponible si y solamente si existe una baseB de V tal que lamatriz de f con respecto aB es
diagonal por bloques demanera no trivial.

Demostración. Si f ∶ V → V es un endomorûsmo descomponible de un espacio vectorial de
dimensión ûnita y V = V1 ⊕ V2 es una descomposición en suma directa de V como suma de
subespacios no nulos y f -invariantes, cada vez queB1 = (x1, . . . , xr) y B2 = (y1, . . . , ys) son
bases ordenadas de V1 y V2, respectivamente, se tiene queB = (x1, . . . , xr , y1, . . . , ys) es una base
ordenada de V y que lamatriz de f con respecto aB es diagonal por bloques demanera no trivial:
si fV1 ∶ V1 → V1 y fV2 ∶ V2 → V2 son las restricciones de f a V1 y a V2, es claro que

[ f ]BB = ([ fV1]B1
B1

0
0 [ fV2]B2

B2

) ,

Recíprocamente, si f ∶ V → V es un endomorûsmo de un espacio vectorial de dimensión
ûnita n tal que existe una base ordenadaB = (z1, . . . , zn) de V tal que lamatriz [ f ]BB es diagonal
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por bloques,

[ f ]BB = (A1 0
0 A1

)

con A1 ∈Mr(k) y A2 ∈Ms(k), entonces por supuesto n = r + s y los subespacios V1 = ⟨z1, . . . , zr⟩
y V2 = ⟨zr+1, . . . , zn⟩ son no nulos, f -invariantes y tales que V = V1 ⊕ V2, de manera que el
endomorûsmo f es descomponible.

6.3.2. Ejemplo. Hacer. ◇
6.3.3. El siguiente resultado nos dice que siempre podemos descomponer un endomorûsmo de
un espacio vectorial de dimensión ûnita en “componentes indescomponibles”:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita positiva y sea f ∶ V → V un endo-
morûsmo. Existen n ≥ 1 y subespacios f -invariantes V1, . . . , Vn de V tales que

• para cada i ∈ ⟦n⟧ la restricción fVi ∶ Vi → Vi es indescomponible, y
• V = V1 ⊕⋯⊕ Vn.

Demostración. Existen descomposiciones V =W1 ⊕⋯⊕Wr de V como suma directa de subespa-
cios no nulos f -invariantes: por ejemplo, podemos tomar r = 1 yW1 = V . Como el número de
sumandos en una tal descomposición es claramente a lo sumo igual a dimV , podemos considerar
el número máximo n de sumandos de una tal descomposición de V y ûjar una descomposición
V = V1 ⊕⋯⊕ Vn de V como suma directa de exactamente n subespacios no nulos f -invariantes.

Ahora bien, si existiese i ∈ ⟦n⟧ tal que la restricción fVi fuera descomponible, habría subespa-
cios no nulos y f -invariantes U1 y U2 de Vi tales que Vi = U1 ⊕U2 y, en consecuencia,

V = V1 ⊕⋯⊕ Vi−1 ⊕U1 ⊕U2 ⊕ Vi+1 ⊕⋯⊕ Vn

sería una descomposición de V como suma directa de subespacios no nulos y f -invariantes con
n + 1 sumandos, lo que es imposible. Esta signiûca que cada una de las restricciones fV1 , . . . , fVn es
indescomponible y prueba la proposición.

6.3.4. Es importante observar que en general la descomposición de un espacio vectorial V en
componentes indescomponibles con respecto a un endomorûsmo f ∶ V → V que nos da la
Proposición 6.3.3 no es única. Por ejemplo, si f = idV es la función identidad de V y dimV > 1,
entonces cualquier descomposición de V como suma directa de subespacios de dimensión 1
satisface esas condiciones.

6.3.5. Una de las razones por las que los endomorûsmos indescomponibles son importantes es
que tienen polinomios minimales de una forma especial. Este punto será central varias veces en lo
que sigue.

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva. Si f ∶ V → V es un
endomorûsmo indescomponible de V , entonces existen un polinomio mónico e irreducible p ∈ k[X]
y un entero positivo ν tales que el polinomio minimal de f es m f = pν.
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Demostración. Sabemos que existen un entero positivo r, polinomios mónicos, irreducibles y
coprimos dos a dos p1, . . . , pr y enteros positivos ν1, . . . , νr tales que m f = pν1

1 ⋯pνr
r , y la Proposi-

ción 5.7.1 nos dice que los subespacios Vi = Nu((pν i
i )( f )) con i ∈ ⟦n⟧ son no nulos, f -invariantes

y tales que V = V1 ⊕⋯⊕Vn. No puede ser que n seamayor que 1, porque f es indescomponible, y
esto prueba la proposición.

§4. Endomoräsmos nilpotentes

6.4.1. SiV es un espacio vectorial, un endomorûsmo f ∶ V → V deV es nilpotente si existe k ∈ N0

tal que f k = 0 y en ese caso el número min{i ∈ N0 ∶ f i = 0} es el índice de nilpotencia de f .
Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita n y sea f ∶ V → V un endomorûsmo
de V . Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) f es nilpotente.
(b) f n = 0.
(c) Existe k ∈ N0 tal que el polinomio minimal de f es m f = Xk .
(d) El polinomio característico de f es χ f = Xn.

Si se cumplen, el entero k que aparece en (c) es el índice de nilpotencia de f y es a lo sumo igual a n.

Demostración. Para cada i ∈ N0 sea Vi = Nu( f i). Es inmediato veriûcar que Vi ⊆ Vi+1 para todo
i ∈ N0, así que tenemos una cadena creciente de subespacios de V ,

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ ⋯ (4)

La sucesión de las dimensiones de estos subespacios

dimV0 ≤ dimV1 ≤ dimV1 ≤ ⋯

es no decreciente y está acotada por dimV , así que necesariamente se estabiliza: existe i0 ∈ N0 tal
que para cada i ≥ i0 es dimVi = dimVi0 y, por lo tanto, Vi = Vi0 , ya que como Vi0 ⊆ Vi . Podemos
suponer además que elegimos i0 lo más chico posible, y esto implica que cada una de las primeras
i0 inclusiones de la cadena (4)

V0 ⊊ V1 ⊊ ⋯ ⊊ Vi0

es propia y, en consecuencia, que

dimV0 < dimV1 < ⋯ < dimVi0 .

De esto y de que V0 = 0 se deduce que

dimVi0 = dimVi0 − dimV0 =
i0
∑
i=1

(dimVi − dimVi−1) ≥ i0,
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ya que uno de los sumandos de la suma vale por lo menos 1. Probemos ahora la proposición.
(a)⇒ (b) Como f es nilpotente, existe k ∈ N0 tal que f k = 0 y entonces Vk = V . Esto implica

que Vi = V para todo i ≥ k. Como por otro lado es Vi = Vi0 si i ≥ i0, se sigue de esto que Vi0 = V ,
demanera que por un lado f i0 = 0 y, por otro, que dimVi0 = n, con lo que n ≥ i0. De estas dos
cosas deducimos que f n = f n−i0 f i0 = 0, como aûrma (b).

(b)⇒ (c) Si ponemos p = Xn ∈ k[X], entonces la hipótesis es que f ( f ) = 0 y la propiedad
característica del polinomio minimal m f implica que m f divide a Xn: esto signiûca, claro, que
existe k ∈ ⟦0, n⟧ tal que m f = Xk .

(c) ⇒ (d) De la Proposición 5.7.4 sabemos que el polinomio minimal m f y el polinomio
característico χ f de f tienen los mismos divisores irreducibles. Si m f = Xk para algún k ∈ N0,
entonces el único divisor irreducible de m f es X, así que χ f tiene que ser de la forma X l para
algún l ∈ N0. Como el grado de χ f es igual a la dimensión de V , se tiene entonces que χ f = Xn.

(d) ⇒ (a) Si el polinomio característico de f es χ f = Xn, entonces el Teorema de Cayley–
Hamilton 5.6.9 nos dice que f n = χ f ( f ) = 0: el endomorûsmo f es por lo tanto nilpotente.

Esto completa la prueba de la equivalencia de las cuatro aûrmaciones del enunciado. Si
suponemos que valen, demanera que existe k ∈ N0 tal que m f = Xk , entonces f k = m f ( f ) = 0 y
f k−1 ≠ 0 porque f no anula al polinomio Xk−1, ya que éste tiene grado menor que el de m f . Esto
signiûca que k es el índice de nilpotencia de f .

6.4.2. Ejemplos.
(a) Si f ∶ V → V es un endomorûsmo nilpotente de un espacio vectorial V y W es un sub-

espacio f -invariante de V , entonces la restricción fW ∶W →W es nilpotente y su índice de
nilpotencia no es mayor que el de f .

(b) Si n ∈ N y A ∈ Mn(k) es una matriz triangular inferior, entonces A es nilpotente si y
solamente si todas las entradas de su diagonal son nulas. En efecto, si A = (ai, j), sabemos
que el polinomio característico de A es χA = (X − a1,1)⋯(X − an,n) y A es nilpotente, de
acuerdo a la Proposición 6.4.1, exactamente cuando este polinomio es igual a Xn. Hacer:
Deûnir arriba nilpotencia paramatrices

(c) Un endomorûsmo f ∶ V → V diagonalizable es nilpotente si y solamente si es nulo. En efecto,
como es diagonalizable existe una baseB de V cuyos elementos son autovectores de f . Para
cada x ∈ B sea λx el autovalor de f correspondiente a x, demanera que f (x) = λxx.

Supongamos que f es nilpotente y sea k ∈ N0 tal que f k = 0. Si x ∈ B, entonces
0 = f k(x) = λk

xx, demanera que λx = 0 y, en particular, f (x) = λxx = 0. Vemos así que f
se anula en cada uno de los elementos de la baseB y que es, por lo tanto, el endomorûsmo
nulo de V . Recíprocamente, es claro que si f es nulo, entonces es nilpotente.

(d) Sea n ∈ N0. El endomorûsmo D ∶ p ∈ R[X]≤n ↦ p′ ∈ R[X]≤n es en endomorûsmo del
espacio vectorial R[X]≤n de polinomios con coeûcientes reales de grado a lo sumo n dado
por la derivación es nilpotente. En efecto, sabemos que Dn+1(p) = 0 si p es un polinomio
nulo o de grado a lo sumo n. Más aún, el índice de nilpotencia de D es precisamente n + 1:
sabemos que ese índice está acotado por dimR[X]≤n = n + 1 y, por otro lado, la potencia
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n-ésima de D no es nula, ya que Dn(Xn) = n!.
Demanera similar, es fácil ver que el endomorûsmo

L ∶ p ∈ R[X]≤n ↦ p(X) − p(X − 1) ∈ R[X]≤n

es nilpotente de índice de nilpotencia igual a n + 1.
(e) Sean ahora p un número primo y n un entero no negativo, y consideremos la función lineal

D ∶ p ∈ Fp[X]≤n ↦ p′ ∈ Fp[X]≤n dada por derivación formal de polinomios con coeûcientes
en el cuerpo Fp. Se trata del único endomorûsmo de Fp[X]≤n tal que D(X i) = iX i−1 para
todo i ∈ ⟦0, n⟧. Una inducción evidentemuestra que para cada i ∈ ⟦0, n⟧ vale que

Dp(X i) = i(i − 1)⋯(i − p + 1)X i−p

y—como uno de los p enteros i, i − 1, . . . , i − p + 1 es divisible por p y, por lo tanto, igual a 0
en Fp— esto implica que Dp = 0. Así, D es un endomorûsmo nilpotente de Fp[X]≤n y su
índice de nilpotencia es min{n, p}. ◇

6.4.3. El resultado más importante sobre endomorûsmos nilpotentes es que cuando son indes-
componibles admiten un vector cíclico:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n. Si f ∶ V → V es un
endomorûsmo nilpotente e indescomponible, entonces existe x ∈ V tal que V = ⟨x⟩ f , el índice de
nilpotencia de f es igual a la dimensión de V y existe una base ordenadaB de V tal que lamatriz
de f con respecto aB es

Nn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
1 0

1 0
⋱ ⋱

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Llamamos a lamatriz Nn que aparece aquí un bloque de Jordan nilpotente de tamaño n.

Demostración. Procedemos por inducción con respecto a la dimensión de V , observando que si
dimV = 1 no hay nada que probar.

Supongamos entonces que dimV > 1 y que f ∶ V → V es un endomorûsmo nilpotente
e indescomponible. Como f no es sobreyectivo, el subespacio Im( f ) de V es propio y existe un
subespacioW de V tal que Im( f ) ⊆W ⊊ V y dimW = dimV − 1. Este subespacio es f -invariante,
ya que f (W) ⊆ Im( f ) ⊆W , y la restricción fW ∶W →W de f aW es nilpotente.

La Proposición 6.3.3 nos dice que hay un entero positivo n y subespacios f -invariantes y
no nulos W1, . . . ,Wn deW tales queW = W1 ⊕ ⋯ ⊕Wn y cada restricción fWi ∶ Wi → Wi es
indescomponible. Como estas restricciones son nilpotentes y los subespacios W1, . . . ,Wn tienen
todos dimensión menor que la de V , podemos suponer inductivamente que existen vectores no
nulos x1, . . . , xn ∈ V tales queWi = ⟨xi⟩ f para cada i ∈ ⟦n⟧, demanera que

W = ⟨x1⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f . (5)
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Por otro lado, como dimW = dimV − 1 hay un vector no nulo x ∈ V tal que V = ⟨x⟩ ⊕W . En
deûnitiva, tenemos una descomposición

V = ⟨x⟩⊕ ⟨x1⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f .

Como f (x) ∈ Im( f ) ⊆W = ⟨x1⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f , existen polinomios p1, . . . , pn ∈ k[X] tales que

f (x) = p1( f )(x1) +⋯ + pn( f )(xn). (6)

Para cada i ∈ ⟦n⟧ hay un escalar λi ∈ k y un polinomio qi ∈ k[X] tal que pi = λi + Xqi . El vector

y = x − q1( f )(x1) −⋯ − qn( f )(xn),

no pertenece aW , así que V = ⟨y⟩⊕W y, por lo tanto,

V = ⟨y⟩⊕ ⟨x1⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f . (7)

Por otro lado, la igualdad (6) y la forma en que elegimos a y implican que

f (y) = f (x) − f (q1( f )(x1)) −⋯ − f (qn( f )(xn))
= p1( f )(x1) +⋯ + pn( f )(xn) − (Xq1)( f )(x1) −⋯ − (Xqn)( f )(xn)
= (p1 − Xq1)( f )(x1) +⋯ + (pn − Xqn)( f )(xn)
= λ1x1 +⋯ + λ1xn .

Si todos los escalares λ1, . . . , λn fuesen nulos, entonces tendríamos que f (y) = 0 y todos los
sumandos directos de la descomposición (7), que son todos no nulos y por lo menos dos, serían
f -invariantes: esto es imposible porque f es indescomponible. Tiene sentido entonces considerar
el número

r = max{dim⟨xi⟩ f ∶ i ∈ ⟦n⟧, λi ≠ 0}

y, de hecho, podemos suponer sin pérdida de generalidad que λ1 ≠ 0 y que dim⟨x1⟩ f = r.
Sea y1 = λ1x1 +⋯ + λnxn, demanera que f (y) = y1. El subespacio

⟨y1⟩ f + ⟨x2⟩ f +⋯ + ⟨xn⟩ f .

deW es f -invariante y contiene a y1 y a x2, . . . , xn, así que como λ1 ≠ 0, también contiene a x1.
Esto implica, en vista de (5), que coincide con W . Además, como f r(xi) = 0 para todo i ∈ ⟦n⟧ tal
que λi ≠ 0 por la forma en que elegimos a r, es claro que f r(y1) = 0, demanera que dim⟨y1⟩ f ≤ r.
Se sigue de esto que

dimW ≤ dim⟨y1⟩ f + dim⟨x2⟩ f +⋯ + dim⟨xn⟩ f
≤ r + dim⟨x2⟩ f +⋯ + dim⟨xn⟩ f
= dim⟨x1⟩ f + dim⟨x2⟩ f +⋯ + dim⟨xn⟩ f = dimW
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y, por lo tanto, que valen las igualdades. Usando la Proposición 1.10.5 podemos concluir entonces
queW = ⟨y1⟩ f ⊕ ⟨x2⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f y, en consecuencia, que

V = ⟨y⟩⊕ ⟨y1⟩ f ⊕ ⟨x2⟩ f ⊕⋯⊕ ⟨xn⟩ f .

En esta descomposición de V , el sumando ⟨y⟩ ⊕ ⟨y1⟩ f y cada uno de lo sumandos ⟨xi⟩ f con
i ∈ ⟦2, n⟧ son f -invariantes y no nulos. Como f es indescomponible e y ≠ 0, vemos que debe ser
necesariamente n = 1, con lo que V = ⟨y⟩⊕ ⟨y1⟩ f = ⟨y⟩ f .

Esto prueba la primera aûrmación del enunciado. La segunda es ahora inmediata y para probar
la tercera es suûciente notar que podemos tomar B = (x , f (x), . . . , f n−1(x)).

6.4.4. Si f ∶ V → V es un endomorûsmo de un espacio vectorial de dimensión ûnita e i ∈ N0,
deûnimos el número δi( f ) = dimNu( f i).
Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n.

(i) Si f , g ∶ V → V son endomorûsmos conjugados, entonces para todo i ∈ N0 es δi( f ) = δi(g).
(ii) Si f ∶ V → V es un endomorûsmo y V1, . . . , Vr son subespacios f -invariantes de V tales que

V = V1 ⊕⋯⊕ Vr , entonces para todo i ∈ N0 se tiene que δi( f ) = δi( fV1) +⋯ + δi( fVr).
(iii) Si f ∶ V → V un endomorûsmo nilpotente e indescomponible de V , entonces para todo i ∈ N

se tiene que

−δi+1( f ) + 2δi( f ) − δi−1( f ) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si i = n;
0, en caso contrario.

Demostración. (i) Sean f , g ∶ V → V dos endomorûsmos conjugados y sea α ∶ V → V un
automorûsmo tal que f = α−1 ○ g ○ α. Notemos que δ0( f ) = 0 = δ0(g).

Si x ∈ Nu( f ), tenemos que

g(α(x)) = α((α−1 ○ g ○ α)(x)) = α( f (x)) = 0

y entonces α(x) ∈ Nu(g). Como consecuencia de esto, podemos considerar la función

β ∶ x ∈ Nu( f )↦ α(x) ∈ Nu(g).

Demanera similar, tenemos una función

γ ∶ y ∈ Nu(g)↦ α−1(y) ∈ Nu( f )

y es inmediato veriûcar que β y γ son isomorûsmos inversos. En particular, vale que

δ1( f ) = dimNu( f ) = dimNu(g) = δ1(g).

Sea ahora i ≥ 2. Para probar que δi( f ) = δi(g) basta observar que f i y g i son endomorûsmos
de V conjugados, ya que

f i = (α−1 ○ g ○ α)i = (α−1 ○ g ○ α) ○ (α−1 ○ g ○ α) ○ ⋯ ○ (α−1 ○ g ○ α) = α−1 ○ g i ○ α,
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y que entonces, en vista de lo que ya probamos para δ1,

δi( f ) = δ1( f i) = δ1(g i) = δi(g).

(ii) Sea f ∶ V → V un endomorûsmo de V , sean V1, . . . , Vr subespacios f -invariantes de V
tales que

V = V1 ⊕⋯⊕ Vr (8)

y sea i ∈ N0. Para ver que δi( f ) = δi( fV1) +⋯ + δi( fVr), es decir, que

dimNu( f i) = dimNu( f iV1
) +⋯ + dimNu( f iVr)

es suûciente con mostrar que

Nu( f i) = Nu( f iV1
)⊕⋯⊕Nu( f iVr). (9)

Supongamos que x ∈ Nu( f i). Como tenemos la descomposición (8), existen x1 ∈ V1, . . . , xr ∈ Vr
tales que x = x1 +⋯ + xr y, por lo tanto,

0 = f i(x) = f i(x1) +⋯ + f i(xr) = f iV1
(x1) +⋯ + f iVr(xr).

Como la suma (8) es directa y f iVj
(x j) ∈ Vj para cada j ∈ ⟦r⟧, se sigue de esto que para cada j ∈ ⟦r⟧,

de hecho, fVj(x j) = 0, esto es, que x j ∈ Nu( f iVj
). Esto muestra que

Nu( f i) = Nu( f iV1
) +⋯ +Nu( f iVr).

Esta igualdad, el hecho evidente de que Nu( f iVj
) ⊆ Vj para cada j ∈ ⟦r⟧, y la descomposición

directa (8) implican, de acuerdo a la Proposición 1.10.6, que tenemos la descomposición (9) que
queremos.

(iii) Sea f ∶ V → V un endomorûsmo nilpotente e indescomponible de V . De la Proposi-
ción 6.4.3 sabemos que existe una base ordenadaB = (x1, . . . , xn) de V tal que

[ f ]BB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
1 0

1 0
⋱ ⋱

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Calculando explícitamente las potencias de estamatriz vemos que para cada i ≥ 0 es

δi( f ) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

i , si i ≤ n;
n, si i > n;
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y entonces

−δi+1( f ) + 2δi( f ) − δi−1( f ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(i + 1) + 2i + (i − 1), si i ≤ n − 1;

−n + 2i − (i − 1), si i = n;
−n + 2n − (i − 1), si i = n + 1;

−n + 2n − n, si i > n + 1;

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si i = n;
0, en caso contrario.

Esto es lo que aûrma el enunciado.

6.4.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n y sea f ∶ V → V un
endomorûsmo nilpotente de V .

(i) Existe una única secuencia ûnita y débilmente decreciente (n1, n2, . . . , nr) de enteros positivos
con n1 +⋯ + nr = n tal que hay una base ordenadaB de V con respecto a la que lamatriz
de f es diagonal por bloques, de la forma

[ f ]BB =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

Nn1

Nn2

⋱
Nnr

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

con cada Nn i un bloque de Jordan nilpotente de tamaño ni .
(ii) Si s ∈ N y µs es el número de bloques de Jordan nilpotentes de tamaño s que aparecen en esta

matriz, demanera que µs = #{i ∈ ⟦r⟧ ∶ ni = s}, entonces

µs = −δs+1( f ) + 2δi( f ) − δi−1( f ). (10)

La cantidad total de bloques es igual a δ1( f ). Hacer: Hacer esto.

Llamamos a la secuencia (n1, . . . , nr) el tipo del endomorûsmo f .

Demostración. De acuerdo a la Proposición 6.3.3, existen r ∈ N y subespacios f -invariantes
V1, . . . , Vr de V tales que V = V1 ⊕⋯⊕Vr y para cada i ∈ ⟦r⟧ la restricción fVi ∶ Vi → Vi de f a Vi
es indescomponible. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ademas que la secuencia
(n1, . . . , nr) = (dimV1, . . . , dimVr) es débilmente decreciente, ya que si no es ése el caso podemos
reindexar los subespacios.

Como f n = 0, es claro que ( fVi)n = 0 para cada i ∈ ⟦n⟧, así que los endomorûsmos fV1 , . . . , fVr

son nilpotentes. Son además indescomponibles, así que la Proposición 6.4.3 nos dice que para
cada i ∈ ⟦r⟧ hay un vector xi ∈ Vi con Vi = ⟨xi⟩ f , queBi = (xi , f (xi), . . . , f n i−1(xi)) es una base
ordenada de Vi , y que

[ fVi ]
Bi
Bi

= Nn i ,
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un bloque de Jordan nilpotente de tamaño n. Si B = B1 ∪⋯ ∪Br es la base ordenada de V que
se obtiene concatenando, en orden, las bases B1, . . . ,Br , es claro que lamatriz [ f ]BB es lamatriz
descripta en el enunciado. Esto prueba la existencia que se aûrma en la parte (a) de la proposición.

De acuerdo a la segunda aûrmación de la Proposición 6.4.4, tenemos que

δi( f ) = δi( fV1) +⋯ + δi( fVr)

para todo i ∈ N0 y entonces, si s ∈ N se tiene que

−δs+1( f ) + 2δs( f ) − δs−1( f ) =
r
∑
i=1

(−δs+1( fVi) + 2δs( fVi) − δs−1( fVi)).

Esto, de acuerdo a la tercera parte de aquel lema, es igual a µs, el numero #{i ∈ ⟦r⟧ ∶ dimVi = s}:
en efecto, el término de la suma correspondiente a i ∈ ⟦r⟧ es igual a 1 si dimVi = s y es igual a 0
en caso contrario, así que la suma cuenta cuantos de los subespacios Vi tienen dimensión s. Esto
prueba la segunda aûrmación de la proposición.

Ahora bien, la secuencia de números µ0, µ1, µ2, . . .está unívocamente determinada por f , ya
que el lado derecho de la igualdad (10) depende solamente de f , y es claro que esta secuencia
determina completamente al tipo (n1, . . . , nr) de f . Esto prueba la aûrmación de unicidad hecha
en la parte (i) de la proposición.

6.4.6. Si f ∶ V → V es un endomorûsmo nilpotente de un espacio vectorial de dimensión ûnita y
positiva n, entonces el tipo de f es una secuencia ûnita y débilmente decreciente (n1, . . . , nr) de
enteros positivos tal que n1 +⋯ + nr = n. Decimos que una tal secuencia es una partición de n.
Por ejemplo, las particiones de 7 son las siguientes quince secuencias:

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 1), (3, 1, 1, 1, 1),
(3, 2, 1, 1), (3, 2, 2), (3, 3, 1), (4, 1, 1, 1), (4, 2, 1),
(4, 3), (5, 1, 1), (5, 2), (6, 1), (7).

En el Cuadro 6.1 está tabulado el número de particiones de los primeros 15 enteros positivos. Ese
número crecemuy rápidamente y, por ejemplo, hay

24, 061, 467, 864, 032, 622, 473, 692, 149, 727, 991

particiones de 1000. G. H.Hardy (1877–1947, Inglaterra) y Srinivasa Ramanujan (1887–1920, India)
probaron en 1918 que el número de particiones de n es aproximadamente igual a

1
4n

√
3
exp

⎛
⎝
π
√

2n
3

⎞
⎠

cuando n es grande y, de hecho, se conocen aproximaciones mucho mejores y hasta fórmulas
exactas para ese número. El estudio de las particiones de enteros es parte de la llamada teoría
de números aditiva y es una bella, importante y profunda parte de la matemática. Una buena
introducción al tema es el libro [And98] de George E. Andrews (1938–, Estados Unidos).
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ⋯

pn 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 ⋯

Cuadro 6.1. El número pn de particiones de un entero positivo n.

6.4.7. La razón por las que nos interesa el tipo de un endomorûsmo nilpotente es que nos permite
resolver el problema de decidir si dos endomorûsmos son conjugados o no:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva. Dos endomorûsmos nilpo-
tentes de V son conjugados si y solamente si tienen el mismo tipo.

Demostración. Sean f y g dos endomorûsmos nilpotentes deV . Si los dos tienen tipo (nr , . . . , nr),
entonces hay bases ordenadas B yB′ deV tales que lasmatrices [ f ]BB y [g]B′

B′ son ambas iguales a

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

Nn1

Nn2

⋱
Nnr

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

y esto implica, según la Proposición 6.2.3, que f y g son endomorûsmos conjugados.
Recíprocamente, si f y g son conjugados, entonces la Proposición 6.4.4(i) nos dice que

δs( f ) = δs(g) para cada s ∈ N y, de acuerdo a la Proposición 6.4.5(ii), de esto se sigue que
f y g tienen el mismo tipo.

6.4.8. Una consecuencia inmediata de los resultados que obtuvimos en esta sección es:

Corolario. Si V es un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n, entonces
(i) el número de clases de conjugación de elementos nilpotentes de End(V) es ûnito e igual a pn,

el número de particiones de n, y
(ii) todos los endomorûsmos nilpotentes e indescomponibles de V son conjugados, demanera que

son los elementos de exactamente una clase de conjugación de End(V).

Demostración. La primera parte es consecuencia de la Proposición 6.4.7, ya que, por un lado, el
tipo de un endomorûsmo nilpotente de V es, por deûnición, una partición de n y, por otro, es
claro que toda partición de n es el tipo de algún endomorûsmo nilpotente de V .

El tipo de un endomorûsmo indescomponible de V tiene una única componente —esto se
sigue de la Proposición 6.4.3— así que tiene que ser necesariamente igual a (n). Esto implica que,
de acuerdo a la primera parte, que todos los endomorûsmos nilpotentes de V son conjugados,
como aûrma la segunda parte de la proposición.
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§5. La forma normal de Jordan

6.5.1. Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n. Si f ∶ V → V es un
endomorûsmo indescomponible de V y existe un autovalor λ de f en k, entonces existe una base
ordenadaB de V tal que lamatriz de f con respecto aB es

Jn(λ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ
1 λ

1 λ
⋱ ⋱

1 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Lamatriz Jn(λ) es un bloque de Jordan de autovalor λ de tamaño n. Observemos que cuando
λ = 0 lamatriz Jn(λ) coincide con lamatriz Nn de la sección anterior.

Demostración. Sea f ∶ V → V un endomorûsmo indescomponible de V y sea λ ∈ k un autovalor
de f . Sea m f ∈ k[X] el polinomio minimal de f . De acuerdo a la Proposición 6.3.5, hay un
polinomio mónico e irreducible p ∈ k[X] y un entero positivo ν tal que m f = pν.

Como λ es una raíz de m f , claramente tiene que ser también una raíz de p y, entonces,
necesariamente debe ser p = X − λ, ya que p es irreducible. Consideremos el endomorûsmo
g = f − λidV de V . Es gν = m f ( f ) = 0, así que el polinomio minimal de g divide a Xν y,
en particular, g es nilpotente. Por otro lado, si g fuese descomponible, habría subespacios no
nulos y g-invariantes W1 yW2 en V tales que V =W1 ⊕W2: esto es imposible, ya queW1 yW2 son
también f -invariantes y f es indescomponible por hipótesis.

Vemos así que la Proposición 6.4.3 se aplica a g y que, por lo tanto, existe una base ordenadaB

de V tal que [g]BB = Nn, un bloque de Jordan nilpotente de tamaño n. Se sigue de esto, claro, que

[ f ]BB = [g + λidV ]BB = [g]BB + λIn = Jn(λ),

lamatriz descripta en el enunciado.

6.5.2. Estamos en posición de probar el resultado central de este capítulo, el llamado Teorema de
la forma normal de Jordan, por Camille Jordan (1838–1922, Francia). Jordan enunció y probó un
resultado similar pero distinto, en el contexto de las funciones lineales sobre cuerpos ûnitos, en su
libro Traité des substitutions et des équations algébriques [Jor70] de 1870. Es de notar que Jordan
no habla nunca dematrices, ni de espacios vectoriales ni de funciones lineales en ese texto: esos
conceptos no habían sido inventados aún cuando Jordan escribía.

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n, sea f ∶ V → V un endo-
morûsmo de V y supongamos que el polinomio minimal de f se factoriza en k[X] como producto de
factores lineales. Existen un entero positivo r y un conjunto de r secuencias ordenadas

{(λ1, n1,1, . . . , n1,m1), (λ2, n2,2, . . . , n2,m2), . . . , (λr , nr,r , . . . , nr,mr)} (11)

unívocamente determinado por f tal que
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• λ1, . . . , λr ∈ k son escalares distintos dos a dos,
• para cada i ∈ ⟦r⟧ es m1 ∈ N y ni,1, . . . , ni,m1 es una secuencia débilmente decreciente de enteros

positivos, y
• ∑r

i=1∑r i
j=1 ni, j = n

para la que existe una base ordenadaB de V tal que lamatriz de f con respecto aB es lamatriz
diagonal por bloques

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Jn1,1(λ1)
⋱

Jn1,m1
(λ1)

⋱
⋱

⋱
Jnr ,1(λr)

⋱
Jnr ,mr (λr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(12)

Los escalares λ1, . . . , λr son los autovalores de f . Para cada i ∈ ⟦n⟧ y cada s ∈ N, la cantidad de
bloques de la forma Js(λi) que aparecen en lamatriz es

µs(λi) = −δs+1( f − λi idV) + 2δi( f − λi idV) − δi−1( f − λi idV).

El número de bloques de autovalor λi es igual a la dimensión de δ1( f − λi idV).

Lamatriz (12) que aparece en este teorema es la forma normal de Jordan del endomorûsmo f
y el conjunto de r secuencias (11) que la determinan es el tipo de f .

Demostración. La hipótesis es que existen escalares λ1, . . . , λr ∈ k distintos dos a dos y enteros
positivos n1, . . . , nr tales que el polinomio minimal de f es m f = (X − λ1)n1⋯(X − λr)nr . Sabemos
que los autovalores de f son precisamente las raíces del polinomio minimal de f , así que estos
r escalares son, sin repeticiones, esos autovalores.

Los r polinomios q1 = (X−λ1)n1 , . . . , qr = (X−λr)nr son coprimos dos a dos, así que elTeorema
de Descomposición Primaria 5.7.1 nos dice que si para cada i ∈ ⟦r⟧ ponemos Vi = Nu( f − λi idV)n i ,
entonces V = V1 ⊕ ⋯ ⊕ Vr y para cada i ∈ ⟦r⟧ el subespacio Vi es f -invariante, no nulo y el
polinomio minimal de la restricción fVi ∶ Vi → Vi es m fVi

= (X − λi)n i .
Sea i ∈ ⟦r⟧. Como ( fVi − λi idV)n i = m fVi

( fVi) = 0, el endomorûsmo fVi − λi idV ∶ V → V es
nilpotente. Si (ni,1, . . . , ni,m i) es su tipo, entonces sabemos que existe una baseBi de Vi tal que la
matriz de fVi − λi idV con respecto aBi es

[ fVi − λi idVi ]
Bi
Bi

=
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

Nn i ,1

Nn i ,2

⋱
Nn i ,mi

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,
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demanera que

[ fVi ]
Bi
Bi

=
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

Nn i ,1

Nn i ,2

⋱
Nn i ,mi

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
+ λi IdimVi =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

Jn i ,1(λi)
Jn i ,2(λi)

⋱
Jn i ,mi

(λi)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Si B = B1 ∪⋯ ∪Br es la base ordenada de V que se obtiene concatenando las bases B1, . . . ,Br ,
entonces lamatriz [ f ]BB es precisamente lamatriz (12) que aparece en el enunciado del teorema.
Esto prueba la aûrmación de existencia.

Fijemos j ∈ ⟦r⟧ y s ∈ N0. Para cada i ∈ ⟦r⟧ el subespacio Vi es ( f − λ jidV)-invariante y la
restricción ( f − λ jidV)Vi claramente coincide con fVi − λ jidVi , así que la Proposición 6.4.4(ii) nos
dice que

δs( f − λ jidV) = δs( fV1 − λ jidV1) +⋯ + δs( fVr − λ jidVr). (13)

Ahora bien, si i ∈ ⟦r⟧ es distinto de j, λ j no es una raíz del polinomio minimal de fVi , que es
(X − λi)n i , y entonces λ j no es un autovalor de fVi : esto implica que el endomorûsmo fVi − λ jidVi

de Vi es un automorûsmo y, en particular, que δs( fVi − λ jidVi) = 0. En vista de esto, igualdad (13)
nos dice que, de hecho,

δs( f − λ jidV) = δs( fVj − λ jidV1).

Como consecuencia de esto, tenemos que

−δs+1( f−λi idV)+2δi( f−λi idV)−δi−1( f−λi idV) = −δs+1( fVi−λi idVi)+2δi( fVi−λi idVi)−δi−1( fVi−λi idVi)

y la Proposición 6.4.5(ii) nos dice que este último número es el número de veces que el entero s
aparece en el tipo de fVi − λi idVi .

6.5.3. La prueba que da Jordan de este teorema en [Jor70] es completamente distinta de la que
presentamos nosotros. En la tesis [Bre06] de Frédéric Brechenmacher puede encontrarse una
discusión detallada de la demostración original. La importancia de este teorema semaniûesta,
entre otras formas, en la cantidad de pruebas radicalmente distintas que se han dado de él a lo largo
del tiempo: por citar sólo algunas, podemos mencionar las de [Bru87], [Cat62], [Fil71], [FS83],
[GW80], [GG96], [Roi99] y [Väl86].

6.5.4. La forma normal de Jordan nos permite resolver el problema que nos habíamos planteado
en la sección 6.2 de decidir si dos endomorûsmos son conjugados, bajo una hipótesis razonable
sobre el cuerpo con el que estamos trabajando:

Proposición. Supongamos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Dos endomorûsmos de un
espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva son conjugados si y solamente si tienen el mismo tipo.

Demostración. Hacer.
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6.5.5. Una consecuencia de este resultado es que cualquier invariante bajo de un endomorûsmo
tiene que poder determinarse a partir de su tipo. Así, por ejemplo, tenemos:

Proposición. Sea V un espacio vectorial de dimensión ûnita y positiva n, sea f ∶ V → V un
endomorûsmo de V y supongamos que el polinomio minimal de f se factoriza en k[X] como
producto de factores lineales. Si

(λ1, n1,1, . . . , n1,m1), (λ2, n2,2, . . . , n2,m2), . . . , (λr , nr,r , . . . , nr,mr)

es el tipo de f y para cada i ∈ ⟦r⟧ ponemos ni = ni,1+⋯+ni,m i y νi = max{ni,1, . . . , ni,m i}, entonces
• el polinomio característico de f es χ f = (X − λ1)n1⋯(X − λr)nr ,
• el polinomio minimal de f es m f = (X − λ1)ν1⋯(X − λr)νr ,
• el determinante y la traza de f son, respectivamente,

det( f ) = λn1
1 ⋯λnr

r , tr( f ) = n1λ1 +⋯ + nrλr ,

• los autovalores de f son λ1, . . . , λr y para cada i ∈ ⟦r⟧ lamultiplicidad geométrica de λi es mi
y lamultiplicidad algebraica es ni .

Demostración. En efecto, cada uno de los invariantes listados depende solamente de la clase de
conjugación de f y coinciden, por lo tanto, con los de la forma normal de Jordan de f : basta
entonces calcularlos para esta, lo que es inmediato.
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Capítulo 7
Espaciosconproducto interno

§1. Espacios con producto interno

7.1.1. En todo este capítulo escribiremos k para referirnos o bien al cuerpoR de los números reales
o bien al cuerpoC de los números complejos. En cualquiera de los dos casos, si λ ∈ k, escribimos λ
al número conjugado de λ; si k = R, entonces por supuesto es λ = λ para todo λ ∈ k.
7.1.2. Si V es un espacio vectorial sobre k, un producto interno sobre V es una función

⟨−,−⟩ ∶ V × V → k

tal que para cada x, x′, y ∈ V y cada λ ∈ k se tiene que

(PI1) ⟨x + x′, y⟩ = ⟨x , y⟩ + ⟨x′, y⟩,
(PI2) ⟨λx , y⟩ = λ⟨x , y⟩,
(PI3) ⟨x , y⟩ = ⟨y, x⟩,
(PI4) ⟨x , x⟩ > 0 si x ≠ 0.

Notemos que si x ∈ V , entonces la tercera condición implica que ⟨x , x⟩ = ⟨x , x⟩ y, por lo tanto, el
escalar ⟨x , x⟩ es un número real cualquiera sea k: vemos así, en particular, que la última condición
de esta deûnición tiene sentido.

Las condiciones (PI1) y (PI2) nos dicen que un producto interno es una función lineal de su
primera variable, esto es, que para cada v ∈ V la función

u ∈ V ↦ ⟨u, v⟩ ∈ k

es lineal. Si k = R, la condición (PI3) implica inmediatamente entonces que ⟨−,−⟩ es también
lineal en su segunda variable y por lo tanto en ese caso se trata, de hecho, de una función bilineal.
Si en cambio k = C, un producto interno es una función semilineal de su segundo argumento: esto
signiûca que para cada u, v, v′ ∈ V y cada λ ∈ k es ⟨u, v + v′⟩ = ⟨u, v⟩ + ⟨u, v′⟩ y ⟨u, λv⟩ = λ⟨u, v⟩.
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En cualquier caso, se sigue de la linealidad en la primera variable que

⟨0, 0⟩ = ⟨0 ⋅ 0, 0⟩ = 0 ⋅ ⟨0, 0⟩ = 0

y esto, junto con (PI4), implica que, de hecho, para cada x ∈ V vale que

⟨x , x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0.

7.1.3. Un espacio vectorial con producto interno es un par ordenado (V , ⟨−,−⟩) en el que V
es un espacio vectorial sobre k y ⟨−,−⟩ es un producto interno sobre V . Salvo en situaciones
excepcionales, escribiremos simplemente V en lugar de (V , ⟨−,−⟩) y diremos que V es un espacio
con producto interno, dejando implícita la notación para el producto interno.

7.1.4. Ejemplos.
(a) Si n ∈ N, deûnimos una función ⟨−,−⟩ ∶ kn × kn → k poniendo, para cada par de vectores

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ kn,

⟨x , y⟩ = x1y1 +⋯ + xn yn .

Es fácil veriûcar que se trata de un producto interno sobre kn, al que llamamos el producto
interno estándar de kn. Salvo indicación en contrario, cada vez que consideremos a kn como
un espacio vectorial con producto interno será con respecto a a este producto.

Más generalmente, si ω = (ω1, . . . ,ωn) es un elemento de Rn con componentes estricta-
mente positivas, la función ⟨−,−⟩ω ∶ kn × kn → k tal que

⟨x , y⟩ω = ω1x1y1 +⋯ + ωnxn yn

cada vez que x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) son elementos de kn es un producto interno
sobre kn, al que llamamos el producto interno estándar de peso ω sobre kn.

(b) Escribamos k∞ al espacio vectorial de las sucesiones x = (xi)i≥1 de elementos de k cuyas
entradas son «casi todas nulas», esto es, aquellas para las que existe n ≥ 1 tal que xi = 0 para
todo i ≥ n. Hay una función ⟨−,−⟩ ∶ k∞ × k∞ → k tal que para cada par de sucesiones
x = (xi)i≥1 e y = (yi)i≥1 de k∞ es

⟨x , y⟩ =
∞

∑
i=1

xi yi .

Notemos que la suma de la derecha tiene sentido, ya que tiene un número ûnito de términos
no nulos. Esta función ⟨−,−⟩ es un producto interno sobre k∞.

(c) Sea k[X] el espacio vectorial de los polinomios con coeûcientes en k y sea I = [a, b] un inter-
valo cerrado y acotado de R con a < b. Hay un producto interno ⟨−,−⟩ ∶ k[X] × k[X]→ k
tal que para cada p, q ∈ k[X] se tiene que

⟨p, q⟩ = ∫
b

a
p(t)q(t)dt.
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La veriûcación de las condiciones (PI1), (PI2) y (PI3) de la deûnición 7.1.2 es inmediata.
Veamos la de (PI4). Sea p ∈ k[X] un polinomio. Es claro que

⟨p, p⟩ = ∫
b

a
∣p(t)∣2 dt

es un número no negativo, ya que el integrando es real y no negativo. Más aún, si ⟨p, p⟩ = 0,
entonces es nula la integral y, como el integrando es una función continua y no negativa en
todo el intervalo I, esto sólo es posible si ese integrando es allí idénticamente nulo: tiene
que ser entonces p(t) = 0 para cada t ∈ I y en consecuencia, ya que p es un polinomio y el
intervalo I un conjunto inûnito, p = 0. Esto prueba (PI4)

Más generalmente, si ω ∶ I → R es una función continua, no negativa y no idénticamente
nula, es fácil ver que hay un producto interno ⟨−,−⟩ω ∶ k[X] × k[X]→ k sobre k[X] tal que
para cada p, q ∈ k[X] se tiene que

⟨p, q⟩ω = ∫
b

a
ω(t)p(t)q(t)dt.

(d) Sea I = [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R y sea C(I) el espacio vectorial de las
funciones I → k que son continuas. Hay una función ⟨−,−⟩ ∶ C(I) × C(I)→ k tal que cada
vez que f y g son elementos de C(I) se tiene que

⟨ f , g⟩ = ∫
b

a
f (t)g(t)dx .

En efecto, si f y g están en (I) la función t ∈ I ↦ f (t)g(t) ∈ k es continua y, por lo tanto,
está deûnida su integral sobre I. Es fácil ver que ⟨−,−⟩ es un producto interno sobre C(I).

(e) Sea C(R) el espacio vectorial de todas las funciones continuas R→ k y sea V ⊆ Ck(R) un
subespacio tal que

cualquiera sea f ∈ V la integral de Riemann impropia ∫∞−∞∣ f (x)∣2dx es ûnita.

Por ejemplo, podemos tomar como V al espacio de todas las funciones f ∈ C(R) para las
que existe M > 0 tal que f (x) = 0 si ∣x∣ > M.

Mostremos que

si f y g están enV , entonces la integral impropia ∫∞−∞ f (x)g(x)dx converge
absolutamente.

(1)

Sean para ello f , g ∈ V , sean a = (∫∞−∞∣ f (x)∣2 dx)1/2 y b = (∫∞−∞∣g(x)∣2 dx)1/2, y ûjemos
ûjemos R > 0. Si t ∈ R, entonces

0 ≤ ∫
R

−R
(∣ f (x)∣ − t∣g(x)∣)2 dx

= ∫
R

−R
∣ f (x)∣2 dx − 2t ∫

R

−R
∣ f (x)g(x)∣dx + t2 ∫

R

−R
∣g(x)∣dx .
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El último miembro de esta desigualdad es un polinomio en t con coeûcientes reales que no
toma valores negativos. Su discriminante tiene que ser, por lo tanto, no positivo, y entonces

( ∫
R

−R
∣ f (x)g(x)∣dx)

2
≤ ∫

R

−R
t2∣ f (x)∣dx ⋅ ∫

R

−R
t2∣g(x)∣dx ≤ a2b2.

Vemos así que para todo R > 0 es ∫ R
−R ∣ f (x)g(x)∣dx ≤ ab y se sigue de esto que la integral im-

propia ∫∞−∞∣ f (x)g(x)∣dx converge y, por lo tanto, que la integral impropia ∫∞−∞ f (x)g(x)dx
converge absolutamente, como queríamos ver.

Como consecuencias de (1) es claro que hay una función ⟨−,−⟩ ∶ V × V → R tal que

⟨ f , g⟩ = ∫
∞

−∞
f (x)g(x)dx

para cada f , g ∈ V . Esta función es un producto interno sobre V . ◇

7.1.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si x, x′ ∈ V , entonces
(i) ⟨x , y⟩ = 0 para todo x ∈ V si y solamente si x = 0, y
(ii) ⟨x , y⟩ = ⟨x′, y⟩ para todo y ∈ V si y solamente si x = x′.

Demostración. (i) Para ver la necesidad de la condición, notemos que si x la satisface se tiene en
particular que ⟨x , x⟩ = 0, así que x = 0. La suûciencia es inmediata.

(ii) Esto es consecuencia inmediata de la parte (i), ya que ⟨x , y⟩−⟨x′, y⟩ = ⟨x−x′, y⟩ cualquiera
sea y ∈ V .

7.1.6. Podemos restringir el producto interno de un espacio vectorial con producto interno a
cualquiera de sus subespacios:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea W un subespacio de V . La
función ⟨−,−⟩W ∶W ×W → k que se obtiene restringiendo el producto interno ⟨−,−⟩ ∶ V × V → k
de V aW ×W es un producto interno sobreW .

Siempre que consideremos a un subespacio de un espacio vectorial con producto interno lo
dotaremos con el producto interno construido como en esta proposición.

Demostración. La función ⟨−,−⟩W satisface cada una de las condiciones de la deûnición 7.1.2
simplemente porque ⟨−,−⟩ lo hace.

7.1.7. Proposición. Sean (V , ⟨−,−⟩V) y (W , ⟨−,−⟩W) dos espacios con producto interno. Si V ⊞W
es la suma directa externa de V y W , entonces la función

⟨−,−⟩ ∶ (V ⊞W) × (V ⊞W)→ k

tal que para cada de vectores (x , y) y (x′, y′) de V ⊞W es

⟨(x , y), (x′, y′)⟩ = ⟨x , x′⟩ + ⟨y, y′⟩

es un producto interno sobre V ⊞W .

164



Cuando lo dotamos de este producto interno, llamamos a V ⊞W la suma directa ortogonal
de los espacios vectoriales con producto interno V yW .

Demostración. Hacer.

§2. Normas ymétricas

7.2.1. Si V es un espacio vectorial sobre k, una norma sobre V es una función ∥−∥ ∶ V → R≥0 tal
que para cada x, y ∈ V y cada λ ∈ k se satisfacen las condiciones

(N1) ∥x∥ = 0 si y solamente si x = 0;

(N2) ∥λx∥ = ∣λ∣∥x∥; y
(N3) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Un espacio vectorial normado es un par ordenado (V , ∥−∥) en el que V es un espacio vectorial
y ∥−∥ es una norma sobre V . La desigualdad (N3) es llamada la desigualdad triangular.

7.2.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. La función

∥−∥ ∶ x ∈ V ↦ ⟨x , x⟩1/2 ∈ R.

es una norma sobre V y para cada x, y ∈ V vale la desigualdad

∣⟨x , y⟩∣ ≤ ∥x∥∥y∥. (2)

Más aún, vale aquí la igualdad si y solamente si el conjunto {x , y} es linealmente dependiente.
De ahora en adelante consideraremos a todo espacio vectorial con producto interno implícita-

mente dotado de la norma que nos provee esta proposición, y la llamaremos la norma asociada
a su producto interno. La desigualdad (2) que aparece en esta proposición es la desigualdad de
Cauchy–Bunyakovsky–Schwartz, por Augustin-Louis Cauchy (1789–1857, Francia), Viktor Bun-
yakovsky (1804–1889, Rusia) y Hermann Schwarz (1843–1921, Alemania). El primero de estos
autores probó la desigualdad en el caso del espacio kn con su producto interno estándar, el segundo
para espacios vectoriales de funciones con producto interno dado por una integral, como en el
Ejemplo 7.1.4(d), y el tercero probó esencialmente el caso general.

Demostración. Tenemos que veriûcar las tres condiciones de la deûnición 7.2.1. Las dos primeras
son inmediatas. Para probar la tercera,mostremos antes la desigualdad (2). Sean x, y ∈ V ; si y = 0,
la desigualdad es inmediata, así que podemos suponer que no es ése el caso. Para cada λ ∈ k es

0 ≤ ∥x − λy∥2 = ⟨x − λy, x − λy⟩ = ⟨x , x⟩ − λ⟨y, x⟩ − λ(⟨x , y⟩ − λ⟨y, y⟩).
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Si tomamos λ = ⟨x , y⟩/⟨y, y⟩, la expresión entre paréntesis se anula, así que tenemos que

0 ≤ ⟨x , x⟩ − ⟨x , y⟩⟨y, x⟩
⟨y, y⟩ = ∥x∥2 − ∣⟨x , y⟩∣2

∥y2∥ ,

que es equivalente a (2). Más aún, si vale la igualdad, tenemos que ∥x − λy∥2 = 0, así que x = λy.
Probemos ahora, usando la desigualdad de Cauchy–Bunyakovsky–Schwartz, que la tercera

condición de la deûnición 7.2.1 también se satisface. Si x, y ∈ V , es

∥x + y∥2 = ⟨x + y, x + y⟩ = ⟨x , x⟩ + ⟨x , y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩
= ∥x∥2 + 2Re⟨x , y⟩ + ∥y, y∥ ≤ ∥x∥2 + 2∣⟨x , y⟩∣ + ∥y, y∥

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥ + ∥y, y∥ = (∥x∥ + ∥y∥)2

y claramente esto implica que vale la desigualdad triangular.

7.2.3. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) (Ley del paralelogramo) Si x, y ∈ V , vale que

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

(ii) Si k = R, para cada x, y ∈ V se tiene que

⟨x , y⟩ = 1
4∥x + y∥2 − 1

4∥x − y∥2.

Si k = C, en cambio, es

⟨x , y⟩ = 1
4∥x + y∥2 − 1

4∥x − y∥2 + i
4∥x + iy∥2 − i

4∥x − iy∥2.
La ley del paralelogramo tiene una interpretación geométricamuy directa, que puede verse

representada gráûcamente en la Figura 7.1. Por otro lado, la segunda parte de este corolario nos
dice que en un espacio con producto interno el producto interno queda determinado por la norma
correspondiente.

Demostración. Para ver la primera parte, sean x e y en V y calculamos:

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = ⟨x + y, x + y⟩ + ⟨x − y, x − y⟩
= (⟨x , x⟩ + ⟨x , y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩) + (⟨x , x⟩ − ⟨x , y⟩ − ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩)
= 2⟨x , x⟩ + 2⟨y, y⟩
= 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

Para la segunda parte, suponemos que k = R y vemos que

∥x + y∥2 − ∥x − y∥2 = ⟨x + y, x + y⟩ − ∥x − y, x − y∥
= (⟨x , x⟩ + ⟨x , y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩) − (⟨x , x⟩ − ⟨x , y⟩ − ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩)
= 4⟨x , y⟩.

La igualdad que se aûrma en la tercera parte de la proposición es consecuencia de un calculo
directo similar a este último, que omitimos.
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x
y
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Figura 7.1. La igualdad de la ley del paralelogramo dice que la suma de los cuadra-
dos de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de
los cuadrados de longitudes de los lados.

7.2.4. La primera parte del Corolario 7.2.3 nos dice que la Ley del Paralelogramo es una condición
necesaria para que la norma de un espacio normado provenga de un producto interno. El siguiente
teorema de Pascual Jordan (1902–1980, Alemania) y John von Neumann (1903–1957, Hungría)
publicado en [JvN35] aûrma que también es una condición suûciente:

Proposición. Sea V un espacio vectorial normado. Existe un producto interno sobre V cuya norma
asociada es la de V si y solamente si satisface la ley del paralelogramo, esto es, si para todo par de
vectores x, y de V se tiene que

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

Demostración. Bastará que probemos que la condición es suûciente. Esta condición implica que

∥x + x′ + y∥2 = ∥(x + y) + x′∥2 = 2∥x + y∥2 + 2∥x′∥2 − ∥x + y − x′∥2

y que

∥x + x′ − y∥2 = ∥x + (x′ − y)∥2 = 2∥x∥2 + 2∥x′ − y∥2 − ∥x − x′ + y∥2.

Restando miembro amiembro estas dos igualdades vemos que

∥x + x′ + y∥2 − ∥x + x′ − y∥2 = 2∥x + y∥2 + 2∥x′∥2 − 2∥x∥2 − 2∥x′ − y∥2

e intercambiando aquí los roles de x y de x′ concluimos que también

∥x + x′ + y∥2 − ∥x + x′ − y∥2 = 2∥x′ + y∥2 + 2∥x∥2 − 2∥x′∥2 − 2∥x − y∥2.

Sumando ahoramiembro amiembro estas dos igualdades llegamos a que

∥x + x′ + y∥2 − ∥x + x′ − y∥2 = ∥x + y∥2 − ∥x − y∥2 + ∥x′ + y∥2 − ∥x′ − y∥2 (3)
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Consideremos primero el caso en que k = R. Sea ⟨−,−⟩ ∶ V × V → R la función tal que

⟨x , y⟩ = 1
4∥x + y∥2 − 1

4∥x − y∥2

para cada x y cada y ∈ V , y veriûquemos que se trata de un producto interno.

• Si x, x′, y ∈ V , entonces vale que

⟨x + x′, y⟩ = ⟨x , y⟩ + ⟨x′, y⟩,

ya que esta igualdad es, de acuerdo a la deûnición de la función ⟨−,−⟩, equivalente a (3).
Esto signiûca que la condición (PI1) de la deûnición 7.1.2 se satisface.

• Si x e y son elementos de V se tiene que

⟨x , y⟩ = 1
4∥x + y∥2 − 1

4∥x − y∥2 = 1
4∥y + x∥2 − 1

4∥y − x∥2 = ⟨y, x⟩
y

⟨x , x⟩ = 1
4∥x + x∥2 − 1

4∥x − x∥2 = ∥x∥2 ≥ 0, (4)

así que las condiciones (PI3) y (PI4) también se cumplen.
• Para cada r ∈ Q sea P(r) la aûrmación

para todo x, y ∈ V se tiene que ⟨rx , y⟩ = r⟨x , y⟩.

Queremos mostrar que P(r) vale para todo r ∈ Q, y lo hacemos en varias etapas:

– Observemos primero que si r es un número racional cualquiera y vale P(r), entonces
para cada x, y ∈ V se tiene que

⟨(r + 1)x , y⟩ = ⟨rx + x , y⟩ = ⟨rx , y⟩ + ⟨x , y⟩ = r⟨x , y⟩ + ⟨x , y⟩ = (r + 1)⟨x , y⟩,

demanera que también vale P(r + 1). Como claramente vale P(1), esto implica que,
de hecho, vale P(r) para todo r ∈ N.

– Vale P(r) para todo r ∈ Q positivo. En efecto, si r = p
q con p, q ∈ N, para cada x, y ∈ V

se tiene, usando P(p) y P(q), que

p⟨x , y⟩ = ⟨px , y⟩ = ⟨q( p
q x), y⟩ = q⟨ p

q x , y⟩,

así que ⟨ p
q x , y⟩ =

p
q ⟨x , y⟩.

– Vale P(0), ya que

⟨0x , y⟩ = 1
4∥0x + y∥2 − 1

4∥0x − y∥2 = 1
4∥y∥

2 − 1
4∥y∥

2 = 0 = 0⟨x , y⟩,

y si vale P(r) para algún r ∈ Q entonces también vale P(−r): para todo x e y de V se
tiene en ese caso que

0 = ⟨0, y⟩ = ⟨rx − rx , y⟩ = ⟨rx + (−r)x , y⟩ = ⟨rx , y⟩ + ⟨−rx , y⟩,

por lo que ⟨−rx , y⟩ = −⟨rx , y⟩ = −r⟨x , y⟩. Junto con el paso anterior, esto nos permite
concluir que vale P(r) para todo r ∈ Q, como queríamos.
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• Sean otra vez x e y dos elementos de V y mostremos que

∣⟨x , y⟩∣ ≤ ∥x∥∥y∥. (5)

Esto es evidente si y = 0, así que podemos suponer que no es ése el caso. En vista de lo que
probamos en los dos pasos anteriores, sabemos que cada vez que r ∈ Q es

0 ≤ ∥x − ry∥2 = ⟨x − ry, x − ry⟩ = ⟨x , x⟩ − 2r⟨x , y⟩ + r2⟨y, y⟩.

Esto nos dice que el polinomio ∥y∥2X2 − 2⟨x , y⟩X + ∥x∥2 ∈ R[X] no toma valores negativos
sobre Q: como es una función continua, no toma entonces valores negativos en ningún
punto de R y, por lo tanto, su discriminante es no negativo, esto es, ⟨x , y⟩2 − ∥x∥2∥y∥2 ≤ 0.
La desigualdad (5) es consecuencia inmediata de esto.

• Si x, y ∈ V , entonces la función ζ ∶ t ∈ R ↦ ⟨tx , y⟩ ∈ R es continua. Para verlo basta
observar que, de acuerdo a lo que sabemos ya de la función ⟨−,−⟩, se tiene que

∣ζ(s) − ζ(t)∣ = ∣⟨sx , y⟩ − ⟨tx , y⟩∣ = ∣⟨(s − t)x , y⟩∣ ≤ ∥(s − t)x∥∥y∥ ≤ ∣s − t∣∥x∥∥y∥.

• Sean x e y dos elementos de V . Sabemos, gracias a los dos pasos anteriores, que la función
t ∈ R↦ ⟨tx , y⟩− t⟨x , y⟩ ∈ R es continua y que se anula sobreQ. Esto implica, por supuesto,
que es idénticamente nula y, por lo tanto, que para todo t ∈ R vale que ⟨tx , y⟩ = t⟨x , y⟩. La
función ⟨−,−⟩ satisface entonces la condición (PI2).

Concluimos de esta forma que la función ⟨−,−⟩ es un producto interno sobre V . De acuerdo
a la igualdad (4), la norma asociada a este producto interno coincide con la norma de V : esto
completa la prueba de la proposición en el caso que estamos considerando en el que k = R.

Hacer: El caso complejo.

7.2.5. Ejemplo. La función ∥−∥ ∶ (x , y) ∈ k2 ↦ ∣x∣ + ∣y∣ ∈ R≥0 es una norma sobre k2. Si e1 = (1, 0)
y e2 = (0, 1) son los dos vectores de la base estándar de k2, entonces

∥e1 + e2∥2 + ∥e1 − e2∥2 = 8 ≠ 4 = ∥e1∥2 + 2∥e2∥2.

Vemos así que esta norma ∥−∥ no satisface la ley de paralelogramo y, en consencuencia, que no
existe ningún producto interno sobre V que la tenga como norma asociada. ◇
7.2.6. Si V es un espacio vectorial, una función d ∶ V × V → R≥0 es unamétrica sobre V si para
cada x, y, z ∈ V se tiene que

(M1) d(x , y) = d(y, x);
(M2) d(x , y) = 0 si y solamente si x = y; y
(M3) d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y, z).

Decimos que esamétrica es invariante si

(M4) d(x , y) = d(x + z, y + z)
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y que es homogénea si para cada λ ∈ k es
(M5) d(λx , λy) = ∣λ∣ d(x , y).

7.2.7. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea ∥−∥ ∶ V → R la norma
asociada. La función

d ∶ (v ,w) ∈ V × V ↦ ∥v −w∥ ∈ R≥0

es unamétrica invariante y homogénea sobre V .

Demostración. Esto es una consecuencia inmediata de la deûnición de la función d y de las
propiedades de la norma ∥−∥.

§3. Ortogonalidad

7.3.1. Sea V un espacio con producto interno. Si x e y son dos vectores de V , decimos que x e y
son ortogonales si ⟨u, v⟩ = 0, y en ese caso escribimos u ⊥ v. Es inmediato que esto deûne una
relación ⊥ entre los elementos de V que es simétrica. Además, tenemos que

Lema. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Todo vector de V es ortogonal con 0.
(ii) Si x ∈ V es tal que x ⊥ y para todo y ∈ V , entonces x = 0.

Demostración. La primera aûrmación es inmediata, y la segunda es consecuencia de la primera
parte de la Proposición 7.1.5.

7.3.2. Intuitivamente, dos vectores son ortogonales si el ángulo que forman es recto. Esto se ve
re�ejado en que vale el teorema de Pitágoras:

Proposición. Sea V un espacio con producto interno. Si x, y ∈ V , entonces
(i) si x ⊥ y, entonces ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Más generalmente, vale que
(ii) ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2Re⟨x , y⟩.

Demostración. La primera aûrmación es consecuencia inmediata de la segunda, así que basta
probar esta última, que a su vez sigue de un cálculo directo: si x, y ∈ V , la deûnición de la norma
implica que

∥x + y∥2 = ⟨x + y, x + y⟩
= ⟨x , x⟩ + ⟨x , y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩
= ∥x∥2 + ∥y∥2 + ⟨x , y⟩ + ⟨x , y⟩
= ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2Re⟨x , y⟩.
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7.3.3. Motivados por la Proposición 7.3.2, hacemos la siguiente deûnición: si V es un espacio
vectorial con producto interno y x e y son dos vectores de V , el ángulo entre x e y es el único
número real θ(x , y) ∈ [0, π] tal que

cos θ(x , y) = Re⟨x , y⟩
∥x∥∥y∥ . (6)

Esta deûnición tiene sentido: de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz sabemos que

∣Re⟨x , y⟩∣ ≤ ∣⟨x , y⟩∣ ≤ ∥x∥∥y∥,

así que el cociente que aparece a la derecha en la deûnición (6) es un elemento del intervalo [−1, 1]
y, por lo tanto, es el coseno de exactamente un número θ en el intervalo [0, π]. Es inmediato que
dos vectores son ortogonales si y solamente si el ángulo entre ellos es π/2.

Usando esta deûnición, podemos reinterpretar la segunda parte de la Proposición 7.3.2 como
el teorema del coseno de la geometría euclídea:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si x e y son dos vectores de V y
θ(x , y) es el ángulo entre x e y, entonces

∥x − y∥2 = ∥x∥2 + ∥y2∥ − 2 cos θ(x , y).

Demostración. Basta reemplazar y por −y en la igualdad de la Proposición 7.3.2(ii) y usar la
deûnición de θ(x , y).

7.3.4. Si V es un espacio con producto interno y A es un subconjunto de V , entonces decimos que

• A es ortogonal si para cada par x, y ∈ A de elementos distintos se tiene que x ⊥ y, y que
• A es ortonormal si es ortogonal y además ∥x∥ = 1 para cada x ∈ A.

7.3.5. Hay una relación muy útil entre la ortogonalidad y la independencia lineal:

Proposición. Sea V un espacio con producto interno y sea A un subconjunto de V .
(i) Si A es ortogonal y 0 /∈ A, entonces A es linealmente independiente.
(ii) Si A es ortonormal y si x = λnxn + ⋯ + λnxn, con x1, . . . , xn ∈ A distintos dos a dos

y λ1, . . . , λn ∈ k, entonces λ j = ⟨x , x j⟩ para todo j ∈ ⟦n⟧.
(iii) Si A es ortonormal, entonces para cada x ∈ ⟨A⟩ el conjunto Ax = {y ∈ A ∶ ⟨x , y⟩ ≠ 0} es ûnito,

y vale que x = ∑y∈Ax ⟨x , y⟩y.

Demostración. (i) Sean n ≥ 1, sean x1, . . . , xn ∈ A distintos dos a dos y sean λ1, . . . , λn ∈ k tales que
∑n

i=1 λixi = 0. Si j ∈ ⟦n⟧, entonces

0 = ⟨0, x j⟩ = ⟨
n
∑
i=1

λixi , x j⟩ =
n
∑
i=1

λi⟨xi , x j⟩.

Como A es ortogonal, en esta última suma el único término que puede ser no nulo es aquél en
el que i es igual a j, así que tenemos que λ j⟨a j , a j⟩ = 0. Como 0 /∈ A, es ⟨a j , a j⟩ ≠ 0 y entonces
λ j = 0. Esto vale para cada j ∈ ⟦n⟧, así que podemos concluir que A es linealmente independiente.
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(ii) Si j ∈ ⟦n⟧, entonces

⟨x , x j⟩ = ⟨
n
∑
i=1

λixi , x j⟩ =
n
∑
i=1

λi⟨xi , x j⟩.

Como A es ortonormal, el único término de esta suma que es posiblemente no nulo es el que
tiene i igual a j, que es igual a λ j⟨x j , x j⟩ = λ j. Esto prueba lo que queremos.

(iii) Sea x ∈ ⟨A⟩, de manera que existen n ≥ 0, x1, . . . , xn ∈ A y λ1, . . . , λn ∈ k tales que
x = ∑n

i=1 λixi , y supongamos, sin pérdida de generalidad, que λi ≠ 0 para cada i ∈ ⟦n⟧.
Si y ∈ A, entonces ⟨x , y⟩ = ∑n

i=1 λi⟨xi , y⟩. Como A es ortonormal, esta suma tiene todos sus
términos nulos si y /∈ {x1, . . . , xn}. Así, vemos que Ax es un subconjunto de {x1, . . . , xn} y, en
particular, que es ûnito. Para terminar, es suûciente con mostrar que λi = ⟨x , xi⟩ para cada i ∈ ⟦n⟧:
esto es consecuencia inmediata de la aûrmación (ii).

7.3.6. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita n, y supon-
gamos queB = {x1, . . . , xn} es una base ortonormal de V . Para cada x ∈ V es

x =
n
∑
i=1

⟨x , xi⟩xi .

Demostración. Esto es un caso particular de la tercera parte de la Proposición 7.3.5(iii).

7.3.7. Es fácil construir conjuntos ortonormales:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si n ≥ 1 y x1, . . . , xn son n vectores
de V tal que el conjunto {x1, . . . , xn} tiene n elementos y es linealmente independiente, entonces hay
vectores y1, . . . , yn en V tales que

• el conjunto {y1, . . . , yn} es ortonormal,
• para todo i ∈ ⟦n⟧ se tiene que ⟨x1, . . . , xi⟩ = ⟨y1, . . . , yi⟩, y
• para todo i ∈ ⟦n⟧ es ⟨xi , yi⟩ > 0.

Estas condiciones determinan unívocamente a los vectores y1, . . . , yn.

Demostración. Probemos la existencia haciendo inducción con respecto a n.
Supongamos primero que n = 1. Como {x1} es linealmente independiente, es x1 ≠ 0 y entonces

∥x1∥ ≠ 0: podemos considerar entonces el vector y1 = x1/∥x1∥. Es inmediato que ∥y1∥ = 1, de
manera que {y1} es un conjunto ortonormal, que ⟨x1⟩ = ⟨y1⟩ y que ⟨x1, y1⟩ > 0. La aûrmación de
la proposición es por lo tanto cierta en este caso.

Supongamos ahora que n > 1. Como {x1, . . . , xn−1} es linealmente independiente y tiene n − 1
elementos, podemos suponer inductivamente que hay un conjunto ortonormal {y1, . . . , yn−1}
tal que para cada i ∈ ⟦n − 1⟧ es ⟨x1, . . . , xi⟩ = ⟨y1, . . . , yi⟩. Sea

ỹn = xn −
n−1
∑
i=1

⟨xn , yi⟩yi .
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Si fuese ỹn = 0, tendríamos que

xn =
n−1
∑
i=1

⟨xn , yi⟩yi ∈ ⟨y1, . . . , yn−1⟩ = ⟨x1, . . . , xn−1⟩,

lo que es imposible, ya que {v1, . . . , vn} es linealmente independiente. Podemos entonces conside-
rar el vector yn = ỹn/∥yn∥, que tiene norma unitaria. Si j ∈ ⟦n − 1⟧, entonces

∥ ỹn∥⟨yn , y j⟩ = ⟨xn −
n−1
∑
i=1

⟨xn , yi⟩yi , y j⟩ = ⟨xn , y j⟩ −
n−1
∑
i=1

⟨xn , yi⟩⟨yi , y j⟩

= ⟨xn , y j⟩ − ⟨xn , y j⟩ = 0,

y esto, junto con el hecho de que {y1, . . . , yn−1} es un conjunto ortonormal, implica que el conjunto
{y1, . . . , yn−1, yn} es ortonormal. Como es claro que

⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨y1, . . . , yn⟩,

esto completa la inducción.
Hacer: Unicidad.

7.3.8. La demostración que dimos de la Proposición 7.3.7 nos da un procedimiento efectivo para
obtener conjuntos ortonormales, llamado procedimiento de ortogonalización de Gram–Schmidt,
por Jørgen Pedersen Gram (1850–1916, Dinamarca) y Erhard Schmidt (1876–1959, Alemania).
Empezando con n vectores x1, . . . , xn linealmente independientes calculamos, en orden,

ỹ1 = x1, y1 = ỹ1/∥ ỹ1∥,
ỹ2 = x2 − ⟨x2, y1⟩y1, y2 = ỹ2/∥ ỹ2∥,
ỹ3 = x3 − ⟨x3, y1⟩y1 − ⟨x3, y2⟩y2, y3 = ỹ3/∥ ỹ3∥,
. . . , . . . ,

ỹn = xn − ⟨xn , y1⟩y1 − ⟨xn , y2⟩y2 − ⋅ ⋅ ⋅ − ⟨xn , yn−1⟩yn−1, yn = ỹn/∥ ỹn∥.

Al terminar, el conjunto {y1, . . . , yn} es ortonormal y genera el mismo espacio que {x1, . . . , xn}.
7.3.9. Ejemplos.
(a) Consideremos al espacio vectorial k3 dotado de su producto interno estándar y los tres

vectores

x1 = (1, 1, 0), x2 = (2, 2, 2), x3 = (0, 1, 1).
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Siguiendo el procedimiento de ortogonalización descripto arriba, encontramos:

y1 = x1/∥x1∥ = ( 1√
2
, 1√

2
, 0),

ỹ2 = x2 − ⟨x2, y1⟩y1 = (0, 0, 2),
y2 = ỹ2/∥y2∥ = (0, 0, 1),
ỹ3 = x3 − ⟨x3, y1⟩y1 − ⟨x3, y2⟩y2 = (− 1

2 ,
1
2 , 0),

y3 = ỹ3/∥y3∥ = (− 1√
2
, 1√

2
, 0).

El conjunto {( 1√
2
, 1√

2
, 0), (0, 0, 1), (− 1√

2
, 1√

2
, 0)} es entonces ortonormal y genera el mismo

subespacio que {x1, x2, x3}.
(b) Sea ahora R[X] el espacio vectorial real de los polinomios con coeûcientes en R y considere-

mos sobre él el producto interno ⟨−,−⟩ ∶ R[X] ×R[X]→ R tal que

⟨p, q⟩ = 2
π ∫

1

−1
f (t)g(t)

√
1 − t2 dt

para cada p, q ∈ R[X]; observemos que esto es un caso particular de la construcción hecha
en el Ejemplo 7.1.4(c) con I = [−1, 1] y ω ∶ t ∈ I ↦ 2

π
√

1 − t2 ∈ R. Un cálculo directo muestra
que si realizamos el procedimiento de ortogonalización de Gram–Schmidt empezando con
los polinomios

1, X , X2, X3, X4, . . .

obtenemos los polinomios

1, 2X , 4X2 − 1, 8X3 − 4X , 16X4 − 12X2 + 1, 32X5 − 32X3 + 6X , . . .

Estos polinomios son precisamente los polinomios de Chebyshev que encontramos en el
Ejemplo 5.3.10(b) del Capítulo 5. Probemos esto.

Para cada n ∈ N0 sea Un el n-ésimo polinomios de Chebyshev, demanera que

U0 = 1, U1 = 2X (7)

y

Un = 2XUn−1 −Un−2 si n ≥ 2. (8)

Si n, m ∈ N0, entonces

⟨Un ,Um⟩ = 2
π ∫

1

−1
Un(t)Um(t)

√
1 − t2 dt. (9)

Como vimos en el Ejemplo 5.3.10(b), vale que si θ ∈ (0, π) es

Un(cos θ) =
sin(n + 1)θ

sin θ
.
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y entonces, poniendo t = cos θ en la integral (9), vemos que

⟨Un ,Um⟩ = 2
π ∫

π

0
Un(cos θ)Um(cos θ) sin2 θ dθ

= 2
π ∫

π

0
sin(n + 1)θ ⋅ sin(m + 1)θ dθ

= 1
π ∫

π

0
cos(n −m)θ dθ − 1

π ∫
π

0
cos(n +m + 2)θ dθ (10)

Ahora bien, es fácil ver que para cada k ∈ Z se tiene que

∫
π

0
cos kθ dθ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

π, si k = 0;

0, en caso contrario;

y usando esto en (10) concluimos inmediatamente que

⟨Un ,Um⟩ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, si n = m;

0, en caso contrario.

Esto prueba que el conjunto {Un ∶ n ∈ N0} es ortonormal.
Por otro lado, una demostración inductiva a partir de (7) y (8) muestra inmediatamente

que para todo n ∈ N0 el grado de Un es n y que el coeûciente de Xn en Un es 2n. Hacer:
Terminar.

◇
7.3.10. La consecuenciamás importante de la Proposición 7.3.7 es la siguiente:

Corolario. Un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita tiene una base ortonormal.

Demostración. Si V es un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita yB es una
base de V , la proposición nos da un conjunto ortonormal B′ con lamisma cantidad de elementos
queB y que, entre otras cosas, tiene la propiedad de que ⟨B′⟩ = ⟨B⟩ = V . Esto implica queB′ es
una base de V . Como B′ es ortonormal, esto prueba el corolario.

7.3.11. Vimos como un producto interno nos permite «medir» la distancia entre dos elementos de
un espacio vectorial. Extendemos ahora esa idea para poder hablar de la distancia de un punto a
un conjunto. Si V es un espacio vectorial con producto interno, S un subconjunto no vacío de V y
x ∈ V , la distancia de x a S es el número

d(x , S) = inf{d(x , y) ∶ y ∈ S}.

Observemos que esta deûnición tiene sentido, ya que el subconjunto {d(x , y) ∶ y ∈ S} de R no es
vacío y está acotado inferiormente por 0, así que posee un ínûmo.

7.3.12. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno, sea S un subespacio de dimen-
sión ûnita de V y sea x ∈ V . Si B = {y1, . . . , yn} es una base ortonormal de S y

xS =
n
∑
j=1

⟨x , y j⟩y j ,
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entonces
(i) x − xS ⊥ S,
(ii) d(x , S) = d(x , xS), y
(iii) d(x , xS) < d(x , y) para todo y ∈ S ∖ {xS}.
Esta proposición nos dice que el vector xS es un punto de S tal que d(x , S) = d(x , xS) y que

es,más aún, el único con esa propiedad.

Demostración. (i) Sea y ∈ S. ComoB es una base ortonormal de S, es y = ∑n
i=1⟨y, yi⟩yi y entonces

⟨x − xS , y⟩ = ⟨x −
n
∑
j=1

⟨x , y j⟩y j ,
n
∑
i=1

⟨y, yi⟩yi⟩

=
n
∑
i=1

⟨y, yi⟩⟨x , yi⟩ −
n
∑
j=1

n
∑
i=1

⟨x , y j⟩⟨y, yi⟩⟨y j , yi⟩

=
n
∑
i=1

⟨y, yi⟩⟨x , yi⟩ −
n
∑
j=1

⟨x , y j⟩⟨y, y j⟩ = 0.

Vemos así que x − xS ⊥ S.
(ii) Como xS ∈ S, es claro que d(x , S) ≤ d(x , xS). Si, por otro lado, es y ∈ S, tenemos que

d(x , y)2 = ∥x − y∥2

= ∥(x − xS) + (xS − y)∥2

y, como x − xS ⊥ xS − y porque xS − y ∈ S, esto es
= ∥x − xS∥2 + ∥xS − y∥2

≥ ∥x − xS∥2,

demanera que d(x , y) ≥ d(x , xS). Vemos así que d(x , S) ≥ d(x , xS).
(iii) Si y ∈ S ∖ {xS}, entonces d(xS , y) > 0 y, como recién,

d(x , y)2 = d(x , xS)2 + d(xS , y)2 > d(x , xS)2,

así que d(x , y) > d(x , xS).

§4. Complementos ortogonales

7.4.1. Si V es un espacio vectorial con producto interno y S es un subconjunto arbitrario de V , el
complemento ortogonal de S es el subconjunto

S⊥ = {x ∈ V ∶ x ⊥ s para todo s ∈ S}.
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7.4.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Si S es un subconjunto de V , entonces S⊥ es un subespacio de V .
(ii) Se tiene que 0⊥ = V y V⊥ = 0.
(iii) Si S y T son subconjuntos de V y S ⊆ T , entonces T⊥ ⊆ S⊥.
(iv) Si S es un subconjunto de V , entonces ⟨S⟩⊥ = S⊥.
(v) Si S y T son subespacios de V , entonces (S + T)⊥ = S⊥ ∩ T⊥.

Demostración. (i) Sean x, y ∈ S⊥ y a, b ∈ k. Para cada s ∈ S, es

⟨ax + by, s⟩ = a⟨x , s⟩ + b⟨y, s⟩ = 0,

porque ambos términos se anulan. Esto nos dice que ax + by ∈ S⊥. Como S⊥ no es vacío, ya que
contiene a 0, se trata de un subespacio de V .

(ii) Todo vector es ortogonal a 0, así que V ⊆ 0⊥. La primera igualdad es entonces inmediata.
Por otro lado, si x ∈ V⊥, entonces ⟨x , y⟩ = 0 para todo y ∈ V y la Proposición 7.1.5 nos dice que
x = 0. Como por supuesto 0 ∈ V⊥, esto prueba la segunda igualdad del enunciado.

(iii) Supongamos que S y T son subconjuntos de V y que S ⊆ T . Si y ∈ T⊥, entonces para cada
s ∈ S se tiene que y ⊥ s, ya que s ∈ T y, en consecuencia, x ∈ S⊥. Así, es T⊥ ⊆ S⊥, como queremos.

(iv) Como S ⊆ ⟨S⟩, la parte (iii) implica que ⟨S⟩⊥ ⊆ S⊥. Sea, por otro lado, x ∈ S⊥ y sea y ∈ ⟨S⟩.
Existen entonces n ≥ 0, s1, . . . , sn ∈ S y λ1, . . . , λn ∈ k tales que y = ∑n

i=1 λisi y, en consecuencia,

⟨x , y⟩ = ⟨x ,
n
∑
i=1

λisi⟩ =
n
∑
i=1

λi⟨x , si⟩ = 0

porque x ∈ S⊥. Esto muestra que S⊥ ⊆ ⟨S⟩⊥.
(v) Sean ahora S y T dos subespacios de V . Como S y T están contenidos en S +T , la parte (ii)

implica que (S+T)⊥ ⊆ S⊥ y (S+T)⊥ ⊆ T⊥, así que (S+T)⊥ ⊆ S⊥∩T⊥. Por otro lado, si x ∈ S⊥∩T⊥

e y ∈ S + T , demanera que existen s ∈ S y t ∈ T tales que y = s + t, entonces

⟨x , y⟩ = ⟨x , s + t⟩ = ⟨x , s⟩ + ⟨x , t⟩ = 0.

Esto nos dice que x ∈ (S + T)⊥ y, en deûnitiva, que S⊥ ∩ T⊥ ⊆ (S + T)⊥.

7.4.3. Si S es un subconjunto de un espacio vectorial con producto interno, escribimos S⊥⊥ = (S⊥)⊥
y S⊥⊥⊥ = (S⊥⊥)⊥. Observemos que S⊥⊥⊥ coincide con (S⊥)⊥⊥.
Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subconjunto de V , entonces

(i) S ∩ S⊥ ⊆ 0,
(ii) S ⊆ S⊥⊥,
(iii) S⊥ = S⊥⊥⊥.

Demostración. (i) Si x ∈ S ∩ S⊥, entonces ⟨x , x⟩ = 0, ya que x ∈ S y x ∈ S⊥, y por lo tanto x = 0.
(ii) Si s ∈ S, para cada t ∈ S⊥ es s ⊥ t. Esto dice que s ∈ (S⊥)⊥ = S⊥⊥.
(iii) Acabamos de probar que S ⊆ S⊥⊥, así que usando la Proposición 7.4.2(iii) vemos que

S⊥⊥⊥ = (S⊥⊥)⊥ ⊆ S⊥. Por otro lado, según la parte (ii), S⊥ ⊆ (S⊥)⊥⊥ = S⊥⊥⊥.
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7.4.4. En la situación de la Proposición 7.4.3(ii), la inclusión es en general estricta. Vale la igualdad,
sin embargo, en un caso importante:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subespacio de V de
dimensión ûnita, entonces V = S ⊕ S⊥ y S = S⊥⊥.

Demostración. Sea x ∈ V . De acuerdo a la Proposición 7.3.12, existe xS ∈ S tal que x − xS ⊥ S,
esto es, tal que x − xS ∈ S⊥. Entonces x = xS + (x − xS) ∈ S + S⊥ y vemos que V = S + S⊥. Como
sabemos que S ∩ S⊥ = 0, esto implica que V = S ⊕ S⊥.

Para probar que S = S⊥⊥ bastamostrar, en vista de la Proposición 7.4.3(ii), que S⊥⊥ ⊆ S. Sea
entonces x ∈ S⊥⊥. Como V = S ⊕ S⊥, existen s ∈ S y t ∈ S⊥ tales que x = s + t. Como x ∈ S⊥⊥, es

0 = ⟨x , t⟩ = ⟨s + t, t⟩ = ⟨s, t⟩ + ⟨t, t⟩ = ⟨t, t⟩,

así que t = 0 y, por lo tanto, x = s + t = s ∈ S.

7.4.5. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita. Si S ⊆ V es
un subespacio, entonces

dimV = dim S + dim S⊥.

Demostración. Esto es consecuencia de que, de acuerdo a la proposición, V = S ⊕ S⊥.

7.4.6. Ejemplo. Demos un ejemplo de una situación en la que la inclusión de la Proposición 7.4.3(ii)
es propia. Sea ℓ2 el conjunto de todas las sucesiones (xi)i≥1 de elementos de k tales que la serie
∑∞

i=1∣xi ∣2 converge a un número ûnito. Esto es un subconjunto del espacio vectorial complejo de
todas las sucesiones (xi)i≥1 y, de hecho, se trata de un subespacio: es inmediato que si ξ ∈ ℓ2 y
λ ∈ C se tiene que λξ ∈ ℓ2, así que bastará quemostremos que ℓ2 es cerrado para la suma.

Sean ξ = (xi)i≥1 y ζ = (yi)i≥1 dos elementos de ℓ2 y consideremos los números a = ∑∞
i=1∣xi ∣2

y b = ∑∞
i=1∣yi ∣2. Si N ∈ N, entonces los vectores x = (x1, . . . , xN) e y = (y1, . . . , yN) pertenecen

a kN y la desigualdad triangular de la norma asociada al producto interno estándar de kN implica
que

N
∑
i=1

∣xi + yi ∣2 = ∥x + y∥2 ≤ (∥x∥ + ∥y∥)2 =
⎛
⎜
⎝

¿
ÁÁÀ N
∑
i=1

∣xi ∣2 +

¿
ÁÁÀ N
∑
i=1

∣yi ∣2
⎞
⎟
⎠

2

≤
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ

∞

∑
i=1

∣xi ∣2 +
¿
ÁÁÀ

∞

∑
i=1

∣yi ∣2
⎞
⎠

2

= (
√
a +

√
b)2.

Esto nos dice que las sumas parciales de la serie∑∞
i=1∣xi + yi ∣2, que tiene términos no negativos,

están acotadas y, por lo tanto, que esta serie converge: vemos así que ξ + ζ es un elemento de ℓ2,
como queríamos.

Mostremos ahora que

si ξ = (x i)i≥1, ζ = (yi)i≥1 ∈ ℓ2, entonces la serie
∞

∑
i=1

xi yi converge absolutamente. (11)
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Sean para ello ξ = (x i)i≥1 y ζ = (yi)i≥1 dos elementos de ℓ2. Demanera similar a lo que hicimos
recién, consideremos un entero N ∈ N y los vectores x = (∣x1∣, . . . , ∣xN ∣) e y = (∣y1∣, . . . , ∣yN ∣)
de kN . La desigualdad de Cauchy–Bunyakovsky–Schwartz para el producto interno estándar
de kN nos dice que

N
∑
i=1

∣xi yi ∣ = ∣⟨x , y⟩kN ∣ ≤ ∥x∥kN ⋅ ∥y∥kN = (
N
∑
i=1

∣xi ∣)
1/2

(
N
∑
i=1

∣yi ∣)
1/2

≤ (
∞

∑
i=1

∣xi ∣)
1/2

(
∞

∑
i=1

∣yi ∣)
1/2

y por lo tanto las sumas parciales de la serie∑∞
i=1∣xi yi ∣ están acotadas. Esto implica que esa serie

converge y que la serie∑∞
i=1 xi yi converge absolutamente, como aûrma (11).

Ahora, en vista de (11), hay una función ⟨−,−⟩ ∶ ℓ2 × ℓ2 → k tal que

⟨ξ, ζ⟩ =
∞

∑
i=1

xi yi

cada vez que ξ = (x i)i≥1 y ζ = (yi)i≥1 están en ℓ2, y es fácil veriûcar que se trata de un producto
interno sobre ℓ2.

Sea S el subconjunto de ℓ2 de las sucesiones ξ = (xi)i≥1 que tienen un número ûnito de
componentes no nulas; se trata, de hecho, de un subespacio. Aûrmamos que S⊥ = 0. En efecto,
supongamos que ζ = (yi)i≥1 es un elemento de S⊥: para cada j ∈ N, la sucesión e = (ei)i≥1 tal que
e j = 1 y ei = 0 si i ≠ j es claramente un elemento de S y se tiene que yi = ⟨ζ , e⟩ = 0.

Por supuesto, de esto se sigue que S⊥⊥ = ℓ2 y, en consecuencia, que S ⊊ S⊥⊥. ◇

§5. Proyectores ortogonales

7.5.1. Si V es un espacio vectorial, decimos que un endomorûsmo p ∶ V → V de V es un proyector
si p2 = p.

Lema. Sea V un espacio vectorial. Si p ∶ V → V es un proyector, entonces
(i) un vector x ∈ V está en la imagen de p si y solamente si x = p(x), y
(ii) hay una descomposición V = Im(p)⊕Nu(p).

Demostración. Sea p ∶ V → V un proyector.
(i) Si x está en la imagen de p, de manera que existe y ∈ V tal que p(y) = x, entonces

p(x) = p2(x) = p(y) = x. Recíprocamente, es evidente que si p(x) = x entonces x está en Im(p).
(ii) Si x ∈ V , entonces p(x − p(x)) = p(x) − p2(x) = 0, así que x − p(x) ∈ Nu(p) y

x = p(x) + (x − p(x)) ∈ Im(p) +Nu(p).

Vemos así que V = Im(p) +Nu(p). Esta suma es directa: si x ∈ Im(p) ∩Nu(p), entonces como
x ∈ Im(p) la primera parte nos dice que x = p(x) y, como x ∈ Nu(p), esto implica que x = 0.
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7.5.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial y sea S un subespacio de V .
(i) Si T es un complemento de S en V , entonces hay un único proyector p ∶ V → V tal que

Im(p) = S y Nu(p) = T .
(ii) Hay un proyector p ∶ V → V que tiene a S por imagen si y solamente si S posee un comple-

mento T en V .

Demostración. (i) Supongamos que T es un complemento de S en V , demanera que V = S ⊕ T .
Hay una función p ∶ V → V tal que si x ∈ V y s ∈ S y t ∈ T son tales que x = s+ t entonces p(x) = s:
esto es consecuencia de que la suma es directa, con lo que esos vectores s y t están unívocamente
determinados por x. Mostremos que p es un proyector de V que satisface las condiciones del
enunciado:

• Sean x e y vectores deV y a, b ∈ k. Si s1, s2 ∈ S y t1, t2 ∈ T son tales que x = s1+ t1 e y = s2+ t2,
entonces p(x) = s1, p(y) = s2 y, como

ax + by = (as1 + bs2) + (at1 + bt2)

con as1 + bs2 ∈ S y at1 + bts ∈ T ,

p(ax + by) = as1 + bs2 = ap(x) + bp(y).

Esto nos dice que p es una función lineal.
• Si x ∈ V y los vectores s ∈ S y t ∈ T son tales que x = s + t, entonces p(x) = s ∈ S: esto nos
dice que Im(p) ⊆ S. Por otro lado, si s ∈ S, entonces es claro que p(s) = s y, por lo tanto,
que S ⊆ Im(p). Vemos así que Im(p) = S y que p2 = p, demanera que p es un proyector.

• Por otro lado, si x ∈ V es un elemento de Nu(p) y s ∈ S y t ∈ T son tales que x = s + t,
entonces 0 = p(x) = s: esto implica que x = t ∈ T y, en consecuencia, que Nu(p) ⊆ T .
Recíprocamente, si t ∈ T entonces de la deûnición de p se siguen inmediatamente que
p(t) = 0. En deûnitiva, tenemos que Nu(p) = T .

Supongamos ahora que q ∶ V → V es otro proyector tal que Im(q) = S y Nu(q) = T . Sea x ∈ V
y sean s ∈ S y t ∈ T tales que x = s + t. Como s ∈ Im(q), de la Proposición 7.5.1(i) sabemos que
s = q(s); por otro lado, como t ∈ Nu(q), tenemos que q(t) = 0. Se sigue de esto, entonces, que
q(x) = q(s) + q(t) = s = p(s). Así, es q = p y esto prueba la unicidad que aûrma la proposición.

(ii) Si hay un proyector p ∶ V → V que tiene a S por imagen, entonces de la Proposición 7.5.1(ii)
se sigue que el núcleoNu(p) es un complemento para S. Recíprocamente, la parte (i) que acabamos
de probar nos dice que si S posee un complemento, entonces existe un proyector p ∶ V → V que
tiene a S por imagen.

7.5.3. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si p ∶ V → V es un proyector tal que
Im(p) ⊥ Nu(p), entonces decimos que p es un proyector ortogonal.

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno.
(i) Si p ∶ V → V es un proyector ortogonal, entonces Im(p)⊥ = Nu(p) y Nu(p)⊥ = Im(p).
(ii) Si S es un subespacio de V y existe un proyector ortogonal p ∶ V → V cuya imagen es S,

entonces S⊥⊥ = S y V = S ⊕ S⊥.
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Demostración. (i) Como p es un proyector ortogonal, tenemos que Im(p) ⊥ Nu(p) y entonces
Im(p) ⊆ Nu(p)⊥ y Nu(p) ⊆ Im(p)⊥. Veamos que valen las igualdades.

Como p es un proyector, sabemos que V = Im(p)⊕Nu(p). Sea x ∈ Nu(p)⊥ y sean y ∈ Im(p)
y z ∈ Nu(p) tales que x = y + z. Entonces

0 = ⟨x , z⟩ = ⟨y + z, z⟩ = ⟨y, z⟩ + ⟨z, z⟩

y el primer sumando se anula porque Im(p) ⊥ Nu(p). Así, es ⟨z, z⟩ = 0, demanera que z = 0 y
x = y ∈ Im(p). Concluimos de esta forma que Nu(p)⊥ ⊆ Im(p). Demanera enteramente similar
puede verse que Im(p)⊥ ⊆ Nu(p).

(ii) Si p ∶ V → V es un proyector ortogonal con S = Im(p), la primera parte de la proposición
nos dice que S⊥ = Im(p)⊥ = Nu(p) y que entonces S⊥⊥ = Nu(p)⊥ = Im(p) = S. Por otro lado,
como p es un proyector tenemos queV = Im(p)⊕Nu(p), y todo esto prueba lo que queremos.

7.5.4. En vista de la Proposición 7.5.3(ii) y el Ejemplo 7.4.6, no todo subespacio de un espacio
vectorial con producto interno es la imagen de un proyector ortogonal. La siguiente proposición
nos dice que eso puede ocurrir solamente si el subespacio tiene dimensión inûnita:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si S es un subespacio de V de
dimensión ûnita, entonces V = S ⊕ S⊥ y existe exactamente un proyector ortogonal p ∶ V → V tal
que Im(p) = S. Más aún, vale que Nu(p) = S⊥ y, si B = {x1, . . . , xn} es una base ortonormal de S
con n elementos, que para cada x ∈ V se tiene que

p(x) =
n
∑
i=1

⟨x , xi⟩xi .

Demostración. Sea S un subespacio de V de dimensión ûnita n y seaB = {x1, . . . , xn} una base
de S. La función p ∶ V → V tal que p(x) = ∑n

i=1⟨x , xi⟩xi para todo x ∈ V es claramente linear y,
de acuerdo a la Proposición 7.3.12, se tiene que x − p(x) ∈ S⊥ para todo x ∈ V .

Si x ∈ Nu(p), entonces x = x − p(x) ∈ S⊥ y, recíprocamente, si x ∈ S⊥, de manera que en
particular ⟨x , xi⟩ = 0 para cada i ∈ ⟦n⟧, entonces p(x) = ∑n

i=1⟨x , xi⟩xi = 0. Así, es Nu(p) = S⊥.
De la deûnición de p es claro que Im(p) ⊆ S. Por otro lado, si x ∈ S, entonces el Corolario 7.3.6
nos dice que x = ∑n

i=1⟨x , xi⟩xi porqueB es una base ortonormal de S y, como consecuencia de
esto, que x = p(x) ∈ Im(p). Luego Im(p) = S y p2 = p, como queríamos.

7.5.5. Hay una relación muy estrecha entre los proyectores ortogonales de un espacio vectorial
con producto interno y sus subespacios. Un ejemplo de esto es el siguiente resultado:

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sean p, q ∶ V → V dos proyectores
ortogonales.

(i) Es p ○ q = 0 si y solamente si Im(p) ⊥ Im(q).
(ii) Es p ○ q = p si y solamente si q ○ p = p y esto ocurre si y solamente si Im(p) ⊆ Im(q).
(iii) Es p ○ q = p ○ p si y solamente p ○ q es un proyector ortogonal, y en ese caso se tiene que

Im(p ○ q) = Im(p) ∩ Im(q).
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Demostración. Observemos primero que

si p ∶ V → V es un proyector ortogonal y x, y ∈ V , entonces ⟨p(x), y⟩ = ⟨x , p(y)⟩. (12)

En efecto, si x = s + t e y = s′ + t′ con s, s′ ∈ Im(p) y t, t′ ∈ Nu(p), entonces

⟨p(x), y⟩ = ⟨s, s′ + t′⟩ = ⟨s, s′⟩ = ⟨s + t, s′⟩ = ⟨x , p(y)⟩.

(i) Supongamos que p ○ q = 0. Si x ∈ Im(p) e y ∈ Im(q), entonces q(y) = y y

p(y) = p(q(y)) = 0,

demanera que y ∈ Nu(p) = Im(p)⊥: esto implica que x ⊥ y y muestra que Im(p) ⊥ Im(q).
Para probar la implicación recíproca, supongamos que Im(p) ⊥ Im(q) y sea x ∈ V . Como

q(x) ∈ Im(q) ⊆ Im(p)⊥ = Nu(p), tenemos que p(q(x)) = 0. Vemos así que p ○ q = 0.
(ii) Probemos la equivalencia de las tres condiciones del enunciado.

• Supongamos que p ○ q = p. Si x ∈ V , entonces usando (12) vemos que para todo y ∈ V vale
que

⟨q(p(x)), y⟩ = ⟨p(x), q(y)⟩ = ⟨x , p(q(y))⟩ = ⟨x , p(y)⟩ = ⟨p(x), y⟩

y, por lo tanto, que q(p(x)) = p(x): esto nos dice que q ○ p = p.
• Demanera similar, si q ○ p = p, entonces para cada x e y en V se tiene que

⟨p(q(x)), y⟩ = ⟨q(x), p(y)⟩ = ⟨x , q(p(y))⟩ = ⟨x , p(y)⟩ = ⟨p(x), y⟩,

así que p(q(x)) = p(x) y, en deûnitiva, p ○ q = p.
• Si q ○ p = p entonces claramente Im(p) ⊆ Im(q).
• Recíprocamente, si Im(p) ⊆ Im(q), entonces para cada x ∈ V es p(x) ∈ Im(q), así que

q(p(x)) = p(x): esto signiûca quer q ○ p = p.
(iii) Supongamos primero que p ○ q = q ○ p. Tenemos entonces que

(p ○ q)2 = p ○ q ○ p ○ p = p ○ p ○ q ○ q = p ○ q,

así que r = p ○ q es un proyector. Como Im(r) = Im(p ○ q) ⊆ Im(p) e Im(r) = Im(q ○ p) ⊆ Im(q),
es claro que Im(r) ⊆ Im(p) ∩ Im(q). Recíprocamente, si x ∈ Im(p) ∩ Im(q), entonces sabemos
que p(x) = x y que q(x) = x, así que x = p(x) = p(q(x)) = r(x) ∈ Im(r). Esto prueba que
Im(r) = Im(p) ∩ Im(q).

Supongamos ahora que la composición r = p ○ q es un proyector ortogonal. Si x ∈ V , entonces
para cada y ∈ V vale que

⟨q(p(x)), y⟩ = ⟨p(x), q(y)⟩ = ⟨x , p(q(y))⟩ = ⟨x , r(y)⟩ = ⟨r(x), y⟩ = ⟨p(q(x)), y⟩

y esto nos dice que q ○ p = p ○ q. Esto muestra que la condición del enunciado es suûciente.
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§6. El teorema de representación de Riesz

7.6.1. Lema. Sea V un espacio vectorial con producto interno y para cada y ∈ V sea la función

ϕy ∶ x ∈ V ↦ ⟨x , y⟩ ∈ k.

(i) Para cada y ∈ V , la función ϕy es lineal, demanera que ϕy ∈ V∗.
(ii) La función Φ ∶ y ∈ V ↦ ϕy ∈ V∗ es sesquilineal, demanera que para cada y, y′ ∈ V y cada

a ∈ k se tiene que

ϕy+y′ = ϕy + ϕy′ , ϕday = aϕy ,

e inyectiva.

Demostración. (i) Sea y ∈ V . Si x, x′ ∈ V y a, b ∈ k, entonces

ϕy(ax + bx′) = ⟨ax + bx′, y⟩ = a⟨x , y⟩ + b⟨x′, y⟩ = aϕy(x) + bϕy(x′),

así que la función ϕy es lineal.
(ii) Sean y, y′ ∈ V . Para cada y ∈ V , es

ϕy+y′(x) = ⟨x , y + y′⟩ = ⟨x , y⟩ + ⟨x , y′⟩ = ϕy(x) + ϕy′(x) = (ϕy + ϕy′)(x),

así que ϕy+y′ = ϕy + ϕy′ . Demanera similar, si y ∈ V y a ∈ k, para cada x ∈ V se tiene que

ϕay(x) = ⟨y, ay⟩ = a⟨x , y⟩ = aϕy(x) = (aϕy)(x),

demanera que ϕay = aϕy. Esto prueba que la función Φ es sesquilineal.
Finalmente, si y, y′ ∈ V son tales que Φ(y) = Φ(y′), entonces para cada x ∈ V se tiene que

⟨x , y − y′⟩ = ⟨x , y⟩ − ⟨x , y′⟩ = Φ(y)(x) −Φ(y′)(x) = 0,

y entonces y − y′ = 0, esto es, y = y′. Vemos así que la función Φ es inyectiva.

7.6.2. El siguiente resultado es el teorema de representación de Riesz, por Frigyes Riesz (1880–1956,
Hungría), quien probó un resultado más general para espacios deHilbert:

Teorema. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita. Si f ∈ V∗, entonces
existe un único vector x f ∈ V tal que ϕx f = x, esto es, tal que para todo x ∈ V se tiene que

f (x) = ⟨x , x f ⟩. (13)

Demostración. Sea n la dimensión de V , seaB = {x1, . . . , xn} una base ortonormal de V y sea

x f =
n
∑
i=1
f (xi)xi .

Si x ∈ V , entonces x = ∑n
i=1⟨x , xi⟩xi y

f (x) = f (
n
∑
i=1

⟨x , xi⟩xi) =
n
∑
i=1

⟨x , xi⟩ f (xi) = ⟨x ,
n
∑
i=1
f (xi)xi⟩ = ⟨x , x f ⟩.
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Esto nos dice que x f satisface la condición (13).
Por otro lado, si x′f ∈ V es otro vector que la satisface, entonces para todo x ∈ V se tiene que

⟨x , x f − x′f ⟩ = ⟨x , x f ⟩ − ⟨x , x′f ⟩ = f (x) − f (x) = 0.

Esto es solo posible si x f = x′f .

7.6.3. Corolario. La función Φ ∶ V → V∗ del Lema 7.6.1(ii) es una biyección.

Demostración. En efecto, el Teorema 7.6.2 nos dice que es sobreyectiva y ese lema nos dice que es
inyectiva.

7.6.4. Ejemplo. En general, si V es un espacio vectorial con producto interno y f ∶ V → k es lineal,
no existe un vector y ∈ V tal que f (x) = ⟨x , y⟩ para todo x ∈ V . Sea, por ejemplo, k∞ el espacio
vectorial de las sucesiones (xi)i≥1 de elementos de k con casi todas las componentes nulas, dotado
del producto interno tal que si x = (xi)i≥1 e y = (yi)i≥1 es

⟨x , y⟩ =∑
i≥1

xi yi .

Notemos que esto tiene sentido, ya que cualesquiera sean x e y en V la suma es ûnita. Para cada
n ≥ 1 sea en el elemento de V que tiene todas sus componentes nulas salvo la n-ésima, que es
igual a 1, y consideremos la función lineal f ∶ V → k tal que f (x) = ∑i≥1 xi si x = (xi)i≥1 ∈ V . Si
hubiera un vector y = (yi)i≥1 ∈ V tal que f (x) = ⟨x , y⟩ para todo x ∈ V , tendríamos en particular
que para todo n ≥ 1 sería yn = ⟨en , y⟩ = f (en) = 1, lo que es absurdo. ◇

§7. Funciones adjuntas

7.7.1. Sean V yW espacios vectoriales con producto interno y sea f ∶ V →W una función lineal.
Decimos que una función lineal g ∶ W → V es adjunta a f si para todo x ∈ V y todo y ∈ W se
tiene que

⟨ f (x), y⟩W = ⟨x , g(y)⟩V .

Lema. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno. Una función lineal f ∶ V →W posee
a lo sumo una función lineal adjunta.

En vista de este lema, si una función lineal f ∶ V →W tiene una función adjunta, tiene una
sola: podemos en ese caso denotarla sin ambigüedad f ∗.

Demostración. Supongamos que g, g′ ∶ W → V son funciones lineales adjuntas a f . Si y ∈ W ,
entonces para todo x ∈W se tiene que

⟨x , g(y) − g′(y)⟩V = ⟨x , g(y)⟩V − ⟨x , g′(y)⟩V = ⟨ f (x), y⟩W − ⟨ f (x), y⟩W = 0,
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así que g(y) = g′(y). Esto nos dice que g = g′.

7.7.2. Ejemplos.
(a) Si V es un espacio vectorial con producto interno y λ ∈ k es un escalar, entonces la función

lineal λidV ∶ V → V posee una adjunta, que es λidV ∶ V → V .
(b) Sea V = C∞c (R) el espacio vectorial de todas las funciones inûnitamente diferenciables

R→ k que tienen soporte compacto, dotado del producto interno ⟨−,−⟩ tal que

⟨ f , g⟩ = ∫
∞

−∞
f (x)g(x)dx

para cada f , g ∈ V ; notemos que esta integral tiene sentido, porque el soporte de f g es
compacto y la función es allí continua. Si f ∈ V , entonces también f ′ ∈ V , así que podemos
considerar la función lineal

D ∶ f ∈ V ↦ f ′ ∈ V .

Si f , g ∈ V , entonces la fórmula de integración por partes nos dice que

⟨D f , g⟩ = ∫
∞

−∞
f ′(x)g(x)dx = − ∫

∞

−∞
f (x)g′(x)dx = ⟨ f ,−Dg⟩,

y esto signiûca que D posee una función adjunta y que D∗ = −D. ◇

7.7.3. Ejemplo. En general, un endomorûsmo de un espacio vectorial con producto interno no
tiene una función adjunta. Para dar un ejemplo, sea V = k∞ el espacio vectorial de las sucesiones
(xi)i≥1 de elementos de k con casi todas las componentes nulas, con el producto interno tal que si
x = (xi)i≥1 e y = (yi)i≥1 es

⟨x , y⟩ =∑
i≥1

xi yi .

Notemos que esto tiene sentido, ya que cualesquiera sean x e y en V la suma es ûnita. Para cada
n ∈ N escribimos en al elemento de V que tiene todas sus componentes nulas salvo la n-ésima,
que es igual a 1, y consideramos la función lineal L ∶ V → k tal que si x = (xi)i≥1 es un elemento
de V entonces

L(x) =∑
i≥1

xi .

Supongamos que L posee una función adjunta L∗ ∶ k → V , de manera que, en particular, si
escribimos L∗(1) = (ui)i≥1, es

1 = ⟨L(en), 1⟩ = ⟨en , L∗(1)⟩ = ui

para cada i ≥ 1: esto es absurdo, porque nos dice que todas las componentes de L∗(1) ∈ k∞ son no
nulas. Este ejemplo está en evidente relación con el Ejemplo 7.6.4 visto arriba. ◇
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7.7.4. Proposición. Sean V y W dos espacios vectoriales con producto interno.
(i) Si f , g ∶ V → W son funciones lineales que poseen funciones adjuntas, entonces para cada

a, b ∈ k la función lineal a f + bg ∶ V →W posee función adjunta y, de hecho, se tiene que

(a f + bg)∗ = a f ∗ + b g∗.

(ii) Si f ∶ V → W es una función lineal que posee una función adjunta, entonces f ∗ también
posee una función adjunta y

( f ∗)∗ = f .

Demostración. (i) Si x ∈ V e y ∈W , entonces

⟨(a f + bg)(x), y⟩ = ⟨a f (x) + b f (x), y⟩ = a⟨ f (x), y⟩ + b⟨g(x), y⟩
= a⟨x , f ∗(y)⟩ + b⟨x , g∗(y)⟩ = ⟨x , a f ∗(y) + b g∗(y)⟩
= ⟨x , (a f ∗ + b g∗)(y)⟩.

Esto signiûca que la función lineal a f ∗ + b g∗ ∶ V →W es adjunta a a f + gb.
(ii) Si x ∈ V e y ∈W , tenemos que

⟨ f ∗(x), y⟩ = ⟨y, f ∗(x)⟩ = ⟨ f (y), x⟩ = ⟨x , f (y)⟩,

y esto nos dice que f ∶ V →W es adjunta a f ∗ ∶W → V , esto es, que ( f ∗)∗ = f .

7.7.5. Proposición.
(i) Si V es un espacio con producto interno, entonces la función identidad idV ∶ V → V posee

función adjunta y

(idV)∗ = idV .

(ii) Si V ,W y U son espacios vectoriales con producto interno y f ∶ V → W y g ∶ W → U son
funciones lineales que poseen funciones adjuntas, entonces la composición g ○ f ∶ V → U posee
función adjunta y

(g ○ f )∗ = f ∗ ○ g∗.

Demostración. Para ver la primera parte, es suûciente notar que si x e y son elementos de V se
tiene que

⟨idV(x), y⟩ = ⟨x , y⟩ = ⟨x , idV(y)⟩,

así que (idV)∗ = idV . Por otro lado, si f ∶ V →W y g ∶W → U son funciones lineales que poseen
funciones adjuntas, entonces para cada x ∈ V y cada y ∈ U se tiene que

⟨(g ○ f )(x), y⟩ = ⟨g( f (x)), y⟩ = ⟨ f (x), g∗(y)⟩ = ⟨x , f ∗(g∗(y))⟩ = ⟨x , ( f ∗ ○ g∗)(y)⟩.

Esto signiûca que g ○ f tiene como función adjunta a f ∗ ○ g∗.
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7.7.6. Teorema. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno. Si V tiene dimensión ûnita,
entonces Toda función lineal f ∶ V →W posee una función adjunta f ∗ ∶W → V .

Demostración. Si y ∈ V , la función

ψy ∶ x ∈ V ↦ ⟨ f (x), y⟩W ∈ k

es lineal, así que elTeorema 7.6.2 nos dice que existe un único un vector f ∗(y) ∈ V con la propiedad
de que para todo x ∈ V es ψy(x) = ⟨x , f ∗(y)⟩V , esto es, para todo y ∈ V es

⟨ f (x), y⟩V = ⟨x , f ∗(y)⟩W .

De esta forma tenemos deûnida una función f ∗ ∶W → V que satisface la identidad deseada. Para
terminar la prueba del teorema resta únicamentemostrar que f ∗ es lineal.

Sean y, y′ ∈W . Para todo x ∈ V se tiene que

⟨x , f ∗(y + y′)⟩V = ⟨ f (x), y + y′⟩W = ⟨ f (x), y⟩W + ⟨ f (x), y′⟩W
= ⟨x , f ∗(y)⟩W + ⟨x , f ∗(y′)⟩W = ⟨x , f ∗(y) + f ∗(y)⟩W ,

así que f ∗(y + y′) = f ∗(y) + f ∗(y′). Por otro lado, si y ∈ W y λ ∈ k, para cada x ∈ W tenemos
que

⟨x , f ∗(λy)⟩V = ⟨ f (x), λy⟩W = ⟨λ f (x), y⟩W = ⟨ f (λx), y⟩W = ⟨λx , f ∗(y)⟩V
= ⟨x , λ f ∗(y)⟩V ,

demanera que f ∗(λw) = λ f ∗(w). Concluimos que f ∗ es lineal, como queríamos.

7.7.7. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno de dimensiones ûnita y
positivas m y n y sean B y B′ bases ordenadas ortonormales de V y deW , respectivamente. Si
f ∶ V →W es una función lineal, entonces lamatriz de la función adjunta f ∗ ∶W → V con respecto
a las bases B′ y B es

[ f ∗]B′
B = ([ f ]BB′)t.

Demostración. Supongamos que las bases de V y deW son B = (x1, . . . , xm) yB′ = (y1, . . . , yn),
y que [ f ]BB′ = (ai, j) ∈Mn,m(k). Si i ∈ ⟦m⟧ y j ∈ ⟦n⟧, es

⟨ f ∗(y j), xi⟩ = ⟨xi , f ∗(y j)⟩ = ⟨ f (xi), y j⟩ = ⟨
m
∑
k=1
ak,i yk , y j⟩ =

m
∑
k=1
ak,i⟨yk , y j⟩ = a j,i

porque la baseB′ es ortonormal y entonces ⟨ f ∗(y j), xi⟩ = a j,i . De acuerdo al Corolario 7.3.6, se
sigue de esto que

f ∗(y j) =
m
∑
i=1
a j,i xi

y entonces lamatriz de f ∗ con respecto a las bases B′ y B es (a j,i)i, j, esto es, lamatriz que se
obtiene de [ f ]BB′ transponiendo y conjugando, como aûrma la proposición.
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7.7.8. Ejemplo. Es importante observar que la igualdad que aûrma la Proposición 7.7.7 no es cierta,
en general, si las bases consideradas no son ortonormales. Demos un ejemplo de esto.

Consideremos el espacio vectorial k2 dotado de su producto interno estándar y la matriz
A = ( 0 1

0 0 ) ∈M2(k), y sea f ∶ x ∈ k2 ↦ Ax ∈ k2. Si B = (e1, e2) es la base ordenada estándar de k2,
entonces sabemos que [ f ]BB = A y, como B es de hecho una base ortonormal, que [ f ∗]BB = At,
lamatriz transpuesta de A. En cambio, si ponemos e′2 = e1 + e2, entonces B′ = (e1, e′2) también es
una base ordenada de k2, se tiene que [ f ]B′

B′ = ( 0 1
0 0 ) mientras que [ f ∗]B′

B′ = ( −1 0
1 0 ). ◇

7.7.9. Proposición. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno y sea f ∶ V → W una
función lineal que posee adjunta. Entonces

(i) Nu( f ∗) = Im( f )⊥,
(ii) Im( f ∗) ⊆ Nu( f )⊥, y
(iii) Im( f ∗)⊥ ⊆ Nu( f ∗).

Si V tiene dimensión ûnita, entonces se tiene además que
(iv) Im( f ∗) = Nu( f )⊥.

Demostración. (i) Sea x ∈ Nu( f ∗). Si y ∈ Im( f ), de manera que existe z ∈ V tal que f (z) = y,
entonces ⟨y, x⟩ = ⟨ f (z), x⟩ = ⟨z, f ∗(x)⟩ = 0. Esto nos dice que x ∈ Im( f )⊥. Recíprocamente,
si x ∈ Im(() f )⊥, se tiene que para todo y ∈ V es ⟨y, f ∗(x)⟩ = ⟨ f (y), x⟩ = 0, así que f ∗(x) = 0,
esto es, x ∈ Nu( f ∗).

(ii) Sea x ∈ Im( f ∗), demanera que existe y ∈ V tal que x = f ∗(y). Para cada z ∈ Nu( f ) es
⟨z, x⟩ = ⟨z, f ∗(y)⟩ = ⟨ f (z), x⟩ = 0, así que x ∈ Nu( f )⊥: hemos probado que Im( f ∗) ⊆ Nu( f )⊥.

(iii) Sea x ∈ Im( f ∗)⊥. Si y ∈ V , entonces ⟨ f (x), y⟩ = ⟨x , f ∗(y)⟩ = 0, así que f (x) = 0. Vemos
de esta forma que Im( f ∗)⊥ ⊆ Nu( f ∗).

(iv) Si V tiene dimensión ûnita, usando la Proposición 7.4.2(iii) y la Proposición 7.4.4 y las
partes (ii) y (iii) de esta proposición, tenemos que Nu( f ∗)⊥ ⊆ Im( f ∗)⊥⊥ = Im( f ∗).

7.7.10. Ejemplo. La igualdad de la parte (iv) de la Proposición 7.7.9 en general no vale. Hacer. ◇

§8. Funciones lineales autoadjuntas

7.8.1. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si f ∶ V → V es una función lineal que
posee adjunta f ∗, decimos que f es autoadjunta si f ∗ = f . En otras palabras, la función lineal f
es autoadjunta si y solamente si para cada x, y ∈ V si tiene que

⟨ f (x), y⟩ = ⟨x , f (y)⟩.
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7.8.2. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita y seaB

una base ortonormal de V . Una función lineal f ∶ V → V es autoadjunta si y solamente si

[ f ]BB = ([ f ]BB)t.

En particular,
(i) si k = R, f es autoadjunta si y solamente si lamatriz [ f ]BB es simétrica, y
(ii) si k = C, f es autoadjunta si y solamente si lamatriz [ f ]BB es hermitiana.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de la Proposición 7.7.7 y de que dos transfor-
maciones lineales V → V son iguales si y solamente si sus matrices con respecto a la base B

coinciden.

7.8.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea p ∶ V → V un proyector.
Entonces p es ortogonal si y solamente si es autoadjunto.

Demostración. Supongamos primero que el proyector p es ortogonal. Sean x, y ∈ V . Como
V = Im(p)⊕Nu(p), existen x′, y′ ∈ Im(p) y x′′, y′′ ∈ Nu(p) tales que x = x′ + x′′ e y = y′ + y′′.
Más aún, p(x) = x′, p(y) = y′ y, como por hipótesis es Im(p) ⊥ Nu(p), es ⟨x′, y′′⟩ = ⟨x′′, y′⟩ = 0.
Usando todo esto, vemos que

⟨p(x), y⟩ = ⟨x′, y′ + y′′⟩ = ⟨x′, y′⟩ + ⟨x′, y′′⟩ = ⟨x′, y′⟩ = ⟨x′, y′⟩ + ⟨x′′, y′⟩
= ⟨x′ + x′′, y′⟩ = ⟨x , p(y)⟩.

Esto nos dice que p posee adjunta y que, de hecho, p∗ = p.
Supongamos ahora que p es autoadjunto. Sean x ∈ Im(p) e y ∈ Nu(p). Como p es autoadjunto,

⟨x , y⟩ = ⟨p(x), y⟩ = ⟨x , p(y)⟩ = 0.

Esto nos dice que x ⊥ y y, en deûnitiva, que Im(p) ⊥ Nu(p).

7.8.4. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea f ∶ V → V una función
lineal autoadjunta.

(i) Todo autovalor de f es real.
(ii) Si x, y ∈ V son autovectores de f correspondientes a autovalores distintos, entonces x ⊥ y.

Demostración. (i) Sea λ ∈ k un autovalor y sea x ∈ V un autovector de f de autovalor λ. Entonces

λ⟨x , x⟩ = ⟨λx , x⟩ = ⟨ f (x), x⟩ = ⟨x , f (x)⟩ = ⟨x , λx⟩ = λ⟨x , x⟩

y, como ⟨x , x⟩ ≠ 0, esto implica que λ = λ, esto es, que λ ∈ R.
(ii) Supongamos que x, y ∈ V son autovectores de autovalores λ, µ ∈ k, respectivamente, y

que λ ≠ µ. De la parte (i) sabemos que λ, µ ∈ R y entonces

λ⟨x , y⟩ = ⟨λx , y⟩ = ⟨ f (x), y⟩ = ⟨x , f (y)⟩ = ⟨x , µy⟩ = µ⟨x , y⟩ = µ⟨x , y⟩.

Vemos así que (λ − µ)⟨v ,w⟩ = 0 y, como λ ≠ µ, que ⟨v ,w⟩ = 0.
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7.8.5. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita. Una
función lineal f ∶ V → V que es autoadjunta posee un autovalor.

Demostración. Si k = C, ya sabemos que todo endomorûsmo de un espacio vectorial de dimensión
ûnita tiene un autovalor, ya que el cuerpo C es algebraicamente cerrado. Nos queda entonces
solamente considerar el caso en que k = R.

Sea n = dimV , sea B una base ortonormal de V y sea A = [ f ]BB ∈ Mn(R). Como f es
autoadjunta, la matriz A es simétrica. Consideremos el endomorûsmo g ∶ x ∈ Cn ↦ Ax ∈ Cn

del espacio vectorial complejo Cn y seaB′ la base ordenada estándar de Cn. Si dotamos a Cn de
su producto interno estándar, la baseB′ es ortonormal, así que, como [g]B′

B′ = A es unamatriz
hermitiana (ya que es simétrica y real), la función g es autoadjunta y todos sus autovalores son
reales. Esto implica que el polinomio característico χg de g tiene todas sus raíces reales. Como
este polinomio coincide con el polinomio característico χA de A y éste último con el polinomio
característico χ f de f , vemos que χ f tiene sus raíces en R: esto nos dice que f posee algún
autovalor.

7.8.6. Podemos ahora probar el resultadomás importante sobre las funciones lineales autoadjuntas:
son diagonalizables.

Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita. Si f ∶ V → V
es una función lineal autoadjunta, existe una base ortonormal B cuyos elementos son autovectores
de f y, en particular, lamatriz [ f ]BB es diagonal.

Demostración. Hacemos inducción en dimV . Es claro que cuando dimV = 0 no hay nada que
probar, así que supongamos que dimV > 0.

Sea f ∶ V → V una función lineal autoadjunta. De acuerdo a la proposición anterior, existe
un autovalor λ ∈ k y entonces existe x1 ∈ V ∖ 0 tal que f (x1) = λx1. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ∥x1∥ = 1; si ése no fuese el caso, podríamos simplemente reemplazar a x1

por el vector x1/∥x1∥.
SeaW = ⟨x1⟩⊥. Si x ∈W , entonces

⟨ f (x), x1⟩ = ⟨x , f (x1)⟩ = ⟨x , λx1⟩ = λ⟨x , x1⟩ = 0,

demanera que f (x) ∈W : esto nos dice que el subespacio W es f -invariante. Dotemos aW del
producto interno que se obtiene restringiendo el deV y sea fW ∶W →W la restricción de f aW . Es
inmediato ver que fW es entonces un endomorûsmo autoadjunto deW y, como dimW = dimV−1,
inductivamente podemos suponer que hay una base ordenada ortonormal (x2, . . . , xn) de W
cuyos elementos son autovectores de fW . Por supuesto, se sigue inmediatamente de esto que
B = (x1, . . . , xn) es una base ordenada ortonormal de V cuyos elementos son autovectores de f ,
lo que prueba la proposición.

7.8.7. Corolario. Sea V un espacio vectorial con producto interno y de dimensión ûnita y sea
f ∶ V → V una función lineal. La función f es autoadjunta si y solamente si existe una base
ordenada ortonormal B de V tal que lamatriz [ f ]BB es diagonal y real.
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Demostración. La necesidad de la condición es consecuencia de la Proposición 7.8.6 y de la
Proposición 7.8.4(i). La suûciente, por su parte, sigue inmediatamente de la Proposición 7.7.7.

§9. Funciones lineales normales

7.9.1. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Una función lineal f ∶ V → V es normal
si posee adjunta f ∗ y

f ∗ f = f f ∗.

Es claro que si f ∶ V → V es autoadjunta, demanera que f ∗ = f , entonces f es normal: en ese
caso es f ∗ f = f 2 = f f ∗. La implicación recíproca es falsa.

7.9.2. Ejemplo. Consideremos aR2 dotado de su producto interno usual y seaB la base ordenada
estándar de R2. Sea α ∈ R y sea f ∶ R2 → R2 la función lineal tal que

[ f ]BB = ( cos α sin α
− sin α cos α

)

Como B es una base ortonormal, sabemos que

[ f ∗]BB = ([ f ]BB)t = (cos α − sin α
sin α cos α

) ,

y un cálculo inmediato muestra que [ f ∗]BB[ f ]BB = I2 = [ f ]BB[ f ∗]BB , la matriz identidad, de
manera que f ∗ f = f f ∗ = idV . Así, f es normal cualquiera sea α ∈ R. Es claro, por otro lado, que
f ∗ ≠ f si el número α no es un múltiplo entero de π. ◇

7.9.3. Proposición. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sea f ∶ V → V una función
lineal normal y sean x ∈ V y λ ∈ k. Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) x es un autovector para f de autovalor λ.
(b) x es un autovector para f ∗ de autovalor λ.

Demostración. Sea g = f − λidV . Sabemos que g posee adjunta y que g∗ = f ∗ − λidV y, como f es
normal, es inmediato veriûcar que g es normal. Usando esto, tenemos que

∥g(x)∥2 = ⟨g(x), g(x)⟩ = ⟨x , g∗(g(x))⟩ = ⟨x , g(g∗(x))⟩ = ⟨g∗(x), g∗(x)⟩ = ∥g∗(x)∥2.

Esto nos dice que g(v) = 0 sii g∗(v) = 0, es decir, que f (v) = λv si y solamente si f ∗(v) = λv, que
es precisamente lo que aûrma la proposición.
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7.9.4. Teorema. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimensión ûnita. Si
f ∶ V → V es una función lineal normal, entonces existe una base ortonormal de V cuyos elementos
son autovectores de f .

Demostración. Hagamos inducción con respecto a la dimensión de V , notando que si V = 0 no
hay nada que probar. Como C es algebraicamente cerrado, sabemos que existen λ ∈ C y x ∈ V
tales que ∥x∥ = 1 y f (x) = λx. De la Proposición 7.9.3, entonces, vale también que f ∗(x) = λx.

SeaW = ⟨x⟩⊥. Si y ∈W , entonces y ⊥ x y tenemos que

⟨ f (y), x⟩ = ⟨y, f ∗(x)⟩ = ⟨y, λx⟩ = λ⟨y, x⟩ = 0

y

⟨ f ∗(y), x⟩ = ⟨y, f (x)⟩ = ⟨y, λx⟩ = λ⟨y, x⟩ = 0.

Vemos así que el subespacio W es f - y f ∗-invariante y que, en particular, podemos considerar las
restricciones fW , ( f ∗)W ∶W →W . Es inmediato veriûcar que fW posee una adjunta y que, de
hecho, ( fW)∗ = ( f ∗)W . Más aún, la función fW es normal.

Como dimW = dimV − 1, podemos suponer que el teorema el cierto para fW y, entonces,
que existe una base ortonormal B′ deW formada por autovectores de fW . Es claro entonces que
B = {x} ∪B′ es una base ortonormal de V formada por autovectores de f .

7.9.5. Corolario. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimensión ûnita y
sea f ∶ V → V una transformación lineal. Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) La función f es normal.
(b) Existe una base ortonormal B de V formada por autovectores de f .

Demostración. La implicación (a)⇒ (b) es el contenido del Teorema 7.9.4. Veamos la recíproca.
Si B es una base ortonormal formada por autovectores de f , entonces lamatriz [ f ]BB es diagonal
y lo mismo es cierto de lamatriz [ f ∗]BB = ([ f ]BB)t. Esto implica que estas dos matrices [ f ]BB y
[ f ∗]BB conmutan y, por lo tanto, que f y f ∗ conmutan: en otras palabras, f es normal.

7.9.6. El siguiente resultado es conocido como elTeorema espectral para transformaciones normales:

Proposición. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimensión ûnita y sea
f ∶ V → V una transformación lineal normal. Sean λ1, . . . , λn ∈ C los autovalores distintos de f
y para cada i ∈ ⟦n⟧ sea Vi = Nu( f − λi idV) y pi ∶ V → V el proyector ortogonal de imagen Vi .
Entonces:

(i) Si i, j ∈ ⟦n⟧ son distintos, entonces Vi ⊥ Vj y pi p j = 0.
(ii) Hay una descomposición en suma directa V = V1 ⊕⋯⊕ Vn.
(iii) Se tiene que idV = p1 +⋯ + pn y f = λ1p1 +⋯ + λnpn.

Demostración. Si i, j ∈ ⟦n⟧ son distintos y x ∈ Vi ∖ 0 e y ∈ Vj ∖ 0, entonces x e y son autovectores
de f de autovalores λi y λ j y la Proposición 7.9.3 nos dice que f ∗(y) = λ jy y que, en consecuencia,

λi⟨x , y⟩ = ⟨λix , y⟩ = ⟨ f (x), y⟩ = ⟨x , f ∗(y)⟩ = ⟨x , λ jy⟩ = λ j⟨x , y⟩. (14)
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Como λi ≠ λ j, esto implica que ⟨x , y⟩ = 0. Concluimos de esta forma que Vi ⊥ Vj y, usando la
Proposición 7.5.5, que pi p j = 0. Más aún, de acuerdo alTeorema 7.9.4, hay una base de autovectores
de V así que, de hecho, es V =⊕n

i=1 Vi .
Si x ∈ V , entonces existen x1 ∈ V1, . . . , xn ∈ Vn tales que x = x1 +⋯ + xn. Si i, j ∈ ⟦n⟧, se tiene

que

pi(x j) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xi , si i = j;
0, en caso contrario.

En efecto, en el primer caso esto es así porque x j ∈ Vi y pi es el proyector ortogonal con imagen Vi ,
en el segundo porque x j ∈ Vj ⊆ V⊥i = Nu(()pi). Como consecuencia de esto se tiene que

(p1 +⋯ + pn)(x) =
n
∑
i=1

n
∑
j=1

pi(x j) =
n
∑
i=1

pi(xi) = x

y

(λ1p1 +⋯ + λnpn)(x) =
n
∑
i=1

n
∑
j=1

λi pi(x j) =
n
∑
i=1

λi pi(xi) =
n
∑
i=1

λixi

=
n
∑
i=1
f (xi) = f (

n
∑
i=1

xi) = f (x)

y esto implica que p1 +⋯ + pn = idV y que λ1p1 +⋯ + λnpn = f .

7.9.7. Lema. Sea V un espacio vectorial, sean λ1, . . . , λn ∈ k escalares y sean p1, . . . , pn ∶ V → V
proyectores ortogonales tales que∑n

i=1 pi = idV y pi p j = 0 siempre que i, j ∈ ⟦n⟧ son distintos. Si
f = ∑n

i=1 λi pi , entonces para cada h ∈ k[X] es

h( f ) =
n
∑
i=1

h(λi)pi .

Demostración. Por linealidad, es suûciente probar la igualdad del enunciado para el caso particular
en que h = Xr es un monomio y hacemos esto procediendo por inducción en r.

Cuando r = 0, demanera que h = 1, la igualdad (14) vale porque por hipótesis es idV = ∑n
i=1 pi .

Por otro lado, si p = Xr+1, entonces

h( f ) = f r+1 = f r f = (
n
∑
i=1

λr
i pi)(

n
∑
j=1

λi pi) =
n
∑
i=1

n
∑
j=1

λr
i λ jpi p j

y, como pi p j = 0 si i ≠ j, esto es

=
n
∑
i=1

λr+1
i pi =

n
∑
i=1

h(λi)pi .

Esto completa la inducción.
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7.9.8. Proposición. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y de dimensión ûnita
y sea f ∶ V → V una función lineal. Las siguientes aûrmaciones son equivalentes:

(a) La función f es normal.
(b) Existe un polinomio h ∈ C[X] tal que f ∗ = p( f ).

Demostración. (b)⇒ (a) Si existe h ∈ C[X] tal que f ∗ = h( f ), entonces

f ∗ ○ f = h( f ) ○ f = (hX)( f ) = (Xh)( f ) = f ○ h( f ) = f ○ f ∗,

así que f es normal.
(a) ⇒ (b) De acuerdo al Teorema 7.9.6, hay escalares λ1, . . . , λn ∈ C distintos dos a dos y

proyectores ortogonales p1, . . . , pn ∶ V → V tales que pi p j = 0 cada vez que i, j ∈ ⟦n⟧ son distintos.
Consideremos el polinomio

h(X) =
n
∑
i=1

λi∏
1≤ j≤n
j≠i

X − λ j

λi − λ j
∈ C[X].

Es inmediato veriûcar que h(λi) = λi para cada i ∈ ⟦n⟧ y entonces, de acuerdo al Lema 7.9.7, se
tiene que

h( f ) =
n
∑
i=1

h(λi)pi =
n
∑
i=1

λi pi .

Por otro lado, como los proyectores pi son ortogonales y, entonces, autoadjuntos, tenemos que

f ∗ = (
n
∑
i=1

λi pi)
∗

=
n
∑
i=1

λi pi ,

Así, vemos que h( f ) = f ∗.

7.9.9. Ejemplo. En el Teorema 7.9.4 la hipótesis de que el espacio vectorial sea complejo es impor-
tante. En efecto, la función lineal f ∶ R2 → R2 construida en el Ejemplo 7.9.2 es normal cualquiera
sea α ∈ R pero no tiene ningún autovector si α no es un múltiplo entero de π. ◇
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