1.

Practica 6

Movimiento Browniano

Propiedades de trayectorias

. Probar que un proceso B = (B;)>0 es un movimiento Browniano en R? si y sélo si

satisface las siguientes condiciones:

e [3 tiene trayectorias continuas.

e B es un proceso Gaussiano, i.e. todas sus distribuciones finito-dimensionales
son normales multivariadas.

e E(B) = 0 para todot >0y Cov(Bs, B;) = min{s, t}-1; para todo par s,t > 0.

. Sea B = (B;);>0 un movimiento Browniano en R?. En todos los siguientes casos,

mostrar que el proceso W = (W), es también un movimiento Browniano en R?.

i. W,:=A- B, con A€ R™? ortogonal.
ii. W := ABy2; con X\ # 0.
iii. Wy:=tBi1sit#0y Wy=0.
Sugerencz’ta. Para probar la continuidad de W en ¢ = 0 para este tltimo caso,
recurrir al ejercicio anterior.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacion:

e ¢ denotara la clase de borelianos en C'(Rxg).
e B = (B;)i>0 serd un movimiento Browniano en R.

e Pg serd la medida de Wiener inducida por B en (C'(Rx), ©).
Definicion. Sea f : R>0 — R una funcion y v € [0, 1]. Decimos que:
o [ esy-Hélder en t si existen Cy ., 6, > 0 tales que si |s — t| < d;, entonces
[f(s) = F()] < Crpls — 7.
o f esy-Holder en [a,b] C Ry si existe Cyp, > 0 tal que si s,t € [a, b] entonces
f(s) = FO)] < Caprls —t[.
o f es localmente y-Hdilder si es y-Holder en [0, 7] para cualquier 7' > 0.

Denotaremos respectivamente por H.(t), H,([a,b]) y H, a la clase de dichas fun-
ciones. Notar que los tres conjuntos pertenecen a €. ;Por qué?



3. a) Dado T > 0 sea para cada n € N una particion del intervalo [0, 7]
P™={0=1" <t/ <... <t =T}

Probar que existe una constante C' > 0 tal que para todo n € N vale
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E (Z(Bt<.n> — B,m )* — T) < CT||P™|

i=1

y deducir que si ||[P™|| — 0 cuando n — +00 entonces
kn
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> (B = Byw)* —T.

i=1

b) Mostrar que si > _ |[|[P™| < 400 entonces Zfﬁl(Btm) —Bw)* —T.
2 i—1

neN ‘
¢) Deducir que casi seguramente B no es localmente y-Holder para ningtn v > %,
i.e.
Ps || JH, | =0
>3
Mostrar que, de hecho, casi seguramente no existe ningin intervalo [a, b] C Rxg

en donde B sea y-Holder en [a, b] para algin v > 1.

4. Probar que casi seguramente se tiene que

B B
lfm sup —= = 400 y lim inf — = —o0.

t—0+ \/7_5 =07 \/g

Deducir que Pg(H1(t)) = 0 para todo t > 0.

1
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En realidad, vale que Pg (U ’H;(t)) = 1 (B. Davis, 1983). Interpretar este resul-
>0
tado.

5. Probar que P(méxo<s<: Bs se alcanza en un tinico punto) = 1 para todo t > 0.
Deducir que casi seguramente cada valor extremo de B se alcanza una tnica vez.

6. Seax > 0ysea T, =nf{t >0: B, = z}. Probar que la variable aleatoria T, tiene
la misma distribucion que (5-)*. Verificar que E(T,") = +oc.

Comportamiento asintotico

1. Sea G = N;500(Bs : s > t) la o-dlgebra cola de B. Probar que GZ es trivial, i.e.
para todo A € G2 se tiene P(B € A) € {0,1}.

2. Probar que casi seguramente se tiene que

. B, .. . By
limsup — = +o0 y liminf — = —o0.
t—+o00 \/T_f t=+oo /T

3. Probar que B es puntualmente recurrente, i.e.

P(B~*({z}) es no acotado para todo » € R) = 1.



3. Ceros del movimiento Browniano

Sea Z ={t >0: B, =0} el conjunto de ceros de B.
1. Probar que Z es cerrado y casi seguramente no acotado.

2. Probar que casi seguramente Z tiene medida de Lebesgue nula.!

Sugerencia. Calcular E(|Z]) utilizando el Teorema de Fubini-Tonelli.

3. a) Parat > 0 sean los tiempos de parada
RY = mf{u>t: B, =0} y R® = mf{u> R" : B, = 0}.

Probar que P(R\” = R,El)) = 1.

b) Concluir que, salvo quizas por un evento de probabilidad nula, Z es perfecto,
i.e. no tiene puntos aislados. Recordar que en tal caso Z resulta no numerable.

4. Sea t > 0. Probar que, casi seguramente, el movimiento Browniano en una dimen-
sion no es diferenciable en ¢. |[En realidad, vale algo méas fuerte (Paley, Wiegner y
Zygmund, 1933): Casi seguramente, el movimiento Browniano en una dimension no
es diferenciable en ningun lado].

!, Es cierto que |Z| es una variable aleatoria? Va a necesitar responder esto para resolver el ejercicio.
Para ello, use que (f,w) +— B;(w) es B(R) ® F-medible. ;Cémo demostraria esto tltimo?



