
Probabilidades y Estadística (M) Práctica 12
2◦ cuatrimestre 2016 Procesos de Bernoulli y Poisson

1. Sea (X1, X2, . . . ) un proceso de Bernoulli de parámetro p.

a) Calcular la probabilidad de que haya menos de 5 éxitos entre los ensayos 27 ≤ i ≤ 47.

b) ¾Cuál es la probabilidad de que el tercer éxito haya ocurrido antes del ensayo 13?

c) ¾Cuál es la probabilidad que la tira de 15 dígitos 100010100110001 aparezca en los ensayos

101 ≤ i ≤ 115?

2. Sea Yi = instante del i-ésimo éxito. Calcule la probabilidad P (Yi = k).

3. Sea Rt = mı́n{i ≥ 0 : Xt+1 = 1}. Calcule P (Rt = k | Rt−1 = h).

4. Desarrollo binario. Consideremos el espacio de probabilidad (Ω = [0, 1),B[0, 1), P ) con P la

probabilidad uniforme. Para cada x ∈ [0, 1), consideramos el desarrollo binario 0, x1x2x3 . . . ,
tomando el desarrollo que contiene una cantidad in�nita de 0's. (Recordar Ejercicio 9, Práctica

10.)

De�nimos Xn(x) = xn.

a) Calcular la probabilidad del evento {x : X1 = s1, . . . , Xn = sn} con si ∈ {0, 1}. ¾Qué

intervalo representa?

b) Escribir el evento {X2 = 1} como unión de intervalos.

c) Probar que Xi es una variable aleatoria Bernoulli y hallar el parámetro p.

d) Dados I, J ⊂ N, se de�ne AI,J = {x ∈ [0, 1) : xi = 1 si i ∈ I;xj = 0 si j ∈ J}. Calcular la
probabilidad de AI,J en función de los cardinales | I |, | J |.

5. En las condiciones del ejercicio anterior, sea Sn(x) = #{i : xi = 1, 1 ≤ i ≤ n}. Sea X̄n = Sn/n.
De�nimos pa(x) = proporción asintótica de 1's en x como el límite de X̄n(x) cuando n→∞, si

el límite existe.

a) Hallar la probabilidad de {x : x tiene una cantidad �nita de 0's en el desarrollo binario}
b) Calcular P (x : pa(x) = 1/2).

c) Calcular P (x : pa(x) = 1/3).

6. Dadas X l
i ∼ Bernoulli(λ/l) con i ∈ N, sea el proceso binomial rescalado (Sl

t, t ≥ 0) de�nido por

Sl
t :=

∑
i:i≤ltX

l
i .

a) Demostrar que los incrementos Sl
t convergen en distribución a los incrementos de un proceso

de Poisson:

Sl
t+h − Sl

t
dist−−→ Nt+h −Nt

b) Sean Y l
i los instantes de crecimiento de Sl

t:

Y l
i := mı́n{t > Y l

i−1 : Sl
t − Sl

t−1 = 1}

Usando que lY l
i tiene distribución binomial negativa, demostrar que Y l

i converge en distri-

bución a una Gama(i, λ).

7. De�nimos el proceso de tiempos entre llegadas (T l
i : i ≥ 0) por

T l
i := Y l

i − Y l
i−1

a) Demostrar que T l
i son iid con distribución P (T l

i > t) = (1−λ/l)tl. Concluir que los tiempos

entre llegadas de un proceso de Poisson son iid exponenciales λ.

b) Demostrar que si Ti iid exponenciales(λ), entonces Yj =
∑j

i=1 Ti tiene distribución Gama(j, λ).

c) Sea

Nt := máx{n ≥ 0 : Yn < t}.
Probar que Nt ∼ P(λt).
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