Inferencia estadistica — Tests de hipotesis

Hasta ahora hemos visto como obtener, a partir de una muestra, un estimador puntual o
un intervalo de confianza para un parametro 0, ya sea la media, la varianza o la
proporcion poblacionales. Frecuentemente el objetivo del estudio es decidir, en base a
la informacidn que provee la muestra, entre dos hipotesis relativas a un parametro.

Ejemplo:

Las aguas minerales pueden clasificarse de acuerdo a su contenido mineral en calcicas,
magnésicas, hiposddicas, fluoradas o carbodnicas. Para que pueda ser calificada como
magnésica, con lo cual podria ayudar en los tratamientos de la osteoporosis o en la re-
mineralizacion dsea, debe tener un contenido medio de magnesio mayor a de 50 mg/I.

Con el propdsito de evaluar la posibilidad de calificar una determinada marca de

agua mineral como magnésica, se desea estimar su contenido medio de magnesio

y se tomaron en forma independiente 25 muestras de dicha agua. El investigador analizé
en forma exploratoria los datos, concluyendo que el supuesto de normalidad es
razonable.
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Situacion 1:
Asumamos que obtuvo un promedio muestral de 50.35 mg/ly por el momento que se
sabe que el desvio estandar es 1 mg/I.

é¢Proveen estos datos evidencia de que el contenido medio de magnesio es superior a
50 mg/l o los resultados observados se deben simplemente al azar?

De acuerdo con la descripcidon, podriamos asumir que nuestros datos corresponden a
una muestra aleatoria, es decir que las 25 mediciones son independientes e

idénticamente distribuidas con una distribucion que podria asumirse normal, por lo
tanto corresponderian a

le"’ X25 independientes, donde X~ N(ul)

Entonces

>?~N(y,ij o 224 N

\1/25



éQué es lo que estamos tratando de decidir? Nuestras hipotesis se refieren a p, el
contenido medio de magnesio, y se podrian enunciar asi:

e 1 <50 mg/l. En este caso no se califica como magnésica
e 1 >50 mg/l. En este caso se la califica como magnésica

En primera instancia consideremos una version simplificada:

i) u=50mg/l. En este caso no se califica como magnésica
ii) 1 >50 mg/l. En este caso se la califica como magnésica



Si el verdadero contenido medio de magnesio en mg/l fuera 50, écudl seria la
probabilidad de que una v.a. normal con media 50 y varianza 1/25 tomase un valor igual
0 mayor aun que el observado, 50.35?

X =50 5035 50

v1/25 \1/25

P(X >50.35)=P ( j 1— ®(1.75) = 0.04005916 = 0.04

Esta probabilidad se denomina p-valor.

éQué nos dice? Hubiese sido muy poco probable que se observase un valor promedio
tan extremo como el observado o mdas aun si la media verdadera fuera 50.



Consideremos la versidon simplificada:

iii) 1 = 50 mg/l. En este caso no se califica como magnésica
iv) 1 > 50 mg/l. En este caso se la califica como magnésica

A la primera hipotesis se la denomina hipotesis nula y se designa H,. Esta hipdtesis
implica que no habra cambio o que no hay efecto, es la hipotesis del status quo, o sea
del no cambio respecto a la situacion inicial. La segunda hipdtesis se denomina hipotesis
alternativa y se designa H; . Se la suele llamar la hipdtesis del investigador.

Expresadas en términos del parametro de interés las hipotesis del ejemplo seran

Ho: =50 VS. Hi:pu>50

Un test es una regla de decision basada en un estadistico o funcion de la muestra, en

este caso X,y en una zona de rechazo, es decir un conjunto de valores para los cudles
se rechaza la hipotesis nula H,.




é¢Como se elige la zona de rechazo?

Observemos que al tomar una decision en base a una muestra, podemos cometer dos
tipos de error.

No se rechaza H, | Se rechazaH,
H, es OK Error tipo |
cierta
H, no es Error tipo OK
cierta

Debido a la variabilidad muestral, es imposible construir tests en los cuales estemos
absolutamente seguros de tomar la decision correcta. Lo que podemos hacer es tratar
de mantener bajas las probabilidades de error.

Llamaremos nivel de significacion del test, y lo designaremos o, a la probabilidad de
error tipo | (en realidad a la maxima probabilidad de error tipo I) y designaremos B3 a la
probabilidad de error tipo Il.



Como el estadistico se construye bajo la condiciéon de que H, es verdadera, lo que
podemos controlar es la probabilidad de error tipo I. Elegiremos |la zona de rechazo del
test de manera de que la probabilidad de error tipo | sea un valor o predeterminado.

Volviendo al ejemplo, sabemos que, si H, fuera cierta,

X =50

v1/25

Notemos que rechazariamos H, para valores grandes de este cociente.

~N(0,1)

Si queremos que el test tenga nivel de significacion o = 0.05, usariamos la regla:

Rechazamos H, si

X0 >164

v1/25
X —50

De hecho: P(rechazar H, cuando p = 50)= PﬂsoL 195 21-64] =0.05
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Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.05. Si observamos un promedio igual a
50.35, el valor del estadistico es 1.75 y por lo tanto se rechaza H,, mientras que si
hubiésemos observado un promedio muestral igual a 50.25, el valor del estadistico
habria sido 1.25y no se rechazaria H,.



Si quisiéramos que el test tuviese un nivel de significacion o = 0.01, usariamos la regla

Rechazamos H, si

X905 032
1/5

Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.01.

Como hemos visto, al seleccionar la regidon de rechazo controlamos la probabilidad de
error tipo |, pero équé ocurre con el error tipo II?



Volvamos al test de nivel de significacion a = 0.05, con

Zona de rechazo

=05 164
1/5

Imaginemos la siguiente
Situacion 2

Supongamos gue en nuestro ejemplo observamos un contenido promedio de magnesio
en la muestra de tamafio 25 igual a 50.25 mg/l. En este caso, el estadistico del test
valdria 1.25, es decir

50.25-50
1/5
y por lo tanto, no rechazamos H, , luego si estuviéramos cometiendo un error, éste seria
de tipo Il

=1.25



é¢Cuanto valdria esta probabilidad de cometer un error de tipo II?
Esta pregunta no la podemos responder si no fijamos un valor determinado de Ia

hipotesis alternativa.

Por ejemplo:

Queremos calcular la probabilidad de no rechazar la hipotesis nula si el verdadero
contenido medio de magnesio fuera 50.50 mg/|.

1
X —50.50 _ 1.64-5+50—50.50

1/5 1/5

X —50 o 1
P, 5050 (W < 1.64] = PﬂSO_SO(X <1.64. 5 + 50] =P 5050

X —50.50 X —50.50 50 -50.50
Pﬂ50_50[ T —O.86j - PMOBO( oo <L84r ): ®(~0.86) = 0.195

Es decir, que la probabilidad de error tipo Il para el valor de u = 50.50 es
aproximadamente 0.20.



Notemos que la probabilidad de no rechazar la hipotesis nula si el verdadero contenido
medio de magnesio fuera p; quedaria:

1
a N2 1.64-=+50— u
X —50 o 1 X —u 5 1
P_ <164 |=P_ | X<1.64-—+50 |=P_ L<
””1( 1/5 j ””1( 5 j A 175 1/5

p [ 2= 16420 H ) grras 20"ty
“ml 105 1/5 1/5

Es decir, que la probabilidad de error tipo || como funcién de p,; es decreciente.



Definicidn: La funcién de potencia de un test, 7 (1), es la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula cuando el valor verdadero del parametro es 4.

Utilizando la funcion de potencia es posible obtener una expresion general para los dos
tipos de errores, pues

= [ i peH,
D) sipeH,

donde a(u) y flu) denota las probabilidades de error tipo | y tipo Il respectivamente
cuando el verdadero valor del parametro es .



Notemos que en nuestro ejemplo resulta:

X — X - 50— 50
ﬂ(y):Pﬂ(X1/55021.64j=Pﬂ[ 1/5” >1.64+ :j:1—®(1.64+

a

o % ()

o
o

Funcion creciente de u

oz

on
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El comportamiento de 7 (1) justifica que usemos el test disefiado para
Ho: =50 VS. Hi:pu>50

también para Ho: u< 50 VS. Hy:u>50
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Tipos de hipdtesis a testear:

Hipdtesis unilaterales:

Ho: L= Mo (0 1 < o) VS. Hi: u> e
Ho: L= Mo (0 12> o) VS. Hi: u< po

Hipotesis bilaterales:
Ho: L= Lo VS. Hi: 1 # o

La forma de la region de rechazo dependera de la hipdtesis alternativa a testear.

Asi, en el ejemplo presentado anteriormente, la zona de rechazo consiste en un
intervalo de valores en la cola derecha de la distribucidon porque la hipétesis alternativa

es de la forma 4> 4,.



Tests de hipodtesis de nivel a para los parametros de la distribucion normal:

Sea X1 X5, X\, una m.a. de una distribucién N(uz,c5?).

. . o 2 2
Tests para la media cuando la varianza es conocida: Supongamos que o° =0, es
conocida y consideremos las siguientes hipotesis

a) Ho: tt= o (0 1< 1) vs.  Hytu> 1y
b) Ho: 1= tto (O,,uz/uo) Vs. Hi g < pho
c) Ho: = 1t vs.  Hiu# u,

)T—,Llo

0

Estadistico del test: Z =+/n Bajo Ho: 1= 1o, Z ~ N(0,1)

Region de rechazo: Como dijimos, la zona de rechazo depende de la hipodtesis
alternativa. Estara dada, en cada caso, por

a) L2>1, b) L<-1, C)‘Z‘ZZaIZ



Veamos el caso c)

Observemos que, asi como la forma de la region de rechazo depende de la alternativa,
su tamano depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso c). Como la alternativa

es U#* U,, la forma de la region es ‘T‘Z K| pero como la probabilidad de rechazar H,
siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser a,

2sza<:>1—Pﬂo(

S 1-D(K)+D(-K) = a & 2(1- D(K)) = a < D(K) =1—% osK=z,,

\/ﬁx_luo

o)

X
<KJ:1—P%£—K<\/H o <K]:a

o)

(0] 0]



Funcidon de potencia: La notacidn Pﬂ , como ya hemos visto, indicara la probabilidad
cuando el valor verdadero del parametro es 4 .

a) 71)=P, p
/4F /Kf

>z+ —1CI)z+

b Xon
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Observemos que esta funcion es creciente y 7(u,) =a, entonces, si K4 < i,

Por esta razon el test es de nivel a para las hipotesis

Ho: <, vs  Hitu>

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.

_/uo< Z o) —HT U~ /uo< Z

by 7(1) = p
1 /f

=P -2, + £

(A N

m(u)<a,
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Observemos que esta funcién es decreciente y 7(u,) =, entonces, si > i,
m(u) <o . Por esta razon el test es de nivel o para las hipdtesis

Ho: 42, vs  Hit <t

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.



o 7() =P,

~1-P

— K

>2,,, |=1-P,|[=—
/f /f
X —p+u—p,
7 _Za/2< G/ <Z0{/2
Jn
[ a/2+ <>(_lu<zoz/2+
5 R /f
+d —za,2+ﬂ _

(o}
/n

0o~ M
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Observemos que esta funcion decrece hasta #, donde 7(x,) =« y crece a partir de alli.



Tamano de muestra requerido para obtener una probabilidad de error tipo Il
dada para un valor de u = u, en la alternativa:

Recordemos que el error de tipo Il se define como “no rechazar la hipdtesis nula H,
cuando es falsa”. Buscamos el valor de n para que la probabilidad de error tipo Il sea
menor que B cuando u = p; es un valor fijo en H;. Consideremos el caso de nuestro
ejemplo.

Vimos que cuando n=25 la probabilidad de no rechazar la hipdtesis nula si el verdadero
contenido medio de magnesio fuera 50.50 mg/|.

P aoso (ﬂ < 1.64] =P, oso [m <164+ w} ~ (-0.86) =0.195

\1/25 \1/25 \1/25

Si mantenemos el nivel en 0.05, la varianza es 1y fijamos el valor de la alternativa en
i =50.50 mg/l, épodriamos lograr de alguna forma que esta probabilidad fuera menor?
Notemos que también depende del tamano muestral.

éCual deberia ser el tamano muestral si quisiéramos que esta probabilidad fuera a lo
sumo 0.10? Hagamos la cuenta.



Consideremos los distintos casos genéricos.

a) Ho: u<pu, vs Hiu>u,

zkﬂo <z, |fpel-n(w)<pon(w)21-p
\/_

Ho — Hh

,B<:>CD2+ <z, + <z

X — 1
" i ﬂ

Observemos que en este caso la alternativa es Hq: 1> 1, , por lo tanto, #, —#; <0 y se

obtiene
nz[(za — zlﬂ)aon :[(za + zﬁ)ao)2
Hy — H, Hy — H,




b) Consideremos  Hy: p>u, vs Hi:u< i,

>T_/uo
P, G/ >-1, |<pel-n(uw)<pfeon(u)21-4
Jn
oD -z, +0 " s ez + ey

Observemos que en este caso la alternativa es Hi: 1< i, , por lo tanto, 4, — Hy > 0vyse

obtiene
[(za +zﬂ)ao}2
n>
Hy —

c) Para el caso bilateral, el cdlculo del tamaifio de muestra se hace en forma aproximada,
despreciando la mas pequeiia de las dos probabilidades.



Tests para la media cuando la varianza es desconocida:

Supongamos ahora que la varianza es desconocida y consideremos las mismas hipotesis
sobre L.

Recordemos el resultado que vimos en el contexto de Intervalos de Confianza

Proposicién: Sea X;.X,.. X, una m.a. de una distribucién N(u, 6°), entonces

a) T-MeZl| = HEZEonoy
von) o
: > (X, - X
p) =R~ con st
o n—1
c) Xy §° sonindependientes




Las posibles hipotesis son:

a) Hotpt=po (O < pto) vs.  Hut > i
b) He:pt= 1 (0 4> 1) vs.  Hitu<
c) Ho: =t vs.  Hyt u# 1,

X —
Estadistico del test: T =vN S

Bajo Ho: 1= 1, , tenemos que T~ t,

Regidn de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipotesis alternativa. Estara dada, en cada caso, por

a) T 2 tn—l,a
b) T S _tn—l,a

C) ‘ T‘ 2 tn—l,a/Z



El tamano de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso

a). Como la alternativa es 4> 4,, la forma de la region es T>2K , pero como la
probabilidad de rechazar H, siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser a,

P (\/HX;”‘J ZKj:aal—Pﬂo(\/ﬁX;ﬂo sKj:a

ol-FK)=a=FR(K)=l-aoK=t,,,

donde F; designa la funcién de distribucion de una v.a. t con n-1 grados de libertad.



Funcion de potencia v cdlculo del tamano de muestra para obtener una probabilidad de
error tipo |l dada:

La funcion de potencia de este test es complicada porque la distribucion del estadistico
cuando p # U, es una distribucion t no central. Aunque hay tablas y graficos que
permiten obtener probabilidades para una distribucion de este tipo, no los
estudiaremos. Por la misma razon, no calcularemos tamafio de muestra para obtener
una probabilidad de error tipo Il dada para una alternativa fija.

Respecto al p-valor, cuando se utilizan tablas sélo es posible obtener una cota, ya que las

tablas proveen solamente algunos valores criticos de la distribucion t, a menos que se
utilice un pagquete como el R.

Veamos un ejemplo.



Tests para la varianza cuando la media es desconocida: Las hipotesis a testear son

Estadistico del test: 2 .

_ 2 2 2
Bajo H,: 0" =0,, tenemos que U~ An-

Regidn de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipotesis alternativa. En este caso, estara dada por

2
a) U ZZn—l,a
b) U S}(r?—l,l—a
Q) U2Ziaar OUS 2100



El tamano de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso
b). Como la alternativa es o’ <ao?, la forma de la regién es U <K, pero como la
probabilidad de rechazar H, siendo cierta (P(Error tipo |)) debe ser q,

2
P (wg KJza@Kzgﬁm

Og
(o)
0



Ejemplo: Se toman 25 determinaciones de la temperatura en cierto sector de un reactor,
obteniéndose

X=249C vy s=2.8C
Interesa saber, a nivel 0.05

a) si existe evidencia para decidir que la temperatura media en ese sector del reactor es
menor que 250°C . Calcular el p-valor.
b) si existe evidencia para decidir que la varianza de la temperatura en ese sector del

.~ )2
reactor es mayor que (2 C) :
a) Las hipotesis a testear son

Ho: £¢=250 (6 u > 250) vs Hi: u<250

El estadistico del testserd T = \/ﬁx_—ZSO

y la regidn de rechazo estara dada por los valores de T tales que



X —250
T= \/HT < _tn—1,0.05

En nuestro caso, n =25y por lo tanto —t,, o5 =—1.71 . Ademas el valor observado de T es
Tobs= -1.7857 y por lo tanto se rechaza H,, es decir que a nivel 0.05 encontramos

evidencia de que la temperatura media del reactor es menor que 250°C .

¢ Cuanto vale el p-valor? El p-valor lo calculamos como la probabilidad de observar un
valor tan extremo del estadistico como el observado o mas extremo aun, bajo H,.

En este ejemplo, rechazamos cuando observamos valores pequenos del estadistico, por
lo tanto calculamos

p—valor =P, (T <Togs )= P, (T <-1.7857)

u

siendo T = \/EX_TZSO ~1,



Con R o cualquier otro paquete que lo permita, podemos calcular esta probabilidad, si
solo disponemos de las tablas, en general nos tendremos que conformar con acotarla.
En R usariamos la funcidn pt:

pt(-1.7857,24)

[1] 0.04339571

es decir que el p-valor es 0.04339571. Esto quiere decir que rechazaremos H, cuando
realicemos un test de t como el que hemos hecho cuando el nivel de significacion sea
a>0.04339571, mientras que no rechazaremos H, cuando el nivel de significacion del
test de t sea 0<0.04339571. Asi , rechazamos parax=0.05, pero no rechazamos H, si
a=0.01.

b) Las hipdtesis a testear son
Hy: 0’ =4 (6 6°<4) vs Hy: 0’ >4

n-1)S?
El estadistico del test sera U = ( 02) ,




y la regidn de rechazo estara dada por los valores de U tales que

_(h-Dst

@) >
4 X n-1,005

En nuestro caso, n = 25 y por lo tanto x., .0 =36.42 . Como el valor observado de U es

Uons=47.04, se rechaza H,. Es decir, a nivel 0.05 hay evidencia de que la varianza de la
temperatura del reactor es mayor que (2cY.



Tests de hipotesis de nivel aproximado (o asintotico) o para la media de una
distribucion cualquiera:

Sea X, X,,.., X, una m.a. de una distribucion con media pu y varianza ¢° < o. Aplicando el
Teorema Central del Limite, sabemos que

X —

U
alx/ﬁ

1 5Z ~N(0,)

Ademas, utilizando la propiedad enunciada al construir intervalos de confianza de nivel
asintotico (1- o) para la media de una distribucién cualquiera,

- \
JnZ2TH 4 N -
o SN \MXS” 4, N(01)

(o

Por lo tanto, si n es suficientemente grande,



(a)
~ N(02)

ﬁxgﬂ

Supongamos que se desea testear a nivel aproximado o alguna de las hipodtesis
siguientes:

a)Hot 1= o (O < pt5) - vs  Hu > i
b)Ho: 1= i (6 4> 145)  vs  Hyt u<
) Ho: 1t = 1ty vs  Hi:u#

X — H,
S
siguientes regiones de rechazo proveen tests del nivel requerido para cada una de las

hipotesis:

y que n es suficientemente grande. Utilizando como estadistico T =/n , las

a) 122, p) T <-Z ) ‘T‘Zza,z

(04



Test de hipotesis de nivel aproximado (o asintdtico) o para una proporcion (parametro
p de la distribuciéon binomial):

Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion Bi(1,p). Entonces, X :in ~ Bi(n,p).
i=1

Aplicando el Teorema Central del Limite, si n es suficientemente grande,

X—-p

pd-p)
n

4 57 ~N(0))

siendo X la proporcion muestral o frecuencia relativa de éxitos.
Un test de nivel aproximado o para las hipotesis:

a)Ho:p=p, Vvs Hiup>p,
b)Ho:p=p, vs Hip<p,
c)Ho:p=p, vs Hup#p,



X_ po
se basa en el estadistico \/po(l_ D) - el cual, si H, es cierta, tiene distribucion

n
aproximada N(0,1). Las regiones de rechazo estaran dadas por

)?_po

a) ———21,
) P, A-p,)
n
) X — po <_—7
po(l_ po)
V n
X - p,

Ol [p,a-py)| "
n



Relacion entre tests de hipodtesis bilaterales e intervalos de confianza

Introduciremos esta relacion a través de un ejemplo. Sea X, X,,..., X, una m.a. de una
distribucion N(ux,0°). Sabemos que, cuando la varianza es desconocida, el intervalo de
confianza para u de nivel 1 - a esta dado por

— S
X S X +t —}

— S
' lLal2
|: \/ﬁ n-1,a \/ﬁ
Supongamos ahora que deseamos testear a nivel o las siguientes hipotesis:

Ho: L= o VS Hi: 1 # Lo

Dado que el intervalo construido contiene con alta probabilidad al valor verdadero de ,
Si U, no pertenece al intervalo, esto nos llevaria a sospechar que la hipdtesis nula es
falsa.



Es decir, podriamos construir un test de nivel a , rechazando Ho si u, no pertenece al

intervalo de confianza, dado que

o S - S
P(El)=P Bl X =t = X+t . ,—
(EI) Lo [,U { Lal2 P lLal?2 I D

)?thn_m,2 iDzl—(l—oc)za

Jn

X

S
l NEPOP ﬁ

=1-P, (ﬂo e{

Proposicién: Sea IC(X,,X,,...,X,) un intervalo de confianza de nivel 1 - a para un

parametro 0, obtenido a partir de una m.a. X, X,,..., X, . Consideremos el problema de
testear las hipotesis

Ho: 0 = 0, VS. Hy: 6 # 0,

El test que rechaza H, cuando 6, € IC(X, X,,.... X)), tiene nivel a.



Eiemplo: Sea X;,X,,...,X,una m.a. de una distribuciéon N(u,o°). Recordemos que
hemos obtenido el siguiente intervalo de confianza de nivel exacto 1 - o para ¢

|c :[(n—l)sz (n—1)32]

2 1 2
Xnidai2  Andi-al2

Si deseamos testear las hipotesis
2 2 2 2
Ho: 00 =0 VS. Hi: 0 # o

El test que rechaza H, si o°, € IC tiene nivel a.

Por lo tanto, revisitando el ejemplo que analizamos en las clases de IC de 49
observaciones independientes de una distribucién normal y tales que X=160 y =35y
el IC para o’ de nivel 0.95 resultaba

(48-352 48 - 357

, =(851.93,1912.20)
69.02 ' 30.75

( ya que Zr?—l,a/Z :st,o.ozs =69.02 YV ¥1114/2 = Xagoors =30.75 )1 si nos interesara testear

Ho: ©° = 800 vs. Hy: o # 800
con un nivel de significacién igual a 0.05, rechazariamos que H, en favor de la hipdtesis
Hy: o° # 800.




1 Test para comparar medias de dos muestras normales independientes

Sean Xy,..., Xy, ~ N (p1,01), e Y1,..., Y, ~ N (j12,03) dos muestras aleatorias independientes entre si. Se quiere

testear

Hy : iy — po = 6 versus alguna de las alternativas siguientes

Hy:py—p2#06  Hy:py—p2>90  Hy:ipy—pz <9

1.1 Caso varianzas conocidas

Estadistico del test



1.2 Caso varianzas desconocidas pero iguales

Estadistico del test

donde

) .S‘E (ﬂl — 1) + S% fﬂ-g — 1)
s e
P T —|-71-2—2

- 1 LS} —s
A rr— (?Z(xi ~X)P+



1.3 Caso varianzas desconocidas y no necesariamente iguales

En este caso tenemos el test de Welch que tiene nivel aproximado. Estadistico del test

Y_Y_ﬁ Aprox

donde

K =




2 Test para comparar varianzas de dos muestras normales independientes

Sean Xq,..., X, ~ N (,u,l,cr%) ,eYy,....Y,, ~ N (,ug:ag) dos muestras aleatorias independientes entre si. Se quiere
testear

a2 2

H,:0} # 03
Estadistico del test )
s
_é ~ Fn]—lsng—l
bajo Hy,

donde s, y sz estan definidos en (1) y (2) respectivamente.,



Veamos un ejemplo: Tenemos dos métodos para medir el contenido de hierro (%) en un mineral. Se
realizan 17 mediciones con el primer método y 20 con el segundo. Queremos comparar los dos
métodos, es decir si en media miden lo mismo o no.

metl
14.95310 15.14682 15.04426 15.01462 15.01715 15.05925 15.06192 15.03945 14.83784 14.90540
14.90021 14.98898 14.95323 15.08173 14.98018 15.16452 15.13923

met2
15.10411 15.00088 14.89470 14.92575 15.03312 14.97401 15.15059 15.10195 15.14152 15.13349
15.08503 15.30722 15.20021 15.27217 15.16294 15.07443 15.22297 14.94998 15.20076 15.07910

summary(metl)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
14.84 14.95 15.02 15.02 15.06 15.16
summary(met2)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

14.89 15.03 15.10 15.10 15.17 15.31
c(sd(metl),sd(met2))

0.09058205 0.11327112



boxplot(metl,met2, names=c(''metl","met2'"))
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El boxplot indicaria que los hay diferencias entre los dos métodos, ¢ esta diferencia es significativa?



Miremos si el supuesto de normalidad parece razonable:

ggnorm(metl,main="metl")
gqqline(metl)

ggnorm (met2 ,mai n:"metz'-)
qqline(met2)
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Comencemos por comparar las varianzas. Esto lo podemos realizar mediante el test de F y aplicaremos
la funcion var.test:

library(stats)
var .test(metl,met2, alternative=""two.sided")

F test to compare two variances

data: metl and met2

F = 0.6395, num df = 16, denom df = 19, p-value = 0.3707
alternative hypothesis: true ratio of variances i1s not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.246852 1.725411
sample estimates:

ratio of variances

0.6395079

No se rechaza el supuesto de igualdad de varianzas, el p-valor es 0.3707.

Observacion: aqui el calculo se hizo con el s> mas pequefio en el numerador, es decir que el cociente
sabemos que va a ser menor que 1, entonces el p-valor se calcula como

2*pF(0.6395,16,19)
[1] 0.3706808



Ahora apliqguemos un test t. Aplicamos el test que supone igualdad de varianzas:

t.test(mnetl,met2,var.equal=TRUE)
Two Sample t-test

data: metl and met2
t = -2.4543, df = 35, p-value = 0.01923
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-0.15313771 -0.01448578
sample estimates:
mean of x mean of y

15.01693 15.10075

Aplicamos el test basado en el estadistico de Welch:

t.test(mnetl,met2)
Welch Two Sample t-test

data: metl and met2
t = -2.4997, df = 34.891, p-value = 0.01728
alternative hypothesis: true difference iIn means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-0.15188612 -0.01573738
sample estimates:
mean of x mean of y

15.01693 15.10075



Volvamos al tema de la normalidad:

Lo que hicimos fue mirar el qgplot, sin embargo esto no nos da una medida de la chance de que

estemos tomando una decisién equivocada al concluir que lo datos son normales.
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Test de Shapiro-Wilk

Sea WN'la familia de de todas las distribuciones N(u,cz), con u real ,0>0. Consideremos una muestra
aleatoria Xy, X,,..., X, donde X; ~ F . Luego, las hipdtesis a testear son:

Ho: Fe IV vs. Hl: Fg NV

Con el estadistico de test de Shapiro-Wilk y su correspondiente p-valor podemos chequear la
hipotesis de normalidad y podemos rechazar el supuesto de normalidad si el p-valor que nos brinda
es muy pequeno.

En general, convenimos tomar como cota un p-valor superior a 0.20.

Esencialmente, lo que hace este test es medir cuan cerca de una recta esta la curva que describen
los puntos graficados en el QQ-plot.



shapiro.test(metl)
Shapiro-Wilk normality test

data: metl
W = 0.9771, p-value = 0.9262

shapiro.test(met2?)
Shapiro-Wilk normality test

data: met2
W = 0.9808, p-value = 0.9439

En nuestro ejemplo el p-valor del test de Shapiro-Wilk es 0.9262 en la muestra medida con el ler.
método y 0.9439 en la muestra tomada con el 2do.método, con lo cual no rechazamos el supuesto
de normalidad en ninguna de ellas.



Posibles datos

y=scan()

49.55501 48.48144 48.79543 49.88104 49.28334 51.06887 50.57707 50.97711 50.89593 50.40595 52.65257
51.57059 52.29821 51.19372 50.29875 51.80068 49.04034 51.57614 50.34602 48.30235 49.78565 50.32727
50.35069 49.75506 49.53066

mean(y)
[1] 50.35

var(x)
[1] 1.276493
> boxplot(y)

> ggnorm(y)
> qgline(y)



Normal Q-Q Plot
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