Ecuaciones Diferenciales — 2° cuatrimestre 2016
RESULTADOS PRELIMINARES

Ejercicio 1. Revisar los siguientes teoremas:

1. Teorema de la Funcién Inversa.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_function_theorem)

2. Teorema de la Funcién Implicita.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Implicit_function_theorem)

3. Teorema de Arzela — Ascoli.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem)

4. Teorema de la Particion de la Unidad.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Partition_of_unity)

5. Teorema de la divergencia de Gauss.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem)

Ejercicio 2. Revisar los siguientes teoremas:

1. Teorema de convergencia monétona de Beppo Levi.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Monotone_convergence_theorem)
2. Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Dominated_convergence_theorem)
3. Lema de Fatou.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Fatou’s_lemma)

Ejercicio 3 (Diferenciacion bajo el signo integral). Sean U C R"™ abierto, V' C R™ medible,
f:UxV — R medible y g € U.

1. Si f(z,-) € LYV) para |z — z0| < &, f(-,y) es diferenciable en |z — x| < ¢ para casi
todo y € V y existe g € L*(V) tal que |0, f(x,y)| < g(y) para todo |z — x| < ey
para casi todo y € V, con 1 < j < n fijo, entonces la funcion F(z) = fV f(x,y)dy es
derivable para |z — xo| < € respecto de z; y se tiene que

0,F () = [ 0, f(w.v)dy
v
2. Verificar que si 0, f es una funcién continua en U X V, con V abierto acotado, entonces
verifica las hipotesis del item anterior.

Ejercicio 4. Sean f,g: R — R derivables.
1. Si h: R — R es continua, calcular la derivada de
g(x)
Plz) = / h(s) ds.
f(@)
2. Si h: R? = R es continua y d1h es continua y acotada, calcular la derivada de
g(z)
G(z) = / h(z,s)ds.
f(@)

Ejercicio 5. Sean f, g: R® — R medibles y F': R"xR" — R medible. Demostrar los siguientes
resultados.

1. Desigualdad de Hélder: Si1 <p<ooy % + 1% = 1 entonces

[Fglle < 1 Fllpllglly -
1



2. Desigualdad de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

1f + gllp < [1f1lp + lgllp-
3. Desigualdad integral de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

</n /n )| dy>1/p§/n (/n’F(%y)!pdy)l/p da.

Ejercicio 6. Sean f € LP(R") y h € R™. Se define 7, f(z) := f(x+ h). Probar los siguientes
resultados.

1. Para 1 <p < oo, limy_yo ||7—nf — fll, = 0.
Pista: usar que C.(R™) es denso en LP(R"), 1 <p < co.
2. Mostrar que el item anterior no vale para p = co.

Ejercicio 7 (Desigualdad de Young). Sea f € L'(R"), g € LP(R"), 1 < p < co. Probar que
entonces f x g € LP(R™) con || f * g, < || fll1]lg]lp, donde el producto de convoluciéon f * g se
define como

fxg(x)= - flx—y)g(y) dy.

Ejercicio 8. Sea 1 < p < o0 ! el exponente conjugado (i.e. 1 + 4 =1 con la extension
J p yp p St

obvia 1 =00y £ =0). Si f € LP(R"), g € LP (R"), entonces f * g € L(R™) y se tiene que
0 Y %
I|f *glloo < | fllpllgllyy- Mas atin, f * g es uniformemente continua.

Ejercicio 9. Sean f € CK(R") (k € N), g € L _(R™). Entonces fxg € CK(R") y DY(fx*g) =
(D f) * g, para todo |a| < k.

Ejercicio 10 (Nucleo regularizante estandar). Se define la funcion p: R — R como
1
e -2 |t <1
plt) = i
0 [t| > 1
Probar que p € C2°(R).

Mostrar que si se define p.: R™ — R como

pe() := Einp <|:|> :

entonces p. € C°(R™) y sop(p:) C B:(0). A la familia {p.}.>0 se la denomina nicleo regula-
rizante estdndar.

Ejercicio 11 (Regularizacion por convolucién). Sea p € L'(R™) tal que

y para todo € > 0 se define

Probar que

1.Si felP(R"), 1<p<oo=|f*p:— fl[p >0sie—0.
2. Si f € L®(R™) y f es uniformemente continua en V' C R", entonces

sup |f * pe(x) — f(z)] = 0sie — 0,
zeV’
para todo V' CcC V.

3. Si f es continua y acotada en R", entonces f * p. tiende uniformemente a f en cada
compacto de R™.



4. Si ademéas p € CX(R"), f € LP(R") = f x p. € C°(R"™).
5. Calcular f * p: si f = X[4) ¥ p es la funcion del Ejercicio 10.

Ejercicio 12. Demostrar que C2°(R"™) es denso en LP(R™) (1 < p < o0). Pista: las funciones
de LP(R™) con soporte compacto son densas en LP(R™) (1 < p < 00).

Ejercicio 13. Sea U C R" medible. Probar que si f € LL (U) y Jiy fodz = 0 para toda
p € CX(U), entonces f =0 en casi todo punto.

Ejercicio 14. Probar que si f € L{, (R) y [; f¢' dz = 0 para toda ¢ € C2°(R), entonces f
resulta constante.

Pista: tomar g € C°(R) tal que [, g =1y para cada ¢ € C2°(R), se verifica que ¢(z) —
([ ©)g(x) es la derivada de una funcion C2°(R).
Ejercicio 15 (Formulas de Green). Sea U C R™ abierto con frontera de clase C*. El Teorema

de la divergencia de Gauss dice que si v: U — R", v = v(z) = (vi(z),...,va(7)), v; €
CHU)YNC%U), 1 <i<n, entonces

/divvdx:/ v-ndS,
U ouU

donde n = n(z) es el vector normal exterior unitario a U y
n
divv=V.v= Zam.
i=1

Usar dicho teorema para demostrar las Férmulas de Green: Si u,v € C*(U) N CYU),
entonces

(1°) / (vAu+ Vu - Vo)dr = / vOpu dS,
U oUu

(2°) / (vVAu — uAv) dzx = / (VOnu — udyv) dS,
U ou

donde Ohu =Vu-ny
Au=div(Vu) =V-Vu= Y du.
=1

Ejercicio 16. Sea U C R™ abierto con frontera de clase C!. Sean u,v € CY(U)NC(U). Usar
el Teorema de la divergencia de Gauss para probar la Férmula de integracion por partes

/u@wdwz—/@iuvdw—l—/ uvn; dS,
U U oU

donde n = (ny,...,n,) es el vector normal exterior unitario a oU.



