ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2016

PRACTICA 6 - ESPACIOS L?

Ejercicio 1. Sean F C R" medible y 1 < p; < ps < 4o00.
(a) Probar que si E tiene medida finita entonces LP?(E) C LP1(E).
(b) Mostrar con un ejemplo que la inclusiéon puede no valer si E tiene medida infinita.

(c) Probar que vale la reciproca de la afirmacién en (a).

Ejercicio 2. Sean F C R" medible de medida finita y f : E — C medible.
(a) Probar que limy o0 [|f]l, = [/l -

(b) Mostrar que el limite del item anterior puede no valer si la medida de E es infinita.

Ejercicio 3. Sean E C R" medibley f : R™ — R medible. Probar que paral < p,p’ < 400

tales que ]% + ]% =1 se tiene

I, = s é f(2)g(x)da

gEDf(E
donde Dy(E) :={g € L (E) : |lglly <1y / f(z)g(z)dz existe}.
E

Ejercicio 4.
(a) Mostrar que la funcién h : R™ — R definida por la férmula
1
h(CL‘) — elz?-1 si |SU‘ <1
0 si|z| > 1.
es de clase C*°.

(b) Probar que si f,g € L'(R") y alguna de las dos funciones tiene soporte compacto
entonces sop(f * g) C sop(f) + sop(g). Concluir que si f y g tienen ambas soporte
compacto entonces f x g también. ;Qué ocurre si ninguna de las dos funciones tiene
soporte compacto?

(c) Probar que si U,V C R" son abiertos tales que U C V y U es acotado entonces
existe una funcién f : R" — R de clase C§° tal que

flv=1 y flrn—v =0.1

Sugerencia. Considerar G abierto que satisfaga U C G C G C V y tomar f = ho*xqg
para £ > 0 adecuado, donde h.(x) = e~ "h(Z).

(d) Deducir que C§° es denso en LP(R™) para todo 1 < p < 4o00. /Y para p = 4007

!Denotamos por C§° al conjunto de todas las funciones de clase C°° con soporte compacto.



Ejercicio 5. Sea £ C R™ medible y 1 < p < +o0.
(a) Probar que el espacio LP(FE) es completo.

(b) {Para qué valores de p es LP(F) separable?

Ejercicio 6. Dada f € LP(R") con 1 < p < 400 y h € R" definimos la funcién f;, como
fa(@) o= f@— h).
Probar que f;, — f en LP(R"™) cuando ||h|| — 0. ;Es cierto esto para p = +00?
Ejercicio 7. Sean F C R”™ medible y 1 < r < p < s < +o0. Probar que para toda
[ E — C medible se tiene
IF1E < NI+ A1
Ejercicio 8. Demostrar las siguientes afirmaciones:
(a) Si f, — f en LP(E) para algiin 1 < p < 400 entonces f,—f sobre E.
(b) Si fn — fen LP(E), g, — gen LY (E) y % + z% = 1 entonces f,g, — fg en L'(E).
(c) Sim(E) < ooy fn = fen L*°(E) entonces f, — f en LP(E) paratodo 1 < p < 4o0.

Ejercicio 9. Para cada n € N definimos f,, : [0, 1] — R dada por la férmula

e O§x§%
0 %<m§1.

Mostrar que la sucesion (fy)nen tiene limite en casi todo punto no converge en LP([0,1])
para ningun 1 < p < +oo0.

Ejercicio 10. Sean E C R™ medible y (fn)nen € LP(E) con 1 < p < +o0.

(a) Probar que si f € LP(E) y |[fo — fllzr(m) — 0 entonces || fullLo(z)y = 1 fll e (2)-
(b) Si f, — f en casi todo punto de E entonces

[ fallerey = 1flleey = Wfa = fllLee) = 0.

Sugerencia. Verificar que la sucesion (g, )nen dada por

gn = 22T (| ful? + 1 FIP) = |fa = FIP

cae en las hipétesis del Lema de Fatou y aplicarlo.



Ejercicio 11. Sea k : R?® — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica

swp [ ey ey sw [ g)lds <c
l’ER" n yeR’n n

Probar que si 1 < p < +o00 entonces el operador K : LP(R") — LP(R™) dado por

K(f)(z)= [ k(z,y)f(y)dy

R"

esta bien definido y es continuo.

Ejercicio 12. Para 1 < p < +oo y E C R” medible tal que 0 < m(E) < +oo definimos

MszJ@Ayuwwf@

Demostrar las siguientes afirmaciones:

(@) p1 <p2 = Np[f] < Np,[f]-
(b) Nplf + g] < Np[f] + Nplgl.

1
(c) Sip estal que % + I% = 1 entonces m(E)

léWW@WSMW%M

(d) lim Np[f] = [ flloo-

p——+o00

Ejercicio 13. Sean £ C R"™ medible tal que 0 < m(E) < +ooy f € L*®(FE) con || f|lec > 0.
Consideremos la sucesion (ay)ren C R>¢ definida por

= $kI.
%—L;ﬂnd

Demost lim %t = :
emostrar que k—1>I—&1:loo ak Hf”oo

Ejercicio 14. Sea (fn)nen € LP para 1 < p < 400 tal que f, — f en casi todo punto.

(a) Probar que si sup,ey || fnllp < +00 entonces f € LP y ademads vale

[ btz [ f@rg(a)da

para toda g € L¥ con p’ tal que 1% + z% 1.

(b) (Es cierto este resultado para p = 17



Ejercicio 15. Probar que si f,, =& fen LP con 1 <p < 400y g, — ¢ puntualmente con
sup,en llgnlloo < 400 entonces f,,g, — fg en LP.

Ejercicio 16. Sea f : R” — C medible tal que para todo o > 0 se tiene
wla) =m{{z eR" : |f(x)| > a}) <c(l+a)P.

Probar que f € L"(R"™) para 0 < r < p.

Ejercicio 17. Sea E = [0, 3]. Probar que
(a) f(x) = wii(lnx_l)fi € LP(E) para 1 <p < +oo pero f & L"(E) sir > p.
(b) g(x) =Inz~! € LP(E) para 1 < p < +oo pero g ¢ L¥(E).

Ejercicio 18. Probar que f(x) = x*%(l + |Inz|)~! € L%(Rxq) pero que f ¢ LP(Rxo)
para ningun p tal que 1 < p < +ocoy p # 2.

Ejercicio 19. Dada f € LP(R") con 1 < p < +00, demostrar las siguientes afirmaciones:

@ ([ fa-ns@pa)” s 2],

[[A]l—=+o00

o) ([ 1re-m+s@pas)” s 21,

[[2[|—0

Ejercicio 20.

(a) Sean f e LP(R") y g € LP (R™) con 1 < p,p’ < +0o0 tales que satisfacen % + 1% =1.
Probar que la convolucién f * g estd bien definida y es una funcién uniformemente
continua y acotada.

(b) Demostrar que si £ C R" es un conjunto medible tal que 0 < |E| < 400 entonces
DE)={z—y:z,y € E}
tiene interior no vacio.

Sugerencia: Considerar xg * X_E-

Ejercicio 21. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2
fn(t) = h/ f(z)dx.
t—h/2

Probar que si f € L? entonces valen las siguientes afirmaciones:

(@) [fulloo < AP flp-



(b) fn € Ly [fnllp < £ 1lp-

(©) Ifull- < WY™=1P| f||, para cada 1 < p < 7.

(d) [[fn = fllp —— 0 para 1 < p < +o0.
h—0

Ejercicio 22. Sean 1 < p,p’ < 400 que satisfacen ;17 + ]% =1y una funcién f € LP(R").

Probar que si (fz)ren € LP(R™) es una sucesion tal que para toda g € LP' (R™) vale que

lim fr(@)g(x)de = | f(z)g(x)dx
—+o0 JRrn Rn

entonces | f|l, < liminfy o || fxllp-



