ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2016

PRACTICA 3 - INTEGRAL DE LEBESGUE

Ejercicio 1. Sea f : R" — R>( medible. Probar que para todo £ C R" medible
/ f(x)dx = sup {/ ole)der: 0< < f,p simple} .
E E

Ejercicio 2. Sean f : R” — R medible.

(a) Probar que si f es no negativa entonces para todo v € R™ vale

flz+v)dx = f(z)dz.
Rn Rn

Concluir que si £ C R" es medible entonces para todo v € R™ vale
/ flz+v)dx = f(z)dx.
E E+4v

(b) Probar quesi f es integrable sobre R™ entonces valen para f las mismas afirmaciones.
Ejercicio 3. Sean f : R” — R medible.
(a) Probar que si f es no negativa entonces para todo a € R vale
1
flaz)dz = |a”/n f(x)dx.

Concluir que si £ C R" es medible entonces para todo a € R.q vale

/Eﬂax)d:c = al|n /E f(z)dz.

(b) Probar quesi f es integrable sobre R™ entonces valen para f las mismas afirmaciones.

R

Ejercicio 4. Sea f : E — R integrable tal que [ f(z)dz = 0 para todo A C E medible.
Probar que f = 0 en casi todo punto de F.

Ejercicio 5. Sea f : E — R integrable tal que

‘ [ swyie| = [ (1.

Mostrar que f tiene signo constante en casi todo punto de F.

Ejercicio 6. Sean (f,)nen una sucesiéon de funciones integrables sobre £ C R™ medible y
f integrable sobre E.

(a) Probar que si EIE / |fn(2) — f(x)|dx = 0 entonces f, — f sobre E.
n o0 E

(b) (Vale la reciproca?



Ejercicio 7.
(a) Sea f:R-g — R integrable. Probar que existe (z,)nen C Rso tal que

lim z, =400 vy lim f(xz,)=0.

n—-+o0o n—-+o0o

(b) Mostrar que existe g continua e integrable sobre R~ tal que existe (zy)nen C Rso
que verifica

Jim an=oo vl lo(a)] = oo

Ejercicio 8. Sea f : R® — R integrable. Probar que

lim f(z)|dx = 0.
k=00 {xER”:\ka}‘ @)

Ejercicio 9.

(a) Sea (Ek)re(i,..ny una familia de conjuntos medibles contenidos en el intervalo [0, 1].
Probar que si para cada = € [0,1] el conjunto A, = {k € {1,...,n}:z € E}} tiene
por lo menos ¢ elementos entonces existe k € {1,...,n} tal que m(Ey) > %.

(b) Sean (FEp)nen una sucesién de conjuntos medibles de R™ y un nimero natural k.
Probar que si definimos

G ={z € R™ : z € E,, para al menos k valores de n}

entonces G es medible y m(G) < £ 320 m(E,).

Ejercicio 10.
(a) Mostrar que en el Lema de Fatou la desigualdad puede ser estricta.

(b) Mostrar que en el Lema de Fatou la hipétesis de que las funciones en la sucesién
sean no negativas es necesaria.

Ejercicio 11. Sea (fx)ren una sucesién de funciones integrables definidas sobre £ C R™
que converge en casi todo punto de F a una cierta funcién f.

(a) Probar que si supyey [5 |fr(2)|dz < +00 entonces f es integrable.

(b) Probar que si 0 < f < f para todo k € N entonces

/f: lim | f.
E k—o0 E



Ejercicio 12.

(a) Sea E C R™ medible y sea (fi)ren una sucesion decreciente de funciones medibles
no negativas definidas sobre E. Mostrar que si fi es integrable entonces

/ lim f; = lim / fi < +oo.
Ek*)OO k—o0 E

(b) Para cada x € R-; mostrar que

1
lim n(z» —1) =Inz.
n—o0

Sugerencia. Considerar la funcién f,(t) = t%—1 definida sobre (1, ).

Ejercicio 13. Probar que si f : [0,1] — R es integrable entonces

1
lim " f(x)dx = 0.

n—-+o00 0

Ejercicio 14. Probar que si g : R>g — R es integrable entonces

1 n
lim — / zg(x)dxr = 0.
0

n—oo N

Ejercicio 15. Sean (f;)ren una sucesién de funciones medibles sobre R™ que converge en
casi todo punto a una cierta funcién f y tal que existe g integrable que verifica |fx| < g
para todo k € N.

(a) Probar que si parae >0y j € N definimos Ej = {5 {z € R" : [fy(2) — f(z)| = €}
entonces lim;_, 1 m(E;) = 0.

Ejercicio 16. Sean g : (0,1) — R definida por la férmula g(z) = 2?sin(z72) y f = ¢'.

Probar que f es continua y existe lim._,q f; f(z)dz pero que no es integrable.
Sugerencia. Mostrar que

1’71

|f(z)| > 2271 cos(z72)| — 22 > 5

ara todo z € (0,1) tal que —1— < 2 < —L— para algin n € N.
p ( ) d (2n+%)7r - 1/(271—%)% P &



Ejercicio 17. Sea (fi)ren una sucesién de funciones integrables sobre E C R™ tal que

gj{ [ @lias] <+

o0
Probar que Z fr converge absolutamente en casi todo punto de E' y
k=1

/E L; fk(x)] do — kZ:l [ /E fk(x)d:c} .
Ejercicio 18. Para cada n € N sea f,, : (0,1) — R definida por la formula
Fulz) = na™ ! — (n + 1)z"
Probar que - .
/0 [; fn(x)] dr # n; [/0 fn(x)dx] .

Verificar que

3 I 1|fn<w>rd4 S~

n=1
Ejercicio 19. Sea f : E C R™ — R medible y para k € Nsea E, = {z € E : |f(z)| > k}.

(a) Probar que si f integrable sobre E entonces Z m(Ey) < +o0.
keN

(b) Probar que si m(E) < +o0 y Zm(Ek) < 400 entonces f es integrable.
keN

Sugerencia. Recordar la relacion [| f|] < |f| < [|f]]+1, donde [z] denota la parte entera de x.

Ejercicio 20. Sea g : [0,1] — R medible y no negativa. Probar que si existe una constante
a € R tal que para todo n € N vale la igualdad

[ G@yrar=a

entonces existe £ C [0, 1] medible tal que g = xg en casi todo punto.



