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Practica 6: Teoremas de la Funcion Implicita e Inversa

Planos y rectas tangentes a superficies dadas de manera implicita en R3

1.

Sea S C R3 la esfera de radio 1 centrada en el origen; es decir, S es la superficie
de R? definida por S = {(z,y,2) € R?: 2% + y? + 22 = 1} . Mostrar que el vector
(0 VZ V2 0. Y2 V2
172072 1720 72

este hecho geométricamente.

> es normal a la superficie S en el punto ( ) e interpretar

Consideremos la superficie S = {(z,y,2) € R*: 2% + y* — 22 = 1}. Probar que las

rectas
L : t(O, 1, 1) + (1,0,0) y Ly: t(O, 1, —1) + (1,0, O)

son ortogonales y estan contenidas en S. Usar esto para hallar la ecuacion del plano
tangente a .S en (1,0,0).

. Calcular la ecuacion del plano tangente y de la recta normal, cuando existan, a las

superficies dadas en los puntos indicados

(a) %y —cos(z)z+7=0 xo = (7,0,0)
(b) zy — zln(y) + e =1 o= (0,1,1)
(c) zy sen(y) + ze™ — 22 =0 zo = (4,0,1)
(d) cos(z) cos(y)e* =0 zo = (7/2,1,0)

. Sea f : R? — R una funcion diferenciable en (zg,70) v sea h : R® — R la funcién

definida por h(x,y,z) = f(z,y) — 2. (Qué relacion existe entre el plano tangente
al grafico de f en (zg,y0) v el plano tangente a una superficie de nivel de h en

(20, Yo, f (%0, Y0))?
Encontrar los puntos P = (g, Yo, 20) de la superficie
S ={(z,y,2) € R*: 2” + 2y° + 32° = 21}
en los que el plano tangente a S sea paralelo al plano II : x 4+ 4y 4+ 62 = 8.
Sea FE el elipsoide definido por la ecuacion % + % +22=1.

(a) Demostrar que si P = (a,b,c) € E, entonces —P = (—a,,—b,—c) € E

(b) Demostrar que el plano tangente a E en P es paralelo al plano tangente a E
en —P.

(c) Probar que si Py @ son dos puntos distintos de E, y el plano tangente a P es
paralelo al plano tangente a (), entonces () = —P
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7. Sea T : R? — R? la transformacion lineal T'(z,y) = (3z — 2y, bz — 2y). Mostrar que

T es biyectiva y hallar la expresion de la inversa T—!. Calcular DT!(a) para cada
a € R2

8. Sea F: R? — R? dada por
F(z,y) = (z°y + 32%y* — T — 4y, 2y + y)

(a) Demostrar que existe un entorno U C R? tal que (1,1) € U, un entorno
V C R? tal que (—7,2) € V y una inversa para F, F~! : V — U, C! tal que
F~1(-7,2) = (1,1).

(b) Sean g : R* — R una funciéon C" tal que 52 (1 1) =2, g—z(l, D=5yv=(%3).

d(goF
Calcular (ga—( 7,2).
9. Sea F' : R? — R? dada por F(x,y) = (e*cosy,e”seny). Probar que para todo
(z,y) € R? se tiene det(DF(x,y)) # 0 pero F no es inyectiva.

10. Sea f : R® — R definida como

f(![',y,Z) :$3 _2y2+22
(a) Demostrar que f(z,y,2) = 0 define una funcién implicita z = ¢(y, 2) en el
punto (1,1, 1).
(b) Encontrar %‘5(1, 1)y 22(1,1).

11. Sea f : R? — R? definida como

flay) = (y® + (y +1)° = 6, (In(x) + 5)y — 4)
(a) Probar que existe una inversa de f definida en un entorno del punto p =
(5,6) = f(1,2), diferenciable en p.
(b) Sean v = (\/Lg,\/lg), w = (\Qﬁ %) vectores en R? y g : R? — R una funcion
diferenciable en ¢ = (1,2) tal que @(1 2) =4y 3 (1 2) = 5. Calcular
D(go f71)(5,6).

12. Sea f : R? — R definida como

f(z,y,2) = 2*y +In(y)z — 1

(a) Probar que la ecuacion f(x,y,z) = 0 define implicitamente una funcion y =
¢(z, z) (diferenciable) en un entorno del punto (z, z) = (1, 2) tal que f(x, ¢(x, 2), z) =
0 para todo (z, z) en dicho entorno.

(b) Sea g : R? — R? una funcién diferenciable tal que Dg(2,—3) = < il)) ? )

que cumple que g(2, —3) = (1,2). Sea v = (=, —=). Caleular 2£29(2, —3).
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13. Para f(x,y) = 22 — y® muestre que, sobre la curva de nivel f(z,y) = 0, podemos
despejar y en funcion de z (i.e. y = ¢(x)). (Es ¢ de clase C! en un entorno del
cero? ;Puede aplicarse el teorema de la funciéon implicita en el punto (0,0)7

14. Determinar las derivadas parciales de las funciones que quedan definidas implicita-
mente en un entorno del punto dado mediante las relaciones

(@) flz,y) =322 —y*=1 a=(2,0)
(b) gz, y) =2°+y* +ay=3 a=(11)
(c) h(z,y,2) =2+ 203+ 2% —32yz —2y —8=0 a=(0,0,2)

15. Sea f : R" — R de clase C!. Probar que si existe p € R™ tal que f(p) = 0y
Vf(p) # 0, entonces f se anula en infinitos puntos de R".



