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Practica N° 3: Diferencias Finitas (Ecuaciones Hiperbdlicas)

Ejercicio 1 Para resolver la ecuacién de conveccion-difusion
U = aU, + pUy, uw>0, a€cR

se quiere aproximar la solucidon con un esquema explicito y centrado de segundo orden en z:
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(a) De condiciones sobre At, Az que aseguren la estabilidad en || - ||co.

(b) Analice los resultados casos limite a = 0 (problema sin conveccién) y p = 0 (problema sin
difusién). ;Qué ocurre?

Ecuacién de transporte lineal

Ejercicio 2 Sea a una constante positiva.
(i) Resuelva la ecuacién Uy + aU, = 0, en toda la recta, con dato inicial u(z,0) = ug(x).

(ii) Proceda analogamente con U; — aUy = 0.

(iii) Reemplace ei(kz+wt) en ambas ecuaciones y halle w en cada caso. Concluya que ningin

modo es amortiguado y que en un lapso At su fase cambia en —akAt.

Ejercicio 3 (Up-Wind) Para aproximar la ecuacién U; + aU, = 0 se consideran los métodos:
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con ¢ = n (explicito) y ¢ = n + 1 (implicito).
(a) Analice qué restricciéon debe imponerse para que se satisfaga la condicién CFL.
(b) Estudie la estabilidad con el método de Fourier. ;El resultado depende del signo de a?

(c) Implemente ambos métodos para el problema con condicién de borde U(0,t) = 0 y condi-
ciones iniciales U(z,0) = Uy, para Uy = X[z ;](x) y para Uy = e~10(4—1)% Grafique la
472
solucién numérica vs. la exacta, para distintos valores de v menores o mayores que 1.



(d) ¢Para qué valores de v la matriz de iteraciones M correspondiente al problema con borde
Dirichlet verifica p(M) < 17 ;Esta condicién garantiza la estabilidad?

Ejercicio 4 (Difusién artificial) Verifique que el esquema explicito con up-wind para la
ecuacién Uy + U, = 0 puede escribirse como:
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Observe que esta expresion coincide con la de un esquema centrado en x para la ecuacién
Ax
Ui+ U, = 7Um.

Concluya que el método up-wind puede interpretarse como un esquema centrado en x para la
ecuacion de transporte al cual se le agrega “difusion artificial”. Compare el orden del esquema
up-wind con la de este dltimo. jFEncuentra alguna contradiccién?

Ejercicio 5 (Lax-Friedrichs) Para resolver la ecuacién U;+aU, = 0, consideramos el siguiente
método explicito:
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(a) ;Como es el error de truncado?

(b) Analice qué restriccién debe imponerse para que se satisfaga la condicién CFL.

(c) Estudie la estabilidad mediante el método de Fourier ;El resultado depende del signo de a?
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Sugerencia: Utilizando 5 (u, | +ui ) = u" +5(uj' | —2uj’ +u_;) escriba el método en términos
de un esquema de diferencias centradas para un problema con difusion artificial y reutilice
resultados conocidos.

Ejercicio 6 (Lax-Wendroff) Para resolver la ecuaciéon U;+aU, = 0, consideramos el siguiente
método explicito:
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Observe que el método propuesto contiene un término de “difusion artificial”.
(a) ;De qué orden es el error de truncado en este caso? Suponga At ~ O(Ax).

(b) Estudie la estabilidad mediante el método de Fourier ;El resultado depende del signo de a?

Ejercicio 7 (Leapfrog) Dada la ecuacién Uy + aU; = 0 con a € Ry U(z,0) = Up(z) se

propone el método de 2 pasos dado por:
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(a) Analice que restriccién debe imponerse para que se satisfaga la condiciéon CFL.

(b) {Cémo aproximaria el valor de la solucién a tiempo At? ;Qué condicién de borde impondria
para resolver el problema numéricamente?

(c) Considere a > 0 y demuestre que si % < % el método resulta estable.

Ejercicio 8 Para la ecuacién U; + aU, = 0 se propone un esquema con diferencias a izquierda,
de la forma

n+l __ n n n
U] = d72u‘j_2 —+ dflu‘j_l + dOU]

Halle condiciones que aseguren la validez de la condicion CFL. Determine los coeficientes d_o,d_1
y dp, para que el método tenga un error de truncamiento del mayor orden posible.

3

Ejercicio 9 Muestre que si ¢(z) =~ ¢z + cox? + c3z® ... para x ~ 0 entonces, para z ~ 0

1
arctg(q(z)) = c12 4 cox® + (c3 — gc?)xg e

Ejercicio 10 (Error de Amplitud y Fase) Estudie los errores del factor de amortiguamiento
A(k) y de fase para el k-ésimo modo que se cometen al resolver la ecuacién U + alU, = 0 con los
métodos de los ejercicios 3, 5, 6 y 7.

Leyes de Conservacion

Ejercicio 11 Se considera la Ley de Conservacion

% ) Udr = f(U(t, x1)) = f(U(t, x2)) Vx1, 22 € [a,b] (1)

Pruebe que una funcién U suave que satisface (1) también verifica
U+ fU),=0 x € |a,b]. (2)

Pruebe que la siguiente discretizaciéon
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satisface una relacién andloga a (1) con x1 = a,x2 = b, y analice qué ocurre con la discretizacion:
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., Qué error de truncado poseen estos métodos?

Ejercicio 12 Considerar la siguiente ecuacion de Burgers inviscida (caso particular de (2) para

flw) = %):
Ug+UU, =0 z€IR, t>0

con dato inicial
U(:U, 0) = U()(x)



(a) Verifique que la solucién queda definida implicitamente por U = Uy(x — Ut).
(b) Las curvas caracteristicas son de la forma (x(t),t) con z(t) = x¢ + tUp(zo).

(¢) Demuestre que
Uh(x — Ut)
1+ tUj(x — Ut)
y por ende si para algin zo es Uj(xp) < 0 entonces existe un tiempo critico ¢, en el cual
deja de existir U,. Haga la misma cuenta para Uy.

U, =

Ejercicio 13 Considere la ecuacion de Burgers inviscida

1
U + §(U2)$ =0 z€R, t>0 (forma conservativa)
U+UU, =0 z€IR, t>0 (forma semi-lineal)
Implemente las siguientes discretizaciones
n+1 n n\2 n o \2
A —ur 1 (w; —(u
Up-Wind Conservativo: % = 2( i) A:S: 1)
utt —
2 2

Up-Wind No-Conservativo:

para z € [0,10] y un tiempo final T, con los datos iniciales

e(E

(a) Up(z) = X(—oo,%)(x) +02, Ty=15 (¢) Up(zx) = 11 e’ Ty =30
e—x
0) Uo@) = xwpy(@  Ty=15 (@) Uha)= 1, Ty=30

y distintos valores de At y Az tendiendo a cero de modo que % < 1.
JAmbos métodos son convergentes? ;Convergen al mismo resultado en todos los casos?

Ejercicio 14 Se considera la ecuacién Uy + f(U), = 0. Verifique que para una solucién U y f
suficientemente regulares se tiene

Up = (F(O)fU)s), -
De la expansiéon de Taylor
U(.CL‘]', tn+1) — U(ﬂ:‘j, tn)
At

reemplazando derivadas temporales por espaciales adecuadamente, y tomando diferencias cen-
tradas en el espacio, deduzca el método de Lax-Wendroff para la ley de conservacién (2)

At
~ Ut(l‘j,tn) + ?Utt(l’j,tn) +...

G o ) ) | A T = f) e F)
At 2Ax 2Ax /2 Az i=1/2 Az
uj + uly g . . . .
donde u’; L~ T Observe que si f' = cte se obtiene el método correspondiente

del ejercicio 6.



Ecuacion de Ondas

Ejercicio 15 Para la ecuacién de ondas
Uy = Upy S (0, 1), t>0
considere el método explicito que se obtiene al tomar diferencias centradas en z y en ¢

n+1 n—1 n n
ui™tt = 2uf +ul T = r(uy - 2uf +ugog),

A
donde ahora tomamos r = (A—;E)2
(a) Estudie consistencia y estabilidad del método propuesto.

(b) Implemente el método, para las condiciones de contorno U(0,t) = U(1,t) = 0 e iniciales
1
U(z,0) = 3 sin(mx), Up(x,0) =0

y compare la solucién numérica contra la solucién exacta, para distintos valores de At,Ax.

Ejercicio 16 Estudie la consistencia y estabilidad del siguiente método para Uy = Uy, :

ul ™t — 2u 4l —1"{( witl = 208t T (W = 20 )

Ejercicio 17 Definiendo P = U, y Q = Uy, verifique que la ecuacién de ondas Uy = U,, puede
escribirse como el siguiente sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

{Qtzpz
Pt:Qa:

Discretice cada una de las ecuaciones segin Lax-Friedrichs. Pruebe que la discretizacién para

At
el sistema de ecuaciones es estable para s <1.
T
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