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Segundo Cuatrimestre 2016

Practica N° 1: Diferencias Finitas (Introduccion)

Discretizacion de derivadas

Ejercicio 1 Para las siguientes discretizaciones de la derivada primera, halle una expresion
para el error local y senale las hipotesis de suavidad necesarias sobre la funcién u para que el
orden de precisién sea el indicado en cada caso.

uw'(x) ~ w (diferencia forward) O(h)
' (x) ~ w (diferencia backward) O(h)
uw(x) ~ %}W (diferencia centrada) O(h?)

Repita el analisis para la discretizacion con diferencias centradas de la derivada segunda.

u(x + h) — 2u(z) + u(x — h)

2 ) de orden O(h?)

'U,//(:C> ~
. Qué hipotesis de suavidad es necesaria en este tltimo caso?

Ejercicio 2 Las siguientes son versiones de orden 2 de las diferencias forward o backward,
que utilizan nodos a un solo lado de z.

(a) Verifique que la siguiente formula para la derivada primera tiene orden O(h?):

u'(z) ~ —% <gu(x) —2u(z+h) + %u(m + 2h))

(b) Halle una formula de aproximacion para la derivada segunda u”(x) que utilice los valores
dewenz,x+ hy x4+ 2h. ;Cudl es el orden que resulta en este caso?

Problemas de valores iniciales

Ejercicio 3 Dada una constante a > 0, considere el problema de valores iniciales para t > 0.

y(t) =—ay(t)  y(0)=1



Para cada paso temporal At fijo se consideran las discretizaciones

ynizyn = —ay" Euler explicito
yHAlt_yn = —ay"™! Euler implicito
yn+A1t—y" — _a (%y”“ + %y”) Adams-Moulton de 1 paso

Grafique la solucién obtenida para a =7, At = 0.1 y 0 < t < 3. Demuestre que
(a) Para Euler explicito se tiene |y,| — 0 si At < 2/a, y |y"| — oo si At > 2/a.

(b) Para Euler implicito y el Método de Adams-Moulton de 1 paso, y, — 0 para todo h.

Ejercicio 4 Dada la ecuacion cuadratica z? + bz +c =0 con by ¢ en R. Demuestre que las
raices estan en el circulo unitario < |¢| < 1y [b] <1+ c. (Este resultado facilita el analisis
de esquemas de 2 pasos).

Ejercicio 5 Considere el problema
y'(t) = —ay(t), y(0) =1, %(0)=0, 0<t<Ty,
y la discretizacion explicita de 2 pasos

yn-i-l _ 2yn + yn—l _
@ T

(a) Implemente el método y compare con la solucién para a = 1, At =1y T = 120.

(b) Muestre que |y"| — oo si At > 2/y/a, y que en caso contrario |y"| permanece acotado.

Sug. Reemplace y, = A" y resuelva una ecuacion de recurrencia para .

Problemas de Valores de Contorno

Ejercicio 6 (Condiciones de Dirichlet). Se desea resolver numéricamente la ecuacion de
Poisson en una dimension con condiciones de borde de tipo Dirichlet

Uze(z) = f(x), parax e (0,1)
u(0) = (1)
u(l) = p.

Para ello se considera la malla uniforme {z; = hj, j =0,1,2,...m+1} con h = 1/(m + 1).
Para los puntos de la malla z; € (0,1) El esquema de diferencias centradas para la derivada
segunda(Ej. 1) conduce al sistema de ecuaciones:

1

E(Uj—l_QUj_FUj-H) :f(.T]) paraj:1,273,...m.

Utilizando las condiciones de borde Uy = «, U,,,11 = [ se obtiene el sistema

AUt = Fh (2)



donde U" = [Uy,Us,...,Uy,]" es el vector de incognitas, mientras que la matriz tridiagonal
AP y el vector F* estan dados por:

-2 1 [ f(z1) —a/h? ]
1 -2 1 f(a2)
1 1 -2 1 f(x3)
h _ ho_
A= = :
1 2 1 (@)
| 1 _2_ _f(xm)_ﬁ/hg_
Se define el error de truncado en la malla como
T]h = (Ahu)j - uxa:('xj): Th = [Tlhﬂ T 77—7?1]

donde u es la solucion de (1). Para h fijo, definimos el error puntual en z; como

e = ule;) - U = (el ]

7 )’ m

(a) Escriba un programa en Matlab que permita obtener la solucion U dado f.

Sug.: utilice el comando toeplitz.

(b) Grafique el tiempo de ejecucion en funcion de m tanto como si se utiliza el comando
sparse como si no.

¢) Demuestre que si f € C%(0,1) existe una constante C' independiente de h y de m tal que
y

max ’Th| < Ch?
1<j<m |/

(d) Para f = sin(2mx), utilizando la solucién exacta grafique ||e”||o, en funcién de h y en
escala logaritmica, para valores de h — 0. ;Cudl es la pendiente que se observa?

Ejercicio 7 (Condiciones de Neumann). Se desea resolver numéricamente la ecuacion de
Poisson en una dimensién con condiciones de Neumann en x = 0 y de Dirichlet en z = 1,

Uze(z) = f(x), parax e (0,1)
u(l)= 0.

Obtenga matrices para el problema discreto, si para la condicion de Neumann u,(0) = 0 se
realizan las siguientes aproximaciones:

(a) U; — Uy = 0 (diferencias forward)
(b) Uy — U_; = 0 (diferencias centradas y nodo ficticio)
(¢) 2Uy — 2U; + 35U, (diferencias forward de orden 2 del Ej. 2)

Sug. Para el caso del nodo ficticio, anada la ecuacion 1/h* (U_; — 2Uy + Uy) = f(xo).



(a) (Cual es el orden del error de truncado en el interior y el punto z = 0 en cada caso?

(b) Comparando contra la solucion exacta en el caso f = sin(27x) y tomando e,,, = ||U — ]|,
estudie numéricamente cuél es el orden de aproximacién que se observa para la solucion
del problema en cada caso.

Ejercicio 8 (Capa limite) Considere la ecuacion
ElUgy — Uy = f, uw(0) =a u(l) =p. (4)

cuya solucion exacta para el caso f(x) = —1 esta dada por

z/e _
u(z) =a+z+ (f—a-1) (%)

(a) Grafique la solucion exacta para el caso a = 1,8 = 3 a medida que € — 0. Interprete el
singnificado del término capa limite que se suele aplicar al comportamiento de u.(z) para
x cerca del borde {x =1} y ¢ — 0. ;De qué tamano es la capa limite?

(b) Resuelva numéricamente la ecuacion (4) usando diferencias centradas para las derivadas
primera y segunda, y una malla de tamano h. Grafique el error para distintos valores de
hy e. {Qué ocurre si h >> 2¢7

(*) Resuelva la ecuacion (4) utilizando los nodos x; = 3 (cos(6;) + 1) donde 6; son nodos
equiespaciados desde 7 hasta 0, y los coeficientes de diferencias finitas de orden arbitrari-
amente alto generados por el programa fdcoeffF.m. ;Para ¢ = 1072 puede resolver el
problema con un error menor a 1071% en un tiempo de ejecucion menor a 0.1 segundos?

Normas de matrices y radio espectral

Ejercicio 9 Pruebe que para toda A € R™*"

[Alloo = maxici<n Y5, |as]
Al = maxigj<n 250 |ag]
IA[l2 = +/p(A*A)
Ejercicio 10 Muestre que para cualquier norma vectorial ||| - |||, se tiene |||A||| > p(A).

Ejercicio 11 Dada una matriz A diagonalizable, con A = K~!AK.
(a) Exhiba una norma vectorial || - ||4 de modo que ||A||4 = p(A).
(b) Muestre que p(A) < ||All2 < conda(K)p(A).

(¢) Concluya que si A es normal entonces ||All2 = p(A).



Ejercicio 12 Exhiba una matriz A para la cual p(A) <1y sin embargo ||A||2 > 1.

Ejercicio 13 Una matriz se dice Toeplitz si es constante a lo largo de cada diagonal y sub-
diagonal. Un caso particular es la matriz tridiagonal A € R™" dada por

b
c a b
c b
A= , (5)
c a b
c

donde a,b,c € R. Llamando h = 1/(n + 1) y considerando w? = ¢/b, verifique que el g-¢ésimo
autovector r? de A esta dado por

T]q' = wj Sin<qﬂ-jh)7 rd = [Tl? e ,7“;]1],
y que el correspondiente g-ésimo autovalor estd dado por
A = a+ 2bw cos (gmh) .

Ejercicio 14 (Teorema de Gerschgorin) Sea A € C"" y sea R; = )., |a;;|. Pruebe que
todo autovalor A\ de A satisface |\ — a;;| < R; para algin i.

Ejercicio 15 Muestre que una matriz A € R™" tal que a;; > 0y Z?:1 a;; < 1 para todo i
satisface ||A™||s < 1 para todo n.

Ejercicio 16 Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante por filas. Llamando o =
miny (]akk] — D itk \akj|> > 0, muestre que ||A7 | < 1/a

k= - ‘\.\'\_’;'. .
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