Funciones propias

Ximena Fernandez

Definicién 1. Una funcién continua f : X — Y se dice cerrada si para cada
F C X cerrado, se tiene que f(F) CY es cerrado.

Definiciéon 2. Una funcién continua f : X — Y se dice cuasipropia si para cada
K CY compacto, se tiene que f~!(K) es compacto.

Observacién 3. Una funcién cuasipropia f : X — R"™ es necesariamente cerrada.
Pero si Y no es Ty, puede no serlo. Por ejemplo, la funcién identidad de un conjunto
finito no unipuntual con la topologia discreta al mismo conjunto con la topologia
indiscreta, es cuasipropia pero no es cerrada.

Definiciéon 4. Una funcién continua f : X — Y se dice universalmente cerrada
si para todo espacio topolégico Z, la funcién idz x f : Z x X — Z x Y resulta
cerrada.

Definicion 5. Una funcién continua f : X — Y se dice propia si para toda
g: Z — Y continua, la aplicacién pullback f resulta cerrada.

I x

P
1)
Z

.YV
g

Observacion 6. Notar que si Y = {x}, entonces hay una sola posible funcién f :
X — Y, que resulta propia si y sélo si para cada espacio topoldgico Z, la proyeccion
sobre Z, py : Z x X — Z es cerrada. Esto puede usarse como definicién de
compacidad: X es compacto si y sélo si X — * es propia.

Observacién 7. Una funcién universalmente cerrada es necesariamente cerrada; bas-
ta tomar Z = {*}. Una funcién propia es universalmente cerrada, y luego cerrada.

Si pedimos que la funcién f : X — Y sea cerrada, las definiciones anteriores
resultan equivalentes:

Teorema 8. Sea f : X — Y una funcién continua. Son equivalentes:
1. f escerraday f~*({y}) es compacto para todoy €Y.
2. fescerraday f~'(K) es compacto para todo K C'Y compacto.
3. Para todo Z espacio topoldgico, idz X f: Z x X — Z XY es cerrada.
4. f es propia.

Cada una de estas propiedades parece mas fuerte y general que la anterior, en
el sentido de las implicaciones para arriba tiene una prueba sencilla.
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Demostracién. (2 = 1) Dado y € Y, como {y} es compacto, tenemos que
F~'({y}) compacto.

(1 =2

Manera 1: Sea K C Y compacto, y sea U un cubrimiento de f~!(K) por
abiertos de X. Para cada y € K, f~'({y}) es compacto. Puedo elegir 7, C U
finito tal que f~'({y}) € Uper, U = V. El conjunto W¥ := X \ f(Y \ V)
es abierto, pues f es cerrada, y ademas contine a y. Como K es compacto, puedo
tomar S C K finito tal que K C UyES WY. Veamos que la familia finita {U : U €
Fy,y € S} cubre a f71(K). En efecto, si x € f~!(K), entonces existe y € S tal
que f(z) e WY =X N f(X \VY), y como f(x) ¢ f(X \VY), sigue que z € VY.

Manera 2: Sea K C'Y compacto, y sea F = {F,} una coleccién de cerrados
de f~1(K) con la propiedad de interseccién finita. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que la familia F es cerrada por tomar intersecciones finitas. Como
f es cerrada, {f(F,)} es una familia de cerrados de K, que también goza de la
propiedad de interseccion finita. En efecto, @ # f((i_, Fa,) € iy f(Fu,). Por
compacidad de K, (N, f(Fa) # @. Si y € N, f(Fa), entonces {F, N f~*({y})}
es una coleccién de cerrados de f~1({y}) que tiene la propiedad de interseccién

finita. Como f~*({y}) es compacto, @ # N, Fo N f*({y}) €N, Fa-

(3 = 2) Sea K C Y compacto. Debemos ver que f~!(K) es compacto.
Equivalentemente, veremos que para todo Z espacio topolégico, la proyeccién pyz :
Z x f~Y(K) — Z es cerrada. Sea entonces Z un espacio topolégico cualquiera.
Consideramos la funcién cerrada idz X f : Z x X — Z x Y . Restringiendo
el codominio a Z x K (para lo cual también debemos restringir el dominio a Z x
f71(K)), obtenemos una funcion también cerrada idz X f|p-1(x) : Zx f71(K) —
Z x K (chequear, sale a mano). Componiendo con la proyeccién pz : Z x K — Z,
que es cerrada porque K es compacto, concluimos que es cerrada la funcién pyz :
Zx f7YK) = Z.

(1 = 3)Sea FF C Z x X cerrado. Veamos (idz x f(F))¢ es abierto.
Sea (z0,y0) ¢ (idz x f)(F). Construiremos abiertos U > zp, V' 3 yp tales que
(idg x f)(F)N({UxV)=2 .

En principio, {z0} x f~1(yo) € F€¢. Como f~1(yo) es compacto, el Lema del
Tubo nos provee de abiertos W C Z, V C X tales que

{zo} x [T ({mo}) W x V C F©.

Construimos
U=Y N f(X\W).

,y0) €U XV C (idz x f(F))¢. Como W x V C F*¢, entonces F' C
(W x V) = (W x X)U(Z x V). Aplicando idz x f, se tiene que (idz X
HEF) € (WexY)U(Z x f(V°)), que es cerrado pues f lo es. Finalmente,
(WexY)U(Zx f(V)* = FU€)°XV C (Fx12(F))". Y como [~ ({yo}) C W,
entonces f~1({yo}) N W€ = 2. Luego, y ¢ f(W°).

)

(4 = 3) Es el pullback de f por la funcién proyeccién py : Z xY — Y.

Veamos (zg

(3 = 4) Sea Z espacio topolégico, g : Z — Y funcién continua. Queremos
ver que f es cerrada. Notar que g = py o (idz, g). Entonces el pullback de f por g
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se puede descomponer como la composicion de dos pullbacks.

P—s7ZxX——X

idz x f es cerrada por hipétesis. (idz, g) es subespacio. El pullback de una funcién
cerrada por una funcién subespacio queda cerrada (chequear). Luego, f es cerrada.

(1 = 4) Consideremos la construccion usual del pullback P = {(z,z) €
Zx X :g(z)=f(x)},y f =pz. Sea F C P cerrado, dado por F = F'N P con
F C Z x X cerrado. Quiero ver que p(F) C Z es cerrado. Sea 2y € py(F). Basta
hallar un abierto Uy de Z tal que 2y € Uy C p(F)°.

Sabemos que no existe un punto (zg,z) € F tal que g(z0) = f(z). Dicho en
otros términos, {20} x f~'(g9(20)) € F° El Lema del Tubo nuevamente nos salva,
brindandonos abiertos U € Z, V C X tales que {20} x f~'(g(z0)) € U x V C F*.

iValdra que U C pz(F)°? Quizas hay que achicarlo un poco mas. Veamos.
Sea (z,x) € F. Lo ideal seria que pz(z,z) ¢ U, cosa que no tiene por qué pasar.
Supongamos que pz(z,x) = z € U. Por un lado, como (z,z) € F, entonces = ¢ V
y f(x) € f(X\V). Por otro lado, como (z,z) € P, se tiene que g(z) = f(x). Sigue
que g(z) € f(X V) y, luego, g(z) ¢ Y \ f(X N V) =: W. En otras palabras,
z ¢ g~ (W). Notar que g~ (W) que es un entorno abierto de zy. En efecto, como
f(g(20)) €V, resulta que g(z0) & f(X \ V).

El razonamiento anterior prueba que 2o € Uy :=U Ng~ (W) C pz(F)°.

O

En muchos casos es facil verificar que una funcién es cuasipropia. Si el codominio
es bueno, esto implica automaticamente que la funcién es propia.

Teorema 9. Una funcién cuasipropia f : X — Y resulta cerrada siY es localmente
compacto y Ts.

Demostracion. Supongamos que f es cuasipropia y que Y es localmente compacto
y T5. Si F C X cerrado, entonces f|r es también cuasipropia; y f(F) = f|r(F).
Luego, basta ver que f(X) es cerrado en Y. L
Supongamos que Y es localmente compacto. Sea y € f(X). Sea K un entorno
compacto de y. Entonces f~!(K) es un compacto no vacio, y f|;-1 () es cerrada.
Luego, f(f~1(K)) = f(X)N K es cerrado, e y es punto limite de este conjunto.
En conclusion, y € f(X)NY C f(X).
O



