TALLER DE CALCULO AVANZADO - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2015

Practica 3

1. Una funcion N : R"™ — R>q se llama una norma en R™ si se cumple que:

e N(v)=0<v=(0,..,0).
e N(aw) =| a | N(v), para todo v € R", o € R.
e N(v+w) < N(v)+ N(w) para todo v,w € R".
Sean || (z1,...,zpn) [[1:= . |z |y | (z1,., %) |loo:= max | z; | .

1<i<n lsisn

Demostrar que las funciones ||  ||1 y || * [|co SOn normas.
2. Una funcion d : R" x R" — R>q se llama una distancia en R" si se cumple:
e dlv,w)=0<v=uw.
e d(v,w) = d(w,v), para todo v,w € R™.
e d(v,w) < d(v,u) + d(u,w), para todo v,w,u € R™.

Demostrar que si N es una norma en R", entonces d(v,w) := N(v — w) es una
distancia en R".

3. Estudiar cudles propiedades (abierto, cerrado, acotado) verifica cada uno de los
siguientes conjuntos :

(a) {(z,y) e R?/z > 1} (b) {(z,y) e R*/z =y}
(c) {(x,y) € R*/zy >0} (d) {(z,y,2) e R¥/a? +y* + 2% > 4}
(e) {(w,y, 2) € R3/xy > z}

4. Sean S,T subconjuntos de R™. Demostrar las propiedades siguientes:

(a) Si S C T entonces S° C T °.

(b) (SNT)° = S°NT°. (Se puede generalizar esta igualdad a una interseccién
infinita?

c) (SUT)®° D S°UTe. ;Vale la igualdad?

T. {Se puede generalizar esta igualdad a una unién infinita?

T. ;Vale la igualdad?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

En cada uno de los siguientes casos hallar S°, S y 5.
(a) S5 =10,1] (b) §=QnN[0,1] (c) S=[-1,0)U{l}
(d) S={i, neN} (¢) S=ZxZ (f) S=ZxQ
Sea S C R™. (a) Demostrar que S es abierto si y solo si es disjunto con 95.

(b) Demostrar que S es cerrado si y solo si S C S.
Sea S C R™, demostrar que 95 = S \ S°.

Si S C R™ notamos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.

(a) Hallar S’ para cada uno de los conjuntos del ejercicio 5.

(b) Un punto p € S se llama un punto aislado de S si y sdlo si existe € > 0 tal que
B(p,e) NS = {p}. Demostrar que S = S" U {puntos aislados de S}.
Hallar los puntos de acumulacién del conjunto S = {(%, %) ,conn,m €N } Hallar
la adherencia S.

Hallar todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.

Probar que todo conjunto compacto K C R tiene méximo y minimo. ;Es cierta la
reciproca?

Sea (a una sucesién acotada de nuimeros reales v sea A el conjunto de sus
n)neN
puntos limite.

(a) Probar que A es compacto.

(b) Probar que el maximo y el minimo de A son respectivamente limsup a, y
n—o0

liminf a,.
n—oo

Para cada n € N, n > 2, se considera el intervalo abierto <, := (l %) Demostrar
1
)

n?
que (0,1) = | Q. (Existe un conjunto finito F C N>g tal que (0,1) = {J S5,7?

n>2 neF
Justificar. ;Qué puede decir sobre la compacidad del conjunto (0,1)?

Sea S C R", demostrar que S es un conjunto compacto si y sélo si toda sucesion
contenida en S contiene una subsucesién que converge a un punto de S.

Sean S, T C R” conjuntos compactos. Demostrar que SUT y S NT son compactos.
., Qué ocurre si se toman uniones o intersecciones infinitas?

Sea Uy, := {(z,y) € R?/ || (z,y)—(0,n) ||< n}. Demostrar que |J U, es el semiplano

neN
superior abierto.

1 1
Sea S = { +—/nme N} C R (cf. ejercicio 4 (f) de la Practica 1). Demostrar
nom

que los puntos de acumulaciéon de S son los puntos de la forma — y el 0. ;Es el
n

conjunto S U {0} compacto?



