
Regresi�on de Poisson

La regresi�on de Poisson es una de las apli
a
iones m�as importantes de GLM.

En este 
aso estamos interesados en datos de tipo de 
onteo que no est�an

dados en forma de propor
iones. Ejemplos t��pi
os de datos de Poisson o que

provienen de un pro
eso tipo Poisson en los que el l��mite superior de o
urren
ias

es in�nito se en
uentran en la pr�a
ti
a. Por ejemplo, el n�umero de part��
ulas ra-

dioa
tivas emitidas en un intervalo de tiempo o en estudios de 
omportamiento

el n�umero de in
identes en intervalos de longitud espe
i�
ada.

A�un en los estudios m�as 
uidados puede haber apartamientos al modelo Pois-

son. Por ejemplo, un 
ontador Geiger tiene un dead{time despu�es de la llega-

da de una part��
ula, �este es un lapso durante el 
ual no puede dete
tar m�as

part��
ulas. Luego 
uando la tasa de emisi�on de part��
ulas es alta, el efe
to de

dead{time lleva a apartamientos notables del modelo de Poisson para el n�umero

de o
urren
ias registradas. As�� tambi�en, por ejemplo, si estamos realizando un

estudio de la 
ondu
ta de un 
himpan
�e y 
ontamos el n�umero de o
urren
ias
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de 
ierto evento es fa
tible que estas se registren en grupos.

El modelo Poisson asume que

E(Y

i

) = V ar(Y

i

) = �

i

y 
omo ya hemos men
ionado es un supuesto que puede ser restri
tivo, pues


on fre
uen
ia los datos reales exhiben una varia
i�on mayor que la que permite

este modelo.

Asumiremos que

Y

i

� P (�

i

); i = 1; : : : ; n

y 
omo siempre deseamos rela
ionar las medias �

i


on 
ovariables x

i

.

Re
ordemos que si Y � P (�)
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P (Y = y) = e

��

�

y

y !

= exp (y log�� �� log y !)

por lo tanto

� = log�

b(�) = e

�

� = 1

a(�) = 1


(y ; �) = � log y !

Luego, el link natural es � = log�, que asegura que el valor predi
ho de

�

i

ser�a no negativo. Cuando se utiliza en el modelo Poisson este link suele

llam�arselo modelo loglineal, sin embargo esta denomina
i�on, 
omo veremos,

se utiliza en el 
ontexto de tablas de 
ontingen
ia.
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Ajuste del modelo

Cuando se usa el link log Newton{Raphson y Fisher{s
oring 
oin
iden. Median-

te el algoritmo iterativo 
al
ulamos:

̂

� = (X

0

WX)

�1

X

0

Wz

donde

W = diag


V

�1

i




��

i

��

i




2




y la variable de trabajo

z = � +




��

��




(y � �)

>Qu�e resulta en el 
aso en que � = log�?

Como

��

��

=

1

�

, resulta

W = diag(�

i

)
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z

i

= �

i

+

y

i

� �

i

�

i

:

Despu�es de la estima
i�on

Salvo 
onstantes, tenemos que el logaritmo de la fun
i�on de verosimilitud es

n∑

i=1

(y

i

log�

i

� �

i

)

Si usamos el link log, enton
es log�

i

= x

0
i

� y la devian
e queda

D = 2

n∑

i=1




y

i

log

y

i

�

i

� (y

i

� �

i

)




Notemos que si el modelo tiene inter
ept,

log�

i

= �

1

+

p∑
i=2

x

i j

�

j

; i = 1; : : : ; n
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�D

��

1

=

n∑

i=1

(Y

i

� �

i

) :

Si 
onsideramos los valores predi
hos 
on el estimador de m�axima verosimilitud,

̂

�

i

n∑

i=1

̂

�

i

=

n∑

i=1

Y

i

y por lo tanto la devian
e se simpli�
a a :

D = 2

n∑

i=1

y

i

log

y

i

�

i

:

Podemos de�nir los residuos devian
e 
omo:

r

d

i

= sg(y

i

�

̂

�

i

)f2(y

i

log(y

i

=

̂

�

i

)� y

i

+

̂

�

i

)g

1=2

y los residuos de Pearson 
omo:
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r

p

i

=

y �

̂

�

i

p

̂

�

i

O�set

En el 
aso de la regresi�on Poisson es fre
uente que aparez
a una 
ovariable en

el predi
tor lineal 
uyo 
oe�
iente no es estimado pues se asume 
omo 1: esta

variable es 
ono
ida 
omo o�set.

Supongamos que tenemos Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

variables independientes que 
orres-

ponden al n�umero de eventos observados entre n

i

expuestos (exposure)para

el i��esimo valor de la 
ovariable. Por ejemplo, Y

i

es el n�umero de re
lamos

de seguro de autos de una determinada mar
a y a~no. El valor esperado de Y

i

puede es
ribirse 
omo

�

i

= E(Y

i

) = n

i

�

i

;

es de
ir que depende del n�umero de autos asegurados y la tasa media de

re
lamos. Podr��amos 
reer que es �

i

, y no �

i

, quien depende de variables tales

7




omo a~nos del auto y lugar donde se usa. Bajo un modelo 
on link log tenemos

que

log�

i

= log n

i

+ x

0
i

� = o

i

+ x

0
i

� ;

donde o

i

re
ibe el nombre de o�set.

Por ejemplo, si Y

i

es el n�umero de muertes por 
an
er en el a~no 2001 en una

determinada pobla
i�on, pare
e razonable ajustar por el tama~no de la pobla
i�on.
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Ejemplo: M�edi
os Ingleses: fumadores y muerte 
oronaria (Annette

Dobson (1990))

edad smoke y pop

1 1 32 52407

2 1 104 43248

3 1 206 28612

4 1 186 12663

5 1 102 5317

1 0 2 18790

2 0 12 10673

3 0 28 5710

4 0 28 2585

5 0 31 1462

plot(edad,(y/pop)*100000,type="n") text(edad,(y/pop)*100000,


("*","o")[fa
tor(smoke)℄) logpop<-log(pop) edad2<- edad*edad

smkage<- edad*smoke dmat<- 
bind(smoke,edad,edad2,smkage,rep(1,10))
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Figura 1: Medi
os Ingleses
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summary.glm(sal)

Call: glm.fit(x = dmat, y = y, offset = logpop, family = poisson)

Coeffi
ients:

Value Std. Error t value

smoke 1.4409718 0.37216161 3.871898

edad 2.3764783 0.20793739 11.428817

edad2 -0.1976765 0.02736679 -7.223228

smkage -0.3075481 0.09703401 -3.169487

-10.7917624 0.45003224 -23.979976

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )

Null Devian
e: on 9 degrees of freedom

Residual Devian
e: 1.63537 on 5 degrees of freedom
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T�ermino Edad Edad

2

Smoke Smkage

Coef. 2.376 -0.198 1.441 -0.308

S.E. 0.208 0.027 0.372 0.097

Rate ratio 10.762 0.820 4.225 0.735

IC 95% (7.2,16.2) (0.78,0.87) (2.04,8.76) (0.61,0.89)

Si x

j

es una variable expli
ativa di
ot�omi
a, tal que x

j

= 0 si el fa
tor est�a au-

sente y x

j

= 1 si el fa
tor est�a presente, de manera que el rate ratio para

presen
ia vs. ausen
ia es:

Rate Ratio =

E(Y

i

jpresente)

E(Y

i

jausente)

= e

�

j

si las otras variables se mantiene �jas.

De la misma forma, si x

j

es 
ontinua y se in
rementa en una unidad manteniendo

las otras variables �jas, el Rate Ratio ser��a e

�

j

.
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Fun
i�on de Varianza

Este modelo asume que

E(Y

i

) = V ar(Y

i

) = �

i

sin embargo es posible que un 
onjunto de datos tenga una dispersi�on mayor.

Cuando los datos exhiben sobredispersi�on, se puede tomar uno de los siguientes


aminos:

1. Suponer que V ar(Y

i

) = �

2

�

i

y estimar �

2

usando un modelo de quasi{

verosimilitud, 
omo en el 
aso binonial.

2. Sumergir a la variable de respuesta en una familia de distribu
iones que


ontemple una dispersi�on mayor: Binomial Negativa
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Binomial Negativa

Si

Y j� � P (�)

� � �(�; �)

donde

f (�) =

1

�(�) �

�

�

��1

e

��=�

I

[0;1)

(�) ;

enton
es

Y : P (Y = y) =

�(�+ y)

�(�) y !




�

1 + �




y




1

1 + �




�

La media y la varianza de Y son:
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E(Y ) = E(E(Y j�)) = E(�) = ��

V ar(Y ) = E(V ar(Y j�)) + V ar(E(Y j�))

= V ar(�) + E(�) = �� + ��

2

La distribu
i�on BN suele parametrizarse en t�erminos de � = �� y � = 1=�


omo

P (Y = y) =

�(�

�1

+ y)

�(�

�1

) y !




��

1 + ��




y




1

1 + ��




1=�

:

En este 
aso, diremos que Y � BN(�; �). Con esta parametriza
i�on resulta

E(Y ) = �

V ar(Y ) = �+ ��

2

;
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por lo tanto, en una BN la varianza es mayor que la media. Esto nos sugiere que

si sospe
hamos que hay subdispersi�on deber��amos elegir el 
amino de quasi{

verosimilitud, pues la BN no puede tratar este problema.

>C�omo ajustamos una distribu
i�on BN?

Salvo 
onstantes el log{likelihood resulta

` = log �(�

�1

+ y)� log y ! + y log




��

1 + ��




+ �

�1

log




1

1 + ��




Como ya vimos para � �jo, esta distribu
i�on pertene
e a una familia exponen
ial

a un par�ametro 
on

� = log




��

1 + ��




:

Si � es 
ono
ido, se puede 
omputar el estimador de � mediante el pro
edi-

miento iterativo que hemos visto. Sin embargo, el problema es que en general
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� es des
ono
ido y por lo tanto se debe estimar en forma simult�anea ambos

par�ametros.

R no 
onsidera la familia BN entre las alternativas de su pro
edimiento glm.

Una posibilidad es maximizar el likelihood apli
ando el m�etodo de Newton{

Raphson en forma 
onjunta para � y �.

Otra posibilidad es de�nir una grilla de valores para � y maximizar el likelihood

respe
to de �. Se puede gra�
ar el m�aximo de la fun
i�on de verosimilitud para

identi�
ar donde se al
anza el estimador de m�axima verosimilitud de �. Se

podr��a 
omenzar 
on una grilla m�as o menos gruesa y luego re�narla en la zona

m�as ade
uada.

En el segundo m�etodo, para 
ada � usar��amos el m�etodo de Fisher{s
oring


omo hasta ahora:
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̂

� = (X

0

WX)

�1

X

0

Wz

donde

W = diag


V

�1

i




��

i

��

i




2


 = diag(w

1

; : : : ; w

n

)

y la variable de trabajo

z

i

= �

i

+




��

i

��

i




(y

i

� �

i

)

Eventualmente si tuvieramos un o�set quedar��a:

z

i

= �

i

� o

i

+




��

i

��

i




(y

i

� �

i

)

Por la expresi�on de la varianza que obtuvimos resulta V

i

= �

i

+��

2
i

y si usamos

el link log, 
omo en el 
aso Poisson, resulta

z

i

= �

i

+

y

i

� �

i

�

i

w

i

=

�

2
i

�

i

+ ��

2
i
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Observemos que la diferen
ia 
on la regresi�on Poisson est�a en los pesos w

i

y no

en la variable de trabajo. En este m�etodo de la grilla, la matriz de 
ovarianza de

� se estimar��a mediante la f�ormula habitual (X

0

WX)

�1

usando

̂

� en lugar de

�. Vale la pena notar que en este 
aso no estamos 
onsiderando la variabilidad

de la estima
i�on de �
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