
Modelos Log{Lineales

Hasta los a~nos 60 las tablas de ontingenia de 2�2 eran analizadas alulando

estad��stios tipo �

2

para testear independenia. Cuando las tablas involuraban

m�as variables se sol��a repetir este an�alisis para las subtablas para determinar

las interaiones o asoiaiones entre las variables. A partir de los 70 on

los trabajos de Goodman y la difusi�on de estos en libros omo el de Bishop,

Finberg y Holland (1975) y Haberman (1975) hubo un ambio sustanial en el

tratamiento de estos problemas, en partiular on la inlusi�on de los modelos

log{lineales.

Un modelo loglineal puede ser visto omo un aso partiular del GLM.

1
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Los modelos log{lineales se usan on freuenia para analizar la relai�on de tres

o m�as variables ateg�orias en una tabla de ontingenia.

El objetivo de estos modelos es estudiar asoiai�on, es por ello que no se hae

distini�on entre variables de respuesta y ovariables. Cuando interesa estu-

diar algunas variables omo independientes y otras omo dependientes es m�as

adeuado un modelo lineal generalizado. Lo mismo es ierto si las variables

estudiadas son ontinuas y no se pueden disretizar apropiadamente.

La estrategia b�asia onsiste en ajustar un modelo a las freuenias observadas

en la tabla ruzada. Los modelos ontienen omponentes que reejan las dis-

tintas asoiaiones entre las variables. Los modelos son representados por las

freuenias esperadas. Los patrones de asoiai�on entre las variables pueden

desribirse en t�erminos de los odds y los odds ratios.

Por ahora supondremos que observamos Y = (Y

11

; ::::; Y

IJ

) un vetor multino-

mial on n = y

++

y � = n�.
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Modelos para tablas bidimensionales

Comenzamos por onsiderar el aso m�as senillo de tablas de ontingenia,

es deir bidimensional. Luego, los oneptos que aqu�� veremos se extienden a

tablas m�as omplejas.

Podr��amos tener un tabla de 2� 2 omo en el ejemplo que vimos en nuestras

primeras lases:

C: Cree en la vida postmortem Total

Si No

S:Sexo

Mujer 435 147 582

Hombre 375 134 509

Total 810 281 1091
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En general, tendremos:

B Total

A Si No Total

Si n

11

n

12

n

1+

No n

21

n

22

n

2+

Total n

+1

n

+2

n

++

= n

En general,podr��amos tener una tabla bidimensional de I � J.

Modelo de Independenia

Bajo el modelo de independenia tenemos que �

i j

= �

i+

�

+j

8i 8j , por lo

tanto si �

i j

denota la esperanza de la asilla (i ; j), entones

log�

i j

= log n + log�

i+

+ log�

+j

log�

i j

= �+ �

A
i

+ �

B
j
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donde �

A
i

y �

B
j

representan el efeto de la �la i y de la olumna j , respetiva-

mente.

La interpretai�on de los par�ametros es m�as senilla para respuestas binarias.

Por ejemplo, en una tabla de I � 2, donde las olumnas orresponden a la

respuesta diot�omia Y , para ada �la i el logit para la probabilidad �

i

de que

Y = 1 es

log




�

i

1� �

i




= log




�

i1

�

i2




Bajo independenia

log




�

i

1� �

i




= �

B
1

� �

B
2

=) no depende de i , es deir no depende de la �la.

Esto orresponde al aso en que
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logit(�

i

) = �

por lo tanto la hane de lasi�ar en una olumna partiular es onstante a lo

largo de las �las.

Identi�abilidad y Restriiones sobre los par�ametros

En una tabla de 2 � 2, por ejemplo, el modelo independiente espei�a 5

par�ametros, por lo tanto est�a sobreespei�ado.

La siguiente tabla muestra tres onjuntos de par�ametros diferentes para los

datos de reenia que dan los mismos valores estimados para las freuenias

esperadas.

Como en el aso lineal, podemos imponer restriiones a los par�ametros de

manera de obtener uniidad, por ejemplo, pidiendo que para el primer nivel de

ada fator el par�ametro sea 0 o bien pidiendo que la suma de los par�ametros

dentro de un fator sea 0.

Veamos �omo se obtienen estas restriiones.
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Freuenias Freuenias Log Freuenias

Observadas Ajustadas Observadas

435 147 432.1 149.9 6.069 5.010

375 134 377.9 131.1 5.935 4.876

Par�ametro Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3

� 4.876 6.6069 5.472

�

A
1

0.134 0 0.067

�

A
2

0 -0.134 -0.067

�

B
1

1.059 0 0.529

�

B
2

0 -1.059 -0.529

En nuestro ejemplo de 2� 2 resultar��a

�

A
1

+ �

A
2

= 0 �

B
1

+ �

B
2

= 0

En general, trabajaremos on esta restrii�on. De todos modos, lo que todos

umplir�an es que la diferenia entre dos efetos prinipales es la misma. En

nuestro ejemplo, tenemos que �

B
1

� �

B
2

= 1;059 para los tres onjuntos de
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par�ametros.

Modelo Saturado

Cuando las variables son dependientes satisfaen un modelo m�as omplejo

log�

i j

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

AB

ij

donde los par�ametros �

AB

ij

reejan la asoiai�on entre A y B. Este modelo

desribe perfetamente ualquier onjunto de freuenias y es el modelo m�as

general para una tabla de ontingenia bivariada. El aso de independenia

orresponde a �

AB

ij

= 0

Existe una relai�on direta entre los log odds ratios y los par�ametros de

asoiai�on �

AB

ij

. Consideremos una tabla de 2� 2 y las restriiones

I∑

i=1

�

AB

ij

= 0 8j;

J∑

j=1

�

AB

ij

= 0 8i :
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log � = log




�
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�
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� log�
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� log�

21

= (�+ �
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+ �

B
1

+ �
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) + (� + �

A
2

+ �

B
2

+ �

AB

22

)

�(�+ �

A
1

+ �
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2

+ �

AB

12

) + (� + �

A
2

+ �

B
1

+ �

AB

21

)

= �

AB

11

+ �

AB

22

� �

AB

12

� �

AB

21

= 4�

AB

11

;

donde la �ultima igualdad resulta de las ondiiones impuestas.

Los �

AB

ij

determinan los log odds ratios. Cuando �

AB

ij

= 0 los odds ratios valen

1 y A e B son independientes.

En la tabla de reenia el odd ratio es

� =

435� 134

147� 375

= 1.057

y log � = 0.056, por lo tanto

�

AB

11

+ �

AB

22

� �

AB

12

� �

AB

21

= 0.056 (�)
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Los par�ametros de asoiai�on se pueden ajustar de manera que el primero de

ada �la y el primero de ada olumna sea 0 o que la suma sobre ada �la y la

suma sobre ada olumna sea 0.

Cualquiera de estas ombinaiones satisfar�a (�).

El modelo saturado tiene IJ = 1+(I�1)+(J�1)+(I�1)(J�1) par�ametros

no redundantes, es deir tiene tantos par�ametros omo observaiones, dando

un ajuste perfeto.

En la pr�atia se trata de usar modelos no saturados en tanto su ajuste suaviza

a los datos y dan origen a interpretaiones m�as simples.

Los modelos log{lineales que hemos visto son modelos jer�arquios. Dei-

mos que un modelo es jer�arquio uando inluye todos los t�erminos de orden

menor que est�an presentes en un t�ermino de orden mayor. As��, si el modelo

ontiene �

AB

ij

, entones tambi�en est�an presentes en el modelo �

A
i

y �

B
j

. Estos
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son los modelo m�as freuentes.

Como en ANOVA uando hay interaiones, debemos ser uidadosos en inter-

pretar los efetos prinipales uando hay t�erminos de orden mayor. En general,

para ada variable la ateni�on se restringe a los t�erminos de orden mayor.
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Modelos para tablas tridimensionales

Los diferentes modelos que veremos representan distintos patrones de indepen-

denia y asoiai�on.

Supongamos que tenemos tres variables ateg�orias A,B y C que tienen valores

posibles:

A: 1, 2, . . . , I

B: 1, 2, . . . , J

C: 1, 2, . . . , K

Para desplegar los asos observados deberemos ombinar tablas bidimensiona-

les, omo la que sigue.

Asumiremos que en una tabla omo �esta, un individuo puede lasi�ar on

una probabilidad �

i jk

en la asilla i jk . Si las n unidades experimentales son

independientes, entones el vetor (n

111

; : : : ; n

i jk

; : : : ; n

IJK

) tiene distribui�on
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V��tima Defendido Pena de Porentaje

Muerte de Si

Si No

Blana Blano 53 414 11.3 Tabla Parial

Negro 11 37 22.9

Negra Blano 0 16 0.0 Tabla Parial

Negro 4 139 2.8

Total Blano 53 430 11.0 Tabla Marginal

Negro 15 176 7.9

Cuadro 1: Pena de Muerte por olor del defendido y de la v��tima

multinomial de par�ametros n y � = (�

111

; : : : ; �

i jk

; : : : ; �

IJK

)

0

. La �unia res-

trii�on que se impone al vetor de probabilidades � es que sume 1 y el EMV

ser�a el vetor de omponentes
̂

�

i jk

=

n

i jk

n
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Calulemos el odds ratio en las tablas pariales. Cuando la v��tima es blana

tenemos

�

B

=

53� 37

11� 414

= 0.4306

por otro lado si la v��tima es negra

�

N

=

0� 139

4� 16

= 0

Sin embargo, si onsideramos la tabla olapsada obtenemos

�

Total

=

53� 176

15� 430

= 1.44

es deir que la onlusi�on a partir de este valor ser��a la opuesta que a partir de

los odds ratios de las pariales. Este ambio de direi�on en la asoiai�on de dos

variables al onsiderar una terera se onoe omo paradoja de Simpson. Por

esta raz�on debemos tener muho uidado antes de olapsar una tabla, tratando

de entender ual es la asoiai�on entre las variables en primera instania y a

partir de ella deidir si es razonable olapsar o no.
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Otro Ejemplo

Supongamos que tenemos los siguientes datos de sobrevida de paientes so-

metidos a irug��a en dos hospitales, A y B donde vivos signi�a que el paiente

sobrevivi�o 6 semanas a la irug��a.

Hospital Muertos Vivos

A 63 2037

B 16 784

Cuadro 2: Sobrevida a una irug��a seg�un hospital

A patir de esta tabla obtenemos que

� =

63� 784

16� 2037

= 1.515464

on lo que pareem�as onveniente el hospital B. Sin embargo, si tenemos en

uenta una terera variable C: Estado iniial del paiente la informai�on

ser��a
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Malas ondiiones Buenas Condiiones

Hospital Muertos Vivos Muertos Vivos

A 6 594 57 1443

B 8 692 8 92

Cuadro 3: Sobrevida a una irug��a seg�un hospital y estado iniial

Si analizamos la informai�on teniendo en uenta el estado del paiente al ser

intervenido vemos que

�

MC

=

6� 692

8� 594

= 0.8737374 �

BC

=

57� 92

8� 1443

= 0.454262

Es deir, el hospital A es siempre preferible, pero es sensiblemente mejor en

aso en que el paiente est�e en malas ondiiones iniiales. El hospital A tiene

mayor porentaje de muertos en general, pero menor porentaje de muertos al

onsiderar los grupos de buenas/malas ondiiones. Estamos otra vez ante la

paradoja de Simpson.
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Modelos de dependenia

Mutua o Completa Independenia

El modelo m�as simple es aquel en que

P (A = i ; B = j; C = k) = P (A = i):P (B = j):P (C = k) 8i ; j; k

de manera que si

�

i

= P (A = i) i = 1; : : : ; I

�

j

= P (B = j) j = 1; : : : ; J

Æ

k

= P (C = k) k = 1; : : : ; K

�

i jk

= �

i

�

j

Æ

k
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Como la suma de los �'s, de los �'s y de los Æ's es 1 tenemos en total

(I � 1) + (J � 1) + (K � 1) par�ametros a estimar.

Adem�as, bajo este modelo los vetores marginales tienen distribui�on:

(n

1++

; : : : ; n

I++

) � M(n; �

1

; �

2

; : : : ; �

I

)

(n

+1+

; : : : ; n

+J+

) � M(n; �

1

; �

2

; : : : ; �

J

)

(n

++1

; : : : ; n

++K

) � M(n; Æ

1

; Æ

2

; : : : ; Æ

K

)

por lo tanto, ada vetor de par�ametros podr��a estimarse por separado. M�as

a�un, el EMV ser�a

̂

�

i

=

n

i++

n

̂

�

j

=

n

+j+

n

̂
Æ

k

=

n

++k

n
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Gr�a�amente, este modelo se representa omo en el plot (1) del gr�a�o que

se presenta m�as arriba.

En este gr�a�o no hay onexi�on entre los tres nodos, lo que india que no

hay relai�on entre las tres variables. En la notai�on de modelos log{lineales

jer�arquios este modelo se representa omo (A;B; C).

En t�erminos de los odds ratios en este modelo signi�a las tablas marginales

A� B, A� C y B � C tienen odds ratios iguales a 1.

El modelo log{lineal orrespondiente es

log�

i jk

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

C
k

(1)

Independenia onjunta

En el gr�a�o tenemos a A y B onetadas entre s��, pero no onetadas on C.

Esto india que C es onjuntamente independientes de A y B. Que los nodos A

y B est�en onetados india que est�an posiblemente relaionados. De manera
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que el modelo de mutua independenia es un aso partiular de este modelo

que indiaremos omo (AB; C).

Bajo este modelo tenemos que

�

i jk

= �

i j+

�

++k

8i ; j; k

Si este modelo se umple, A y C son independientes en la tabla marginal y B

y C tambi�en son independientes en la tabla marginal.

Tambi�en podemos esribirlo omo

�

i jk

= �

i j

Æ

k

8i ; j; k

donde

∑
i

∑
j

�

i j

= 1

∑

k

Æ

k

= 1
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El n�umero de par�ametros es: (IJ � 1) + (K � 1).

El EMV de estas probabilidades son:

̂

�

i j

=

n

i j+

n

y

̂

Æ

k

=

n

++k

n

y por lo tanto los

valores esperados son

̂

�

i jk

=

n

i j+

n

++k

n

Esto orresponde al onepto de independenia habitual entre la variable C y

una nueva variable formada por la IJ ombinaiones de A y B.

El modelo log{lineal jer�arquio orrespondiente resulta

log�

i jk

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

C
k

+ �

AB

ij

(2)

Independenia Condiional

Ahora onsideremos la relai�on entre A y B ontrolando por C. Si A y B son

independientes en la tabla parial orrespondiente al nivel k de C, deimos que
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A y B son ondiionalmente independientes en el nivel k de C.

Notemos �

i j jk

=

�

i jk

�

++k

a la distribui�on onjunta de A y B en el nivel k de C.

Luego, la independenia ondiional de A y B al nivel k de C equivale a

�

i j jk

= �

i+jk

�

+j jk

8i ; j

Por lo tanto, diremos que A y B son ondiionalmente independientes dado C

si la ondii�on anterior vale para todo k .

Entones, tenemos que

�

i jk

=

�

i+k

�

+jk

�

++k

8i ; j; k

Este modelo de dependenia orrespone al gr�a�o en el que A y C est�an

onetados y tambi�en lo est�an B y C.

El modelo de mutua independenia es un aso partiular de este modelo.

Independenia ondiional de A y B orresponde al modelo log{lineal:
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log�

i jk

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

C
k

+ �

AC

ik

+ �

BC

jk

(3)

En la nomenlatura de los modelos log{lineales este modelo se llama (AC;BC).

Independenia marginal vs. Independenia Condiional

Consideremos el siguiente ejemplo en que se onsidera la distribui�on onjunta

de las variables Sexo, Ingreso y Carrera

Ingreso

Carrera Sexo Bajo Alto

Soial Mujer 18/100 12/100

Hombre 12/100 8/100

Cienias Mujer 2/100 8/100

Hombre 8/100 32/100

Total Mujer 20/100 20/100

Hombre 20/100 40/100
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Tenemos que �

Soial

=

18�8

12�12

= 1 y �

Cienias

=

2�32

8�8

= 1, es deir que

hay independenia en ada nivel de arrera, sin embargo en la tabla marginal

� =

20�40

20�20

= 2 y por lo tanto no hay independenia marginal.

Por otro lado, en los odds de Cienias son 6 vees m�as grandes en Hombres

que en Mujeres dado Ingreso y los odds ondiionales de Ingreso Alto son 6

vees m�as altos en Cienias que en Soiales dado Sexo.

Cienias tiene relativamente m�as hombres y Cienias tiene relativamente ingre-

sos m�as altos.

La independenia ondiional y la independenia marginal se veri�an simult�anea-

mente uando alguna independenia m�a s fuerte es v�alida.
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Tenemos la siguiente relai�on:

Mutua Independenia entre A, B y C

#

B independiente onjuntamente de A y C

. &

A y B ondiionalmente independientes A y B marginalmente independientes

Cuando tenemos tres fatores podemos tener tres, dos o un par de variables

ondiionalmente independientes de auerdo a que tengamos el modelo (1),

(2) o (3).
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Asoiai�on Homog�enea

En efeto, los t�ermimos de la forma �

XY

ts

identi�an a las variables ondiio-

nalmente dependientes.

Para permitir que las tres pares de variables sean ondiionalmente dependientes

debemos agregar al modelo anterior (AC;BC) una onexi�on entre A y B:

log�

i jk

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

C
k

+ �

AC

ik

+ �

AB

ij

+ �

BC

jk

(4)

que orresponde al modelo (AB;AC;BC), onoido omo modelo de

asoiai�on homog�enea, pues en este modelo los odds ratios ondiionales

entre dos variables son id�entios para ada nivel de la terera variable.

Dada la tabla parial A�B para ada nivel k de C podemos deribir la asoiai�on

parial mediante los odds ratios ondiionales omo

�

i j(k)

=

�

i jk

�

i+1;j+1;k

�

i ;j+1;k

�

i+1;j;k

1 � i � I � 1 1 � j � J � 1

Probaremos que si el modelo (4) vale, entones
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log �

i j(k)

= �

AB

ij

+ �

AB

i+1;j+1

� �

AB

i+1;j

� �

AB

i;j+1

es deir que

�

i j(1)

= �

i j(2)

= : : : = �

i j(K)

8i ; j

Lo mismo es ierto para �

AC

ik(j)

y para �

BC

jk(i)

.

Luego, la asoiai�on entre dos variables es id�entia para ada nivel de la terera

variable.

Modelo saturado o Con Interai�on Triple

El modelo m�as general para tres variables es

log�

i jk

= �+ �

A
i

+ �

B
j

+ �

C
k

+ �

AC

ik

++�

AB

ij

+ �

BC

jk

+ �

ABC

ijk

(5)

En este aso las tres variables son ondiionalmente dependientes, pero adem�as

los odds ratios de ualquier par de variables puede variar a lo largo de los niveles
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de la terera. Identi�amos este modelo omo (ABC).
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Condiiones para asoiai�on marginal y parial id�entias

El siguiente teorema establee ondiiones su�ientes para que los odds ratios

entre A y B sean los mismos en la tabla marginal que en las tablas pariales.

Cuando esto es as�� podemos estudiar la asoiai�on entre A y B de manera m�as

senilla olapsando la tabla sobre C.

Teorema: En una tabla tridimensional una variable es olapsable on

respeto a la interai�on entre las otras dos variables si es al menos

ondiionalmente independiente de otra dada la terera.

Bishop, Fienberg y Holland (1975)

En otra palabras, A y B tienen la misma asoiai�on marginal que parial si A y

C son ondiionalmente independientes ( vale el modelo (AB;BC)) o si B y

C son ondiionalmente independientes (vale el modelo (AB;AC))
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Cuando olapsar en una tabla

Diho de otra manera el resultado que hemos visto nos die que si tenemos tres

variables, A, B y C podemos olapsar en C si se umplen las dos ondiiones

siguientes:

1. No hay interai�on ABC, es deir �

ABC

ijk

= 0 para todo i ; j; k .

2. La interai�on AC o BC es nula, es deir �

AC

ik

= 0 para todo i ; k o �

BC

jk

= 0

para todo j; k .

Sin embargo, del Teorema enuniado m�as arriba fue probado por Bishop, Fien-

berg y Holland (1975, pp 39, 47)) omo un si y s�olo si. Whittemore (1978)

mostr�o ontraejemplos de la neesidad. De heho mostr�o los siguientes ejem-

plos:



MLG Ana M. Biano FCEyN 2015 32

 


