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Ejemplo

Supongamos un problema de dosis{respuesta en el que un grupo de animales

son expuestos a una sustan
ia peligrosa en distintas 
on
entra
iones. Sea n

i

el

n�umero de animales que re
ibe la dosis i , Y

i

el n�umero de animales que muere

y por lo tanto p

i

= Y

i

=n

i

la propor
i�on de muertos en el i{�esimo grupo.

Llamemos �

i

a la probabilidad de muerte y modelemos a �

i

en t�erminos de

z

i

= log

10

(
on
entra
i�on).

Proponemos el modelo:

logit(�

i

) = �

0

+ �

1

z

i

:

Un par�ametro de inter�es en estos problemas suele ser el valor de z para el 
ual

se obtiene el 50% de muertes. Llamemos a di
ho valor M

50

.

Como logit(1=2) = 0, tenemos que M

50

= �

�

0

�

1

: Por lo tanto,



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 50

�M

50

��

0

=

�1

�

1

�M

50

��

1

=

�

0

�

1

2

La varianza estimada de �

̂

�

0

̂

�

1

es




�1

̂

�

1

;

̂

�

0

̂

�

2

1



(

X

0

̂

WX

)
�1




�1

̂
�

1

̂

�

0

̂

�

2

1




;

donde

̂

W = diag(n

i

̂

�

i

(1�

̂

�

i

)).
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Tests de Hip�otesis

En el 
ontexto de GLM abordaremos el problema de 
omparar dos modelos


uando tienen la misma distribu
i�on subya
ente y la misma fun
i�on link.

Consideraremos la 
ompara
i�on de dos modelos anidados, es de
ir la diferen
ia

entre los dos modelos ser�a que la 
omponente lineal de un modelo tendr�a m�as

par�ametros que el otro.

El modelo m�as simple, que 
orresponder�a a H

o

, ser�a un 
aso espe
ial de un

modelo m�as general.

Si el modelo m�as simple ajusta a los datos tan bien 
omo el m�as general,

enton
es, en virtud del prin
ipio de parsimonia no re
hazaremos H

o

.

Si el modelo m�as general ajusta signi�
ativamente mejor, re
hazaremos H

o

en favor de H

1

, que 
orresponde al modelo m�as 
omplejo. Para realizar estas


ompara
iones deberemos usar medidas de bondad de ajuste. .

Las medidas de bondad de ajuste pueden basarse en el m�aximo valor de la

fun
i�on de verosimilitud, en el m�aximo valor del log de la fun
i�on de verosimilitud,
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en el m��nimo valor de la suma de 
uadrados o en un estad��sti
o 
ombinado

basado en los residuos.

El pro
eso de 
ompara
i�on ser�a 
omo sigue: M

o

� M

1

1. Espe
i�
amos un modelo M

o


orrespondiente a H

o

y un modelo m�as ge-

neral, M

1

, que 
orresponde a H

1

.

2. Ajustamos M

o

y 
al
ulamos el estad��sti
o de bondad de ajuste G

o

. Idem


on M

1

y su 
orrespondiente G

1

.

3. Computamos la mejor��a 
omputando una medida de la dis
repan
ia entre

G1 y G

o

.

4. A partir de la distribu
i�on de esta medida de dis
repan
ia, testeamos H

o

vs. la alternativa H

1

, es de
ir M

o

vs. M

1

.

5. Si la hip�otesis H

o

no es re
hazada, preferimos el modeloM

o

. Si re
hazamos

H

o

, elegiremos M

1

.
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Estad��sti
o de Co
iente de Verosimilitud

El modelo 
on el m�aximo n�umero de par�ametros que pueden ser estimados

se 
ono
e 
omo modelo saturado. Es un GLM 
on la misma distribu
i�on

subya
ente y la misma fun
i�on de enla
e que el modelo de inter�es, que podr��a

tener tantos par�ametros 
omo observa
iones. Llamemos m al m�aximo n�umero

de par�amertos que puede espe
i�
arse. (Si hay observa
iones que tienen las

mismas 
ovariables (repli
a
iones), el modelo saturado podr��a determinarse 
on

menos de n par�ametros.)

En el modelo saturado los � justan exa
tamente a los datos:

̂

�

i

= Y

i

.

Por lo tanto, en el modelo saturado se asigna toda la varia
i�on a la 
omponente

sistem�ati
a y ninguna a la 
omponente aleatoria. Este modelo no se usa ya que

no resume la informa
i�on presente en los datos, pero provee una base para

medir la dis
repan
ia para un modelo intermedio entre el modelo saturado y el

modelo nulo, en el que hay un �uni
o par�ametro para todas las observa
iones.
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Sean

̂

�

s

el valor estimado bajo el modelo saturado y L(

̂

�

s

; y), el likelihood

evaluado en di
ho estimador

Sea L(

̂

�; y) el m�aximo valor del likelihood para el modelo de inter�es. El 
o
iente

de verosimilitud ser�a

� =

L(

̂

�

s

; y)

L(

̂

�; y)

;

que nos da una idea de 
u�an bueno es el ajuste del modelo, respe
to del modelo

saturado.

En la pr�a
ti
a se usa el logaritmo de este 
o
iente

log(�) = `(

̂
�

s

; y)� `(

̂

�; y) :

Grandes valores de log(�) sugieren un pobre ajuste del modelo respe
to al

modelo saturado.

Un estad��sti
o 
er
ano y muy usado en el 
ontexto de GLM es la devian
e,
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introdu
ida por Nelder y Wedderburn (1972).

Asumamos que a

i

(�) = �=w

i

, enton
es 
onsideremos

D

�

= 2

[

`(

̂

�

s

; y)� `(

̂

�; y)

]

= 2

n∑

i=1

w

i

fy

i

(

̂

�

si

�

̂

�

i

)� b(

̂

�

si

) + b(

̂

�

i

)g=� = D=�

D es 
ono
ida 
omo la devian
e y D

�

es la devian
e es
alada.

Nota: A ve
es es 
onveniente expresar el log likelihood en t�erminos de las

medias �'s m�as que de � o �. En ese 
aso llamar��amos `(

̂

�; y) al likelihood

maximizado sobre � , mientras que el m�aximo al
anzado en el modelo saturado

ser��a `(y; y).
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Ejemplos

Caso Normal

Re
ordemos que � = �, b(�) =

�

2

2

, � = �

2

(w

i

= 1).

Enton
es,

D = 2

n∑

i=1

(y

i

(y

i

� �

i

)�

1
2

y

2

i

+

1
2

�

2
i

) =

n∑

i=1

(y

i

� �

i

)

2

:

Caso Binomial

Re
ordemos que � = log

(

�

1��

)

, es de
ir � =

e

�

1+e

�

,

b(�) = log(1 + e

�

) = � log(1� �), enton
es

D = 2

n∑

i=1

n

i

f

y

i

n

i

(

̂

�

si

�

̂
�

i

)� b((

̂

�

si

) + b(

̂

�

i

)g

= 2

n∑

i=1

n

i




y

i

n

i


log

y

i

=n

i

1� y

i

=n

i

� log

̂

�

i

1�

̂

�

i


+
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log(1�

y

i

n

i

)� log(1�

̂

�

i

)




= 2

n∑

i=1


y

i

log

y

i

=n

i

̂

�

i

+ y

i

log

1�

̂

�

i

1� y

i

=n

i

+ n

i

log

1� y

i

=n

i

1�

̂
�

i




= 2

n∑

i=1


y

i

log

y

i

=n

i

̂

�

i

+ (n

i

� y

i

) log

1� y

i

=n

i

1�

̂

�

i




= 2

n∑

i=1




y

i

log

y

i

̂

�

i

+ (n

i

� y

i

) log

n

i

� y

i

n

i

�

̂

�

i



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Para realizar los tests de bondad de ajuste debemos 
ono
er la distribu
i�on de

D.

Heur��sti
amente podr��amos dedu
ir la la distribu
i�on de D. Si ha
emos un

desarrrollo de Taylor de segundo orden alrededor de un punto dado b, tenemos

que:

`(�) ' `(b) + (� � b)

0

U(b)�

1
2

(� � b)

0

I(b)(� � b) :

donde U = (U

1

; : : : ; U

p

)

0

U

j

=

�`(�; y)

��

j

=

n∑

i=1

�`

i

(�; y

i

)

��

j

=

n∑

i=1

(Y

i

� �

i

)

var(Y

i

)

��

i

��

j

x

i j

j = 1; : : : ; p :

E(U) = 0 E(UU

0

) = I ;

siendo I la matriz de informa
i�on de Fisher.
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Si b es el punto donde ` al
anza su m�aximo, enton
es

`(�)� `(b) ' �

1
2

(� � b)

0

I(b)(� � b) :

Por lo tanto

2(`(b)� `(�)) ' (� � b)

0

I(b)� � b) :

y en 
onse
uen
ia, para n su�
ientemente grande

2(`(b)� `(�))

(a)

� �

2
p

:

de este resultado, obtenemos
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D=� = 2

[

`(

̂

�

s

; y)� `(

̂

�; y)

]

= 2

[

`(

̂

�

s

; y)� `(�

s

; y)

]

�2

[

`(

̂

�; y)� `(�; y)

]

+ 2 [`(�

s

; y)� `(�; y)℄

Luego,

D=�

(a)

� �

2
m�p;�

;

siendo

� = 2 [`(�

s

; y)� `(�; y)℄ ;

donde � es una 
onstante positiva 
er
ana a 0 si el modelo propuesto ajusta a

los datos tan bien 
omo el modelo saturado.



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 61

Apli
a
iones a Test de Hip�otesis

Las hip�otesis relativas al par�ametro � de longitud p pueden testearse usando

el estad��sti
o de Wald y su distribu
i�on asint�oti
a

(

̂

� � �)

0

I

n

(

̂

�) (

̂

� � �)

(a)

� �

2
p

:

Si queremos de
idir entre dos modelos anidados, un enfoque alternativo es


omparar la bondad del ajuste de los modelos involu
rados. Consideremos la

hip�otesis nula:

H

0

: � = �

0

= (�

01

; : : : ; �

0q

)

0


orrespondiente al Modelo M

0

y una hip�otesis m�as general

H

1

: � = �

1

= (�

01

; : : : ; �

0p

)

0


orrespondiente al Modelo M

1


on q < p < n.

Si testeamos H

0

vs. H

1

usando la diferen
ia de los estad��sti
os de 
o
iente del
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logaritmo de la verosimilitud tenemos

�D=� =

D

0

�D

1

�

= 2

[

`(

̂

�

s

; y)� `(

̂

�

0

; y)

]

� 2

[

`(

̂

�

s

; y)� `(

̂

�

1

; y)

]

= 2

[

`(

̂

�

1

; y)� `(

̂

�

0

; y)

]

:

Comparar��amos a �D 
on una ��

2
p�q

ya que bajo H

0

tendr��amos que

�D

(a)

� ��

2
p�q

.

Si el valor observado de �D=� fuera mayor que el per
entil �

2
p�q;�

re
hazar��amos a H

0

en favor de H

1

, bajo el supuesto de que H

1

da una mejor

des
rip
i�on de los datos.
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Ejemplo:

Los siguientes datos 
orresponden a un experimento de dosis{respuesta en el

que 5 grupos de 6 animales fueron expuestos a una sustan
ia peligrosa (S
hafer,

2000). Y

i

denota al n�umero de animales que murieron al ser expuestos a la

i��esima dosis.

obs. x

i

= log

10

(
on
:) y

i

n

i

� y

i

y

i

=n

i

̂

�

i

1 -5 0 6 0.000 0.0080899

2 -4 1 5 0.167 0.1267669

3 -3 4 2 0.667 0.7209767

4 -2 6 0 1.000 0.9787199

5 -1 6 0 1.000 0.9987799

El 
omando R que usamos es:
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yy<- 
(0,1,4,6,6)

sf<- 
bind(yy,6-yy)

logdosis<- -
(5:1)

salida<- glm(sf~logdosis,family=binomial)

summary(salida)

Call:

glm(formula = sf ~ logdosis, family = binomial)

Devian
e Residuals:

1 2 3 4 5

-0.3122 0.2821 -0.2913 0.5081 0.1210

Coeffi
ients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Inter
ept) 9.587 3.707 2.586 0.0097 **

logdosis 2.879 1.102 2.612 0.0090 **

---

Signif. 
odes: 0 ?***? 0.001 ?**? 0.01 ?*? 0.05 ?.? 0.1 ? ? 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
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Null devian
e: 28.0090 on 4 degrees of freedom

Residual devian
e: 0.5347 on 3 degrees of freedom

AIC: 8.58

Number of Fisher S
oring iterations: 6

> salida$devian

[1℄ 0.5347011

> p
hisq(salida$devian
e,3) 1-p
hisq(salida$devian
e,3)

[1℄ 0.0887958 0.9112042
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An�alisis de la devian
e

El an�alisis de la devian
e es una generaliza
i�on del an�alisis de la varianza para

los GLM obtenido para una se
uen
ia de modelos anidados (
ada uno in
lu-

yendo m�as t�erminos que los anteriores). Suponemos en todos ellos la misma

distribu
i�on y la misma fun
i�on link.

Dada una se
uen
ia de modelos anidados usamos la devian
e 
omo una medida

de dis
repan
ia y podemos formar una tabla de diferen
ias de devian
es.

Sean M

p

1

;M

p

2

; : : : ;M

p

r

una su
esi�on de modelos anidados de dimensi�on

p

1

< p

2

< : : : < p

r

y matri
es de dise~no X

p

1

;X

p

2

; : : : ;X

p

r

y devian
es

D

p

1

> D

p

2

> : : : > D

p

r

.

La diferen
ia D

p

i

� D

p

j

, p

j

> p

i

, es interpretada 
omo una medida de la

varia
i�on de los datos expli
ada por los t�erminos que est�an en M

p

j

y no est�an

en M

p

i

, in
luidos los efe
tos de los t�erminos de que est�an en M

p

i

e ignorando

los efe
tos de 
ualquier t�ermino que no est�a en M

p

j

.
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De esta manera, si D

p

i

� D

p

j

> �

2
p

j

�p

i

;�

habr��a que in
orporar al modelo los

t�erminos que est�an en M

p

j

y no est�an en M

p

i

.

Cada se
uen
ia de modelos 
orresponde a una tabla de an�alisis de la varianza

diferente. La se
uen
ia de los modelos estar�a determinada por el inter�es del

investigador.
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Veamos otro ejemplo:

Collett (1991) reporta los datos de un experimento sobre toxi
idad en gusanos

de la planta de taba
o dosis de pyrethroid trans{
ypermethrin al que los gusanos

empezaron a mostrar resisten
ia. Grupos de 20 gusanos de 
ada sexo fueron

expuestos a por 3 d��as al pyrethroid y se registr�o el n�umero de gusanos muertos

o kno
keados en 
ada grupo.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

dosis (�g)

sexo 1 2 4 8 16 32

Ma
hos 1 4 9 13 18 20

Hembras 0 2 6 10 12 16

Cuadro 1: Gusanos del taba
o

Ajustamos un modelo de regresi�on log��sti
a usando log

2

(dosis), dado que las

dosis son poten
ias de 2.



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 69

Para pro
esar 
on R usamos los 
omandos

options(
ontrasts=
("
ontr.treatment", "
ontr.poly"))

ldose<- rep(0:5,2)

numdead<- 
(1,4,9,13,18,20,0,2,6,10,12,16)

sex<- fa
tor(rep(
("M","F"),
(6,6)))

SF<- 
bind(numdead,numalive=20-numdead)


ontrasts(sex)

M

F 0

M 1

Comenzaremos por un gr�a�
o

probas=numdead/20

plot(2^ldose, probas,type="n",xlab="dosis",ylab="prob")

lines(2^ldose[sex=="M"℄,type="p", probas[sex=="M"℄,
ol=6)

lines(2^ldose[sex=="F"℄, probas[sex=="F"℄,type="p",
ol=8)

Queremos investigar la posibilidad de que haya diferentes re
tas para los dos

sexos. Para ello plantearemos y ajustaremos el modelo
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dosis

pro
b

0 5 10 15 20 25 30

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

Figura 2: Gusanos del taba
o
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logit(�

i

) = �

0

+ �

1

sex + �

2

ldose + �

3

sex :ldose

Por ejemplo, si sex = M, para ldose = 3 tendr��amos

logit(�

3;i

) = �

0

+ �

1

+ 3 (�

2

+ �

3

)

en 
ambio si sex = F , para ldose = 3

logit(�

3;i

) = �

0

+ 3 �

2

Para ello ha
emos:
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salida.gusanos<- glm(SF~sex*ldose, family=binomial)

summary(salida.gusanos)

Call:

glm(formula = SF ~ sex * ldose, family = binomial)

Devian
e Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.39849 -0.32094 -0.07592 0.38220 1.10375

Coeffi
ients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Inter
ept) -2.9935 0.5527 -5.416 6.09e-08 ***

sexM 0.1750 0.7783 0.225 0.822

ldose 0.9060 0.1671 5.422 5.89e-08 ***

sexM:ldose 0.3529 0.2700 1.307 0.191

---

Signif. 
odes: 0 ?***? 0.001 ?**? 0.01 ?*? 0.05 ?.? 0.1 ? ? 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null devian
e: 124.8756 on 11 degrees of freedom

Residual devian
e: 4.9937 on 8 degrees of freedom
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AIC: 43.104

Number of Fisher S
oring iterations: 4

1-p
hisq(4.993727,8)= 0.7582464

> salida.gusanos$x

(Inter
ept) sexM ldose sexM:ldose

1 1 1 0 0

2 1 1 1 1

3 1 1 2 2

4 1 1 3 3

5 1 1 4 4

6 1 1 5 5

7 1 0 0 0

8 1 0 1 0

9 1 0 2 0

10 1 0 3 0

11 1 0 4 0

12 1 0 5 0
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dosis

pro
b

0 5 10 15 20 25 30

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

Figura 3: Gusanos del taba
o
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Aparentemente de la le
tura de la tabla el efe
to del sexo pare
e no signi�
a-

tivo. Dado que estamos ajustando distintas pendientes para 
ada sexo, el test

individual para este par�ametro testea la hip�otesis de que las 
urvas no di�eren


uando la log dosis es 0. Vamos a reparametrizar de manera de in
luir la inter-


ept en una dosis 
entral (8), que muestra una diferen
ia signi�
ativa entre los

dos sexos en la dosis 8. Computamos el p{valor de la medida de ajuste global

Comparamos distintos modelos mediante la instru

i�on ANOVA
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> salida2<-glm(SF~sex*I(ldose-3), family=binomial)

> summary(salida2)

Call:

glm(formula = SF ~ sex * I(ldose - 3), family = binomial)

Devian
e Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.39849 -0.32094 -0.07592 0.38220 1.10375

Coeffi
ients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Inter
ept) -0.2754 0.2305 -1.195 0.23215

sexM 1.2337 0.3770 3.273 0.00107 **

I(ldose - 3) 0.9060 0.1671 5.422 5.89e-08 ***

sexM:I(ldose - 3) 0.3529 0.2700 1.307 0.19117

---

Signif. 
odes: 0 ?***? 0.001 ?**? 0.01 ?*? 0.05 ?.? 0.1 ? ? 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null devian
e: 124.8756 on 11 degrees of freedom

Residual devian
e: 4.9937 on 8 degrees of freedom

AIC: 43.104

Number of Fisher S
oring iterations: 4
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######################################################

anova(salida.gusanos, test="Chisq")

Analysis of Devian
e Table

Binomial model

Response: SF

Terms added sequentially (first to last)

Df Devian
e Resid. Df Resid. Dev Pr(Chi)

NULL 11 124.8756

sex 1 6.0770 10 118.7986 0.0136955 = 1-p
hisq(6.0770,1)

ldose 1 112.0415 9 6.7571 0.0000000 = 1-p
hisq(112.0415,1)

sex:ldose 1 1.7633 8 4.9937 0.1842088 = 1-p
hisq(1.7633,1)
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Ahora ajustamos sin la intera

i�on

salida4.gusanos<- glm(SF~sex+ldose, family=binomial)

summary(salida4.gusanos)

Call: glm(formula = SF ~ sex + ldose, family = binomial)

Coeffi
ients:

Value Std. Error t value

(Inter
ept) -3.473154184226693 0.4682938902230899 -7.416612210277016

sex 1.100742853982481 0.3557226321395416 3.094385216262218

ldose 1.064213642005792 0.1310130474986223 8.122959219134131

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )

Null Devian
e: 124.8755926044078 on 11 degrees of freedom

Residual Devian
e: 6.757064232235749 on 9 degrees of freedom

Number of Fisher S
oring Iterations: 3
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La matriz de dise~no ser��a:


bind(salida4.gusanos$x)

(Inter
ept) sex ldose

1 1 1 0

2 1 1 1

3 1 1 2

4 1 1 3

5 1 1 4

6 1 1 5

7 1 0 0

8 1 0 1

9 1 0 2

10 1 0 3

11 1 0 4

12 1 0 5
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Interpreta
i�on de los 
oe�
ientes

Supongamos que tenemos una variable independiente que tambi�en es di
ot�omi-


a. Nuestro modelo ser�a

logit(�(x)) = �

0

+ �

1

x =) � =

e

�

0

+�

1

x

1 + e

�

0

+�

1

x

donde X = 0 �o X = 1.

Los valores de nuestro modelo son

Y = 1 Y = 0

X = 1 �(1) =

e

�

0

+�

1

1+e

�

0

+�

1

1� �(1) =

1

1+e

�

0

+�

1

X = 0 �(0) =

e

�

0

1+e

�

0

1� �(0) =

1

1+e

�

0

Cuadro 2: Variables di
ot�omi
as
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El odds ratio es

� =

�(1)=(1� �(1))

�(0)=(1� �(0))

que resulta

� = e

�

1

por lo tanto el logaritmo del odds ratio es

log � = �

1

y un intervalo de 
on�anza de nivel aproximado 1� � para � ser�a

exp(

̂
�

1

� z

�=2

√
̂

V (

̂

�

1

))

Consideremos el 
aso de una variable 
ualtitativa que toma varios valores, 
omo

en la siguiente situa
i�on
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blan
o negro hispani
o otros Total

Ausente 20 10 10 10 50

Presente 5 20 15 10 50

Total 25 30 25 20 100

� 1 8 6 4

Cuadro 3: Ejemplo hip�oteti
o

options(
ontrasts=
("
ontr.treatment", "
ontr.poly"))

yy<- 
(5,20,15,10)

nn<- 
(25,30,25,20)


olor<- fa
tor(rep(
("blan
o","negro","hipani
o","otros"),
(1,1,1,1)))

SF<- 
bind(yy,nyy=nn-yy)
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ontrasts(
olor) d Variables de Diseno

D1 D2 D3

hipani
o negro otros

blan
o 0 0 0

hipani
o 1 0 0

negro 0 1 0

otros 0 0 1

Call: glm(formula = SF ~ 
olor, family = binomial)

Coeffi
ients:

Value Std. Error t value

(Inter
ept) -1.386294 0.4999999 -2.772589


olorhipani
o 1.791759 0.6454971 2.775782


olornegro 2.079442 0.6324554 3.287886


olorotros 1.386294 0.6708203 2.066566

Null Devian
e: 14.04199 on 3 degrees of freedom

Residual Devian
e: 0 on 0 degrees of freedom
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Veamos que

exp(1.791759)= 5.999997

exp(2.079442)= 8.000004

exp(1.386294)= 3.999999

Observemos adem�as que 
omo

logit(�) = �

0

+ �

11

D

1

+ �

12

D

2

+ �

13

D

3

log

̂

�(negro; blan
o) =
= �

0

+ �

11

(D

1

= 0) + �

12

(D

2

= 1) + �

13

(D

3

= 0)

� [�

0

+ �

11

(D

1

= 0) + �

12

(D

2

= 0) + �

13

(D

3

= 0)℄

= �

12

y en base a la distribu
i�on asint�oti
a de los par�ametros podemos obtener un

intervalo de 
on�anza para �(negro; blan
o):
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Algunas herramientas de diagn�osti
o

- Como en regresi�on lineal al gra�
ar los residuos vs. el predi
tor lineal

̂
� es-

peramos en
ontrar una banda horizontal, m�as o menos paralela al eje de las

abs
isas alrededor del 0.

- Podr��amos en
ontrar una 
urvatura o un an
ho de la banda variable. Una


urvatura podr��a sugerir:

ele

i�on in
orre
ta de la fun
i�on de enla
e

omisi�on de alg�un t�ermino no lineal de una 
ovariable

- El an
ho de banda variable puede sugerir que la fun
i�on de varianza es in
o-

rre
ta.

- Tambi�en estos gr�a�
os pueden ayudar a dete
tar residuos muy grandes, es

de
ir mayores que 2.5 �o 3.

- Otra posibilidad es gra�
ar los residuos vs. 
ada 
ovariable por separado, tal


omo lo ha
��amos en Modelo Lineal. Una 
urvatura en este gr�a�
o nuevamente

puede sugerir que la 
ovariable deber��a transformarse, 
omo x

2

,

p

x o log x .
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Residuos

En general se de�nen los siguientes residuos:

Residuos de Respuesta: Y

i

�

̂

�

i

Residuos de Pearson:

Y

i

�

̂

�

i

p

V (

̂

�

i

)

Tienen media 0 y varianza 
onstante si la fun
i�on de varianza es la 
orre
ta.

Residuos de Trabajo: (Y

i

�

̂

�

i

)

��

i

��

i

Residuos de la Devian
e: sgn(Y

i

�

̂

�

i

)

p

d

i

Generalmente, m�as normales que los de Pearson, es de
ir menos asim�etri-


os. Utiles para visualizar outliers.
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Problemas 
on la fun
i�on de varianza

Como en el modelo lineal el gr�a�
o del valor absoluto de los residuos vs.

̂

�

puede ser �util para dete
tar problemas en la fun
i�on de varianza.

Un gr�a�
o sin ninguna tenden
ia indi
ar��a una fun
i�on de varianza 
orre
ta. En


ambio, por ejemplo, una tenden
ia positiva sugerir��a utilizar una fun
i�on de

varianza que aumente m�as rapidamente. Debemos tener en 
uenta que dentro

de una familia parti
ular de distribu
iones no es posible 
ambiar la fun
i�on de

varianza, sino que �esta est�a �jada por el modelo.

En el GLM la situa
i�on es muy pare
ida a la del Modelo Lineal: si la fun
i�on

de varianza no es la 
orre
ta el estimador de � ser�a asint�oti
amente insesgado

y normal, pero no e�
iente. As�� mismo, no estaremos estimando 
onsistente-

mente la matriz de 
ovarianza de

̂

�.
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Algunas estrategias para 
onstruir un modelo en

regresi�on log��sti
a

Hosmer y Lemeshow (1989) sugieren algunas estrategias a la hora de ajustar

un modelo de regresi�on log��sti
a. Enumeramos algunas de ellas:

Re
omiendan 
omenzar por un an�alisis 
uidadoso de 
ada variable

a trav�es de un ajuste univariado. Para variables nominales, ordinales y


ontinuas 
on muy po
os valores sugieren ha
erlo a trav�es de una tabla

de 
ontingen
ia para la respuesta (y = 0; 1) y los k valores de la variable

independiente. Adem�as de realizar un test de ajuste global (
o
iente de

verosimilitud), para aquellas variables que exhiben un moderado nivel de

aso
ia
i�on, proponen estimar los odds ratios usando uno de los niveles 
omo

referen
ia.

En este punto sugieren tener 
uidado 
on aquellas tablas de 
on-

tingen
ia que tienen alguna 
asilla 
on 0. Una estrategia sen
illa para

evitar esto puede ser 
olapsar algunas 
ategor��as de la variable independiente

de alguna manera razonable o eliminar la 
ategor��a 
ompletamente.
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Cuando la variable es 
ontinua puede ha
erse un gr�a�
o suavizado,

dividiendo a la variable independiente en 
lases o intervalos. Podr��an usarse

los 
uartos o 
uartiles para dividir la variable 
ontinua.

Una vez realizado el an�alisis univariado sele

ionan las variables

para un an�alsis multivariado. Re
omiendan 
omo 
andidato para la re-

gresi�on multivariada a toda variable que en el test univariado tenga un p{

valor < 0.25, as�� 
omo a toda variable que se sepa es importante desde el

punto de vista biol�ogi
o (o del problema).

Una vez que todas estas variables han sido identi�
adas, 
omienzan 
on un

modelo multivariado que las 
ontiene a todas.

Este punto de 
orte 0.25 fue sugerido por Mi
key and Greenland (1989).

El uso de un punto tan grande (el usual es 0.05) tiene la desventaja de que

pueden introdu
irse variables de dudosa importan
ia.

Un problema de la aproxima
i�on por los modelos univariados es que variables

que est�an en forma individual d�ebilmente aso
iadas 
on la respuesta pueden
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ser predi
tores importantes 
uando se 
onsideran en forma 
onjunta.

Por este motivo, debe revisarse la in
orpora
i�on de todas las variables antes

de arribar a un modelo �nal.

La importan
ia de 
ada variable en el modelo multivariado puede ser eva-

luada a trav�es del estad��sti
o de Wald de 
ada una y una 
ompara
i�on del


oe�
iente estimado del modelo multivariado 
on el 
oe�
iente estimado

en el modelo univariado que s�olo 
ontiene esa variable.

Hosmer y Lemeshow sugieren eliminar las variables que no 
ontribuyen al

modelo 
uando nos basamos en estos 
riterios y ajustar un nuevo modelo.

Proponen 
omparar los 
oe�
ientes estimados de las variables que que-

dan en el nuevo modelo 
on los estimados en el viejo modelo. En parti
ular,

sugieren preo
uparnos por aquellas variables 
uyos 
oe�
ientes 
ambian mu-


ho en magnitud. Esto podr��a indi
ar que algunas de las variables eliminadas

son importantes en el efe
to de las variables restantes en el ajuste.

Este pro
edimiento de elimina
i�on, reajuste y veri�
a
i�on 
ontin�ua hasta
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que parez
a que las variables importantes han sido in
luidas y las ex
luidas

son las biol�ogi
a o estad��sti
amente sin importan
ia.

En general, la de
isi�on de 
omenzar 
on todas las variables posibles depende

de la 
antidad de observa
iones. Cuando los datos no son ade
uados para

soportar este an�alisis, podr��a llegarse a resultados inestables: los estad��sti
os

de Wald no ser��an ade
uados para la sele

i�on de las variables. En este


aso habr��a que re�nar los resultados del an�alsis univariado y ver que es lo

relevante desde el punto de vista 
ient���
o.

Un an�alisis alternativo puede ser utilizar un m�etodo stepwise en el que

las variables son in
luidas o ex
luidas se
uen
ialmente de manera de poder

identi�
ar un modelo full y luego pro
eder 
omo hemos des
ripto.

Para las variable 
ontinuas deberemos 
hequear el supuesto de linealidad.

Box{Tidwell (1962) sugieren in
orporar un t�ermino de la forma xln(x) y

ver si su 
oe�
iente es signi�
ativo o no. Un 
oe�
iente signi�
ativo dar��a

eviden
ias de no linealidad. Sin embargo, advierten sobre la falta de poten
ia

del m�etodo para dete
tar peque~nos apartamientos de la linealidad.
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Una vez que obtenemos un modelo que 
reemos que 
ontiene las variables

esen
iales deberemos 
onsiderarar la ne
esidad de in
orporar intera

iones

entre ellas. Sugieren in
orporar la intera

i�on y evaluar su signi�
a
i�on en

t�erminos del 
o
iente de verosimilitud. Ellos re
omiendan no in
orporar in-

tera

iones 
uyo �uni
o efe
to es agrandar los errores standard sin 
ambiar

el valor estimado.

Observa
iones Agrupadas en el 
aso Binomial

Como hemos visto 
uando las variables son dis
retas puede haber repli
a
iones.

Podemos en
ontrar que algunas de nuestras n observa
iones toman el mismo

valor en x

i

. Si llamamos x

�

1

; : : : ; x

�

m

a los valores distintos de las 
ovariables

(sin tener en 
uenta las repeti
iones), m � n, podemos 
omprimir los valores

de las respuesta en

y

�

i

=

∑

j :x

j

=x

�

i

y

j

n

�

i

=

∑

j :x

j

=x

�

i

n

j

:

Si los n

�

i

son grandes podremos tener estad��sti
os de bondad de ajuste X

2

o
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G

2

bien aproximados. Como ya observamos, estos estad��sti
os tendr�an m� p

grados de libertad en lugar de n � p.

Si el modelo es 
ierto, al 
olapsar los valores 
on igual x

i

no hay p�erdida de

informa
i�on al sumar las Y

i

's 
orrespondiente. Sin embargo, si el modelo no es


ierto, las �

i

's de observa
iones 
on igual x

i

's no ser�an ne
esariamente id�enti
as

y en ese 
aso no ser�a ne
esariamente f�a
il dete
tar apartamientos al modelo.

El he
ho de agrupar observa
iones tambi�en puede limitar la posibilidad de dete
-

tar sobredispersi�on, que o
urre 
uando las variables Y

i

's tienen varianza mayor

que n

i

�

i

(1� �

i

).
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La falta de ajuste del modelo se pude deber a:


ovariables omitidas

fun
i�on link in
orre
ta

presen
ia de outliers

sobredispersi�on


