
Modelo Lineal Generalizado

Introdu

i�on

Comenzaremos 
on un ejemplo que nos servir�a para ilustrar el an�alisis de datos

binarios.

Nuestro inter�es se 
entra en rela
ionar una estru
tura esto
�asti
a en los datos

que siguen una distribu
i�on binomial y una estru
tura sistem�ati
a en t�erminos

de alguna transforma
i�on de las variables independientes.

Los siguientes datos tomados de Little (1978) 
orresponden a 1607 mujeres


asadas y f�ertiles entrevistadas por la En
uesta de Fertilidad Fiji de 1975, 
la-
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si�
adas por edad, nivel de edu
a
i�on, deseo de tener m�as hijos y el uso de

anti
on
eptivos.

Edad Edu
a
i�on M�as Hijos? Uso de Anti
on
eptivos Total

No Si

< 25 Baja Si 53 6 59

No 10 4 14

Alta Si 212 52 264

No 50 10 60

25{29 Baja Si 60 14 74

No 19 10 29

Alta Si 155 54 209

No 65 27 92

30{39 Baja Si 112 33 145

No 77 80 157

Alta Si 118 46 164

No 68 78 146

40{49 Baja Si 35 6 41

No 46 48 94

Alta Si 8 8 16

No 12 31 43

Total 1100 507 1607
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En este ejemplo se 
onsidera a la variable Anti
on
ep
i�on 
omo dependiente

y a las dem�as 
omo predi
toras. En este 
aso, todas las predi
toras son varia-

bles 
ateg�ori
as, sin embargo el modelo que presentaremos permite introdu
ir

variables independientes 
ontinuas y dis
retas.

El objetivo es de
ribir 
�omo el uso de m�etodos anti
on
eptivos var��a seg�un la

edad, el nivel de edu
a
i�on y el deseo de tener m�as hijos.

Por ejemplo, una pregunta que ser��a interesante responder es si hay aso
ia
i�on

entre edu
a
i�on y anti
on
ep
i�on, por ejemplo, podr��amos querer saber si las

mujeres 
on un nivel de edu
a
i�on m�as elevado pre�eren familias m�as 
hi
as

que las mujeres 
on niveles de edu
a
i�on inferior.
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Componente Aleatoria

La 
omponente aleatoria del modelo involu
ra a las respuestas Y

i

.

De�namos

Y

i

=





1 si usa anti
on
eptivo

0 si no

Y

i

toma los valores 1 y 0 
on probabilidad �

i

y 1� �

i

, respe
tivamente,y por

lo tanto

E(Y

i

) = �

i

V ar(Y

i

) = �

i

(1� �

i

) :

Tanto la media 
omo la varianza dependen de i , por lo tanto 
ualquier fa
tor

que afe
te la esperanza tambi�en afe
tar�a la varianza. Esto sugiere que 
ualquier

modelo que, 
omo el lineal, asuma homos
edasti
idad de las observa
iones no

ser�a ade
uado para este problema.



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 5

En el ejemplo, de a
uerdo 
on el valor de las variables predi
toras, las observa-


iones pueden ser 
lasi�
adas en 16 grupos. Si n

i

es el n�umero de observa
iones

del grupo i e Y

i

denota al n�umero de �exitos, tendremos que

Y

i

� Bi(n

i

; �

i

) :

En nuestro 
aso,

Y

i

= n�umero de mujeres que usan anti
on
eptivos en el i{�esimo grupo.

Luego,

P (Y

i

= k) =




n

i

k


�

k

i

(1� �

i

)

n

i

�k

E(Y

i

) = n

i

�

i

V ar(Y

i

) = n

i

�

i

(1� �

i

) ;

para k = 0; : : : ; n

i

.
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Componente sistem�ati
a

La 
omponente sistem�ati
a del modelo involu
ra a las 
ovariables x

i

que parti-


ipan.

El modelo m�as sen
illo podr��a expresar a �

i


omo una 
ombina
i�on lineal de las

variables independientes:

�

i

= x

0
i

� ;

siendo � el ve
tor de par�ametros a estimar.

Este modelo re
ibe el nombre de modelo de probabilidad lineal y su esti-

ma
i�on puede basarse en m��nimos 
uadrados ordinarios.

Un problema evidente de este modelo es que las probabilidades �

i

son a
otadas,

mientras que las x

0
i

� pueden tomar 
ualquier valor real. Si bien esto podr��a 
on-

trolarse imponiendo 
ompli
adas restri

iones a los 
oe�
ientes, esta solu
i�on

no resulta muy natural.
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Una solu
i�on sen
illa es transformar la probabilidad mediante una fun
i�on que

mapee el intervalo (0; 1) sobre la re
ta real y luego modelar esta transforma
i�on


omo una fun
i�on lineal de las variables independientes.

Una manera posible es mediante los odds ( o 
han
es) de�nidos 
omo

	 =

�

1� �

;

� 	

0.1 0.11

0.2 0.25

0.5 1

0.6 4

0.9 9

De manera que odds menores que 1 est�an aso
iados a probabilidades menores

que 0.5 y odds mayores que 1 est�an aso
iados a probabilidades mayores que

0.5.
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Sin embargo, esta transforma
i�on s�olo mapea sobre los reales positivos. Para

extenderla a los negativos introdu
iremos el log:

logit(�) = log




�

1� �




= �

o

+ �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : :+ �

p

x

p

= x

0

� = �

La fun
i�on logit es estri
tamente 
re
iente y tiene inversa:

� = logit

�1

(�) =

e

�

1 + e

�

:

En el ejemplo tenemos: 507 mujeres usan anti
on
eptivos entre las 1607, por lo

que estimamos la probabilidad 
omo

507

1607

=0.316. Luego, los odds se estimar��an

por

507=1607

1100=1607

=

507

1100

= 0.461

Enton
es, aproximadamente por 
ada mujer que usa anti
on
eptivos hay dos

que no los usan. El logit(0.461) = -0.775.
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Modelo de Regresi�on Log��sti
a

Sean Y

1

; : : : ; Y

n

v.a. independientes tales que

Y

i

� Bi(n

i

; �

i

) : (1)

Esto de�ne la 
omponente aleatoria.

Supongamos adem�as que la probabilidad �

i

es una fun
i�on de los predi
tores:

logit(�

i

) = x

0
i

� ; (2)

donde las x

i

son las 
ovariables.

Esto de�ne la 
omponente sistem�ati
a del modelo.

El modelo de�nido por (1) y por (2) es un modelo lineal generalizado 
on

respuesta binomial y fun
i�on de enla
e logit.
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Los 
oe�
ientes � tienen una interpreta
i�on similar a la que tienen en el modelo

lineal, pero debemos tener en 
uenta que el miembro de la dere
ha es un logit

y no una media.

Los �

j

representan enton
es el 
ambio en el logit de la probabilidad aso
iada


uando hay un 
ambio de una unidad en el j{�esimo predi
tor y se matienen


onstantes todas las dem�as variables.

Como

� =

e

x

0

�

1 + e

x

0

�

=

1

1 + e

�x

0

�

;

la rela
i�on 
on � es no lineal, luego no es tan sen
illo 
omo en el modelo lineal

expresar el 
ambio en �

i

al 
ambiar un predi
tor.

Cuando el predi
tor es 
ontinuo, podemos ha
er una aproxima
i�on tomando

derivadas 
on respe
to a la j{�esima 
oordenada de x, obteniendo
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��

�x

j

= �

j

�(1� �) :

Luego, el efe
to del j{�esimo predi
tor depende del 
oe�
iente �

j

y de la pro-

babilidad �.

Una vez estable
ido el modelo que queremos ajustar haremos las diferentes

etapas de inferen
ia habituales:

� estimar los par�ametros

� hallar intervalos de 
on�anza para los mismos

� evaluar la bondad del ajuste

� realizar alg�un test de inter�es que involu
re a los par�ametros

Tambi�en tendremos que evaluar la in
uen
ia de las observa
iones en la deter-

mina
i�on de los valores estimados.
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Modelo Lineal Generalizado

En el Modelo Lineal Generalizado (GLM) tenemos variables de respuesta aso-


iadas a 
ovariables.

Mientras en el Modelo Lineal 
ombinamos aditividad de los efe
tos de las


ovariables 
on normalidad de las respuestas y homos
edasti
idad, en el GLM

estas tres 
osas no se satisfa
en ne
esariamente.

Los GLM permiten in
luir respuestas no normales, 
omo binomial, Poisson o

Gamma, y en la teor��a 
l�asi
a la estima
i�on se relaiza mediante el m�etodo de

m�axima verosimilitud.
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Supongamos que observamos las variables de respuesta Y

1

; : : : ; Y

n

que son v.a.

independientes rela
ionadas 
on las 
ovariables x

i1

; x

i2

; : : : ; x

ip

, 1 � i � n.

Gen�eri
amente pensemos en una respuesta Y y 
ovariablesx

1

; x

2

; : : : ; x

p

Componentes del modelo

Podemos pensar que el GLM posee tres 
omponentes:

1. Componente Aleatoria: la variable de respuesta Y tiene f.d. o f.p.p dada

por

f (y ; �) = exp





y� � b(�)

a(�)

+ 
(y ; �)





;

donde � es el par�ametro 
an�oni
o, � es un par�ametro nuisan
e y las fun-
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iones a(), b(), y 
() son 
ono
idas.

Denotemos `(�; y) al log{likelihood, es de
ir `(�; y) = log(f (y ; �)). Re
or-

demos que en una familia exponen
ial se 
umple que, si `

0

(�; y) =

�`(�;y)

��

,

enton
es

E(`

0

(�; y)) = 0 y E(`

00

(�; y)) = �E((`

0

(�; y))

2

)

Por lo tanto, se puede veri�
ar que

� = E(Y ) = b

0

(�) y V ar(Y ) = a(�)b

00

(�) :

2. Componente Sistem�ati
a: el ve
tor de 
ovariables x

0

= (x

1

; x

2

; : : : ; x

p

) que

da origen al predi
tor lineal

� =

p∑
j=1

x

j

�

j

= x

0

� :

siendo � el ve
tor a estimar
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3. Fun
i�on de enla
e o link: rela
iona las dos 
omponentes � y �

g(�) = �

Nota: En algunos 
asos a(�) es de la forma a(�) =

�

w

, donde w es un peso


ono
ido.
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Los modelos lineales generalizados permiten dos extensiones:

I. podemos tratar distribu
iones que pertenez
an a una familia exponen
ial

(sim�etri
a o asim�etri
a, 
ontinua o dis
reta).

II. podemos elegir una fun
i�on de enla
e que sea una fun
i�on mon�otona y

diferen
iable.

El Modelo Lineal Generalizado tuvo mu
ha difusi�on a partir del libro de M
Cu-

llagh y Nelder (1989). En estos modelos la variable de respuesta Y

i

sigue una

distribu
i�on que pertene
e a una familia exponen
ial 
on media �

i

que es una

fun
i�on, por lo general no lineal, de x

0
i

�.
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Ejemplos

1. Normal: Y � N(�; �

2

).

f (y ; �; �) =

1

p

2��

2

exp


�

1
2

(y � �)

2

�

2




= exp




y�� �

2

=2

�

2

�

1
2




y

2

�

2

+ log(2��

2

)





 ;

por lo tanto � = �, b(�) =

�

2

2

, � = �

2

, a(�) = � y 
(y ; �) = �

1
2




y

2

�

+ log(2��)


.

E(Y ) = �

En el 
aso heteros
ed�asti
o Y � N(�;

�

2

w

), donde w es un peso 
ono
ido,

tenemos � = �

2

y a(�) =

�

w

.
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2. Caso Binomial: Y � Bi(n; p)

Consideremos

Y

n

= propor
i�on de �exitos.

P (

Y

n

= y) = P (Y = ny) =




n

ny


 p

ny

(1� p)

n�ny

= exp




y log

(

p

1�p

)

+ log(1� p)

1=n

+ log




n

ny







por lo tanto � = log

p

1� p

, b(�) = log(1 + e

�

) , � = n, a(�) =

1

�

y


(y ; �) =




�

�y


.

E




Y

n




= p =

e

�

1 + e

�

=

1

1 + e

��
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3. Caso Poisson: Y � P (�).

P (Y = y) = e

��

�

y

y !

= exp (y log�� �� log y !)

por lo tanto � = log�, b(�) = e

�

, � = 1, a(�) = 1 y 
(y ; �) = � log y !

E(Y ) = � = e

�
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Fun
i�on de enla
e o link

Esta fun
i�on rela
iona el predi
tor lineal � 
on la esperanza � de la respuesta Y .

A diferen
ia del modelo lineal 
l�asi
o, aqu�� introdu
imos una fun
i�on uno{a{uno


ontinua y diferen
iable, g(�), tal que

� = g(�) :

Ejemplos de g(t) son la fun
i�on identidad, el log, la fun
i�on log��sti
a y la probit.

Como la fun
i�on g es biye
tiva podremos invertirla, obteniendo:

� = g

�1

(�) = g

�1

(x

0

�) = h(x

0

�) :

En el 
aso Binomial, por ejemplo, tenemos que � 2 (0; 1) y el link tiene que

mapear sobre la re
ta real. Suelen usarse 3 links:

1. Logit: � = log

�

1��

(

e

�

1+e

�

)

2. Probit: � = �

�1

(�)

3. Complemento log{log: � = log(� log(1� �))
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Links Can�oni
os:

En el 
aso normal mostramos que si Y � N(�; �

2

) el par�ametro 
an�oni
o es

� = �.

En el 
aso binomial Y � Bi(n; p) en el que 
onsideremos

Y

n

vimos que el


an�oni
o es � = logit(�). Estos son los links m�as usados en 
ada 
aso.

Cuando usamos � = � el modelo tiene el link 
an�oni
o o natural. Es 
onveniente

usar el link natural, ya que algunas 
osas se simpli�
an, pero la posibilidad de

usarlo depender�a de los datos 
on los que estemos trabajando.

Normal: ��

Poisson: � = log�

Binomial: � = log

�

1��

Gamma: � = �

�1
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Fun
i�on de Verosimilitud para el GLM

Sea Y una v.a. 
on fun
i�on de densidad o probabilidad pertene
iente a una

familia exponen
ial dada por:

f

Y

(y ; �; �) = exp





y� � b(�)

a(�)

+ 
(y ; �)





;

para algunas fun
iones 
ono
idas a(�), b(�) y 
(y ; �). Si � es un par�ametro


ono
ido, �esta es una familia exponen
ial 
on par�ametro 
an�oni
o o natural

�.

Si � no es 
ono
ido, �esta puede ser una familia exponen
ial en (�; �) o no. �

es un par�ametro de dispersi�on o de forma.

La media E(Y ) es s�olo fun
i�on de � y es por lo tanto el par�ametro de inter�es;

� en general es tratado 
omo un par�ametro nuisan
e o de ruido. En la

mayor��a de los 
asos � no ser�a tratado tal 
omo es tratado �. Estimaremos y

haremos inferen
ia bajo un valor asumido de � y si � ne
esita ser estimado, lo

estimaremos y luego ser�a tomado 
omo un valor �jo y 
ono
ido.
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Esta familia in
luye distribu
iones sim�etri
as, asim�etri
as, dis
retas y 
ontinuas,

tales 
omo la distribu
i�on Normal, Binomial, Poisson o Gamma.

Momentos de una familia exponen
ial

Dedu
iremos el primer y segundo momento de una familia exponen
ial a partir

del logaritmo de su verosimilitud.

`(�; y) =

y� � b(�)

a(�)

+ 
(y ; �) :

Su primera derivada o s
ore es:

`

0

(�; y) =

�`(�; y)

��

=

y � b

0

(�)

a(�)

;

mientras que su derivada segunda es:
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`

00

(�; y) =

�`

2

(�; y)

�

2

�

=

�b

00

(�)

a(�)

:

Como E




�`(�; y)

��


 = 0, enton
es

0 = E (`

0

(�; y)) = E




y � b

0

(�)

a(�)




y por lo tanto

� = E(Y ) = b

0

(�) :

Adem�as, sabemos que

E(`

00

(�; y)) = �E

[

(`

0

(�; y))

2

]

;

enton
es
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V ar(`

0

(�; y)) = E

[

(`

0

(�; y))

2

]

= �E(`

00

(�; y)) =

b

00

(�)

a(�)

:

Por otro lado,

V ar(`

0

(�; y)) = V ar




y � b

0

(�)

a(�)


 =

1

a

2

(�)

V ar(Y )

y en 
onse
uen
ia

V ar(Y ) = a(�)b

00

(�) :

La varianza es el produ
to de dos fun
iones: una que depende del par�ametro

natural, �, y otra que depende s�olo del par�ametro nuisan
e �. V (�) = b

00

(�)

es llamada la fun
i�on de varianza del modelo.

Resumiendo:

E(Y ) = b

0

(�)

V ar(Y ) = a(�)b

00

(�)
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Estima
i�on de los par�ametros:

M�etodo de Newton{Raphson y Fisher{s
oring

Supongamos que Y

1

; : : : ; Y

n

son variables aleatorias que satisfa
en los supues-

tos de un GLM y que queremos maximizar el loglikelihood `(�; y) respe
to a

� = (�

1

; : : : ; �

p

)

0

. Queremos resolver

�

��

j

`(�; y) = 0 j = 1; : : : p

En general �este es un sistema no lineal. Abusando de la nota
i�on, a �n de

simpli�
arla, notaremos:

`

0

(�) = `

0

(�; y) = 0 :

Aproximaremos la e
ua
i�on linealmente en la ve
indad de un punto �

(t)

me-

diante el algoritmo de Newton{Raphson.



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 28

M�etodo de de Newton{Raphson

Supongamos que queremos resolver

f(x) = f(x

1

; : : : ; x

p

) =




f

1

(x

1

; : : : ; x

p

)

:
:

f

p

(x

1

; : : : ; x

p

)




= 0 :

Supongamos adem�as que � es solu
i�on y que x

0

es un punto pr�oximo a �.

Usando una expansi�on de Taylor de primer orden alrededor de x

0

tenemos que

0 = f(�) � f(x

0

) +rf(x

0

)(� � x

0

)

donde

rf(x

0

) =




�f

1

�x

1

: : :

�f

1

�x

p

: : :

.

.

.

: : :

�f

p

�x

1

: : :

�f

p

�x

p




x=x

0

:
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Luego,

� = x

0

� [rf(x

0

)℄

�1

f(x

0

)

El m�etodo de Newton Raphson es un m�etodo iterativo 
on un punto ini
ial x

0

y tal que

x

i+1

= x

i

� [rf(x

i

)℄

�1

f(x

i

)

Para el 
aso que nos interesa resolver resultar��a

�

(t+1)

= �

(t)

�

[

`

00

(�

(t)

)

]

�1

`

0

(�

(t)

) (3)

Si `(�) fuera 
uadr�ati
a, enton
es `

0

(�) ser��a lineal y el algoritmo iterativo


onverger��a en un s�olo paso a partir de un punto ini
ial.

En problemas regulares, el log{likelihood se ha
e aproximadamente 
uadr�ati-
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o a medida que n 
re
e. En estas situa
iones el m�etodo de NR fun
ionar�a

bien, mientras que en muestras peque~nas y 
on log{likelihoods alejados de una


uadr�ati
a NR podr��a no 
onverger.

Veamos 
omo quedan los distintos elementos de (3). Por simpli
idad estudiare-

mos la 
ontribu
i�on de 
ada t�ermino Y

i

al log{likelihood omitiendo los sub��ndi
es

super
uos. Tenemos que:

`(�; y) =

y� � b(�)

a(�)

+ 
(y ; �)

�`

��

j

=

�`

��

��

��

��

��

��

��

j

Re
ordemos que

f (�; y) = exp





y� � b(�)

a(�)

+ 
(y ; �)





� = E(Y ) = b

0

(�) y V ar(Y ) = a(�)b

00

(�)

� = x

0

�
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g(�) = �

>Cu�anto vale 
ada derivada?

�`

��

=

y � b

0

(�)

a(�)

=

y � �

a(�)

��

��

=

1

b

00

(�)

=

a(�)

V ar(Y )

��

��

= depende de la fun
i�on de enla
e

��

��

j

= x

j

;

Luego, resulta

�`

��

j

=

Y � �

V ar(Y )

��

��

x

j

:

De esta manera, las e
ua
iones de m�axima verosimilitud quedan:
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�`

��

j

=

n∑

i=1

Y

i

� �

i

V

i

��

i

��

i

x

i j

= 0 (4)

Por ejemplo, si usamos el link natural tenemos que

V = a(�)b

00

(�) = a(�)b

00

(�)

y adem�as

� = b

0

(�) = b

0

(�)

��

��

= b

00

(�) ;

por lo tanto el peso queda 
onstante

1

V

��

��

=

1

a(�)

:

Si 
onsideramos la derivada segunda a partir de (4) queda:
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�

2

`

��

k

��

j

=

n∑

i=1

�

��

k

[Y

i

� �

i

℄

1

V

i

��

i

��

i

x

i j

+

n∑

i=1

(Y

i

� �

i

)

�

��

k




1

V

i

��

i

��

i

x

i j




: (5)

En el m�etodo de Fisher{s
oring se propone utilizar E


 �

2

`

��

k

��

j




en lugar de

�

2

`

��

k

��

j


on el �n de obtener resultados m�as estables.

Podemos hallar esta esperanza re
ordando que:

�E




�

2

`

��

k

��

j


 = E




�`

��

k

�`

��

j




= E






Y � �

V ar(Y )




2




��

��




2

x

i j

x

ik




=

1

V ar(Y )




��

��




2

x

i j

x

ik

:
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Si volvemos a la muestra tendremos

�

n∑

i=1

V

�1

i




��

i

��

i




2

x

i j

x

ik

que en forma matri
ial podemos es
ribir 
omo:

� X

0

WX

siendo W = diag




V

�1

i

(

��

i

��

i

)

2




.

Cuando usamos el link natural queda V

�1

��

��

= a

�1

(�), que es 
onstante por

lo tanto, en este 
aso, Newton{Raphson 
oin
ide 
on Fisher{s
oring.

Finalmente, si V

�1

= diag(V

�1

i

) y

��

��

= diag(

��

i

��

i

), enton
es

�`

��

= X

0

V

�1

��

��

(Y � �) ;

y si volvemos a (3) usando Fisher{s
oring queda
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�

(t+1)

= �

(t)

+ (X

0

WX)

�1

X

0

V

�1

��

��

(Y � �)

�

(t+1)

= (X

0

WX)

�1




X

0

WX �

(t)

+ X

0

V

�1

��

��

(Y � �)




�

(t+1)

= (X

0

WX)

�1


X

0

WX �

(t)

+ X

0

V

�1




��

��




2

��

��

(Y � �)




�

(t+1)

= (X

0

WX)

�1

X

0

Wz ;

donde de�nimos la psuedo{observa
i�on z 
omo

z = � +

��

��

(Y � �)

De esta manera vemos al m�etodo de Fisher{s
oring 
omo m��nimos 
uadrados

pesados iterados (IRWLS) usando pesudo{observa
iones z y los pesos W que

se a
tualizan en 
ada paso para a
tualizar el valor de �.
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Re
ordemos el algoritmo de 
�al
ulo del estimador:

� = �

(t)

�

[

`

00

(�

(t)

)

]

�1

`

0

(�

(t)

)

La 
ontribu
i�on de 
ada t�ermino Y

i

al loglikelihood es, salvo 
onstantes:

`

i

(�

i

; Y

i

) =

Y

i

�

i

� b(�

i

)

a(�)

+ 
(Y

i

; �)

Su derivada respe
to de �

j

�`

i

��

j

=

Y

i

� �

i

V ar(Y

i

)

��

i

��

i

x

i j

:

Las e
ua
iones de m�axima verosimilitud quedan:
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�`

��

j

=

n∑

i=1

Y

i

� �

i

V

i

��

i

��

i

x

i j

= 0 : (6)

La derivada segunda es:

�

2

`

��

k

��

j

=

n∑

i=1

�

��

k

(Y

i

� �

i

)

1

V

i

��

i

��

i

x

i j

+

n∑

i=1

(Y

i

� �

i

)

�

��

k




1

V

i

��

i

��

i

x

i j




:

M�etodo de Fisher{s
oring: usamos

E




�

2

`

i

��

k

��

j


 = �

1

V ar(Y

i

)




��

i

��

i




2

x

i j

x

ik

:

Por lo tanto
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E




�

2

`

��

k

��

j


 = �

n∑

i=1

V

�1

i




��

i

��

i




2

x

i j

x

ik

:

= �

n∑

i=1

��

i

��

i

V

�1

i

��

i

��

i

x

i j

x

ik

:

enton
es, en forma matri
ial

E




�

2

`

����


 = �

∑

i




��

i

��




0

V

�1

i

��

i

��

:

Finalmente, si:

W

(t)

= diag


V

�1

i




��

i

��

i




2




(V

(t)

)

�1

= diag(V

�1

i

)
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resulta

�

(t+1)

= �

(t)

+

(

X

0

W

(t)

X

)

�1

X

0

(V

(t)

)

�1

��

��

(Y � �)

�

(t+1)

=

(

X

0

W

(t)

X

)

�1

X

0

W

(t)

z

(t)

;

donde � = �

(t)

y � = �

(t)

y

z

(t)

= � +

��

��

(Y � �)
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Casos Parti
ulares

Distribu
i�on Binomial: regresi�on log��sti
a

Sean Y

i

� Bi(1; �

i

). Supongamos que log

(

�

i

1��

i

)

= x

0
i

�, 
on lo 
ual

�

i

=

e

x

0
i

�

1 + e

x

0
i

�

=

1

1 + e

�x

0
i

�

Tenemos las siguientes igualdades:

Likel ihood =

n∏

i=1

�

y

i

i

(1� �

i

)

1�y

i

Likel ihood =

n∏

i=1



�

i

1� �

i




y

i

(1� �

i

)

Likel ihood =

n∏

i=1

e

x

0
i

�y

i

(1 + e

x

0
i

�

)

�1

`(�) =

n∑
i=1

x

0
i

� y

i

�

n∑

i=1

log(1 + e

x

0
i

�

)
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�`(�)

��

j

=

n∑

i=1

y

i

x

i j

�

n∑

i=1

e

x

0
i

�

1 + e

x

0
i

�

x

i j

=

n∑

i=1

(y

i

� �

i

) x

i j

;

donde �

i

= E(Y

i

) = �

i

.

Derivadas segundas:

�

2

`(�)

��

j

��

k

= �

n∑

i=1

x

i j

�

��

k




e

x

0
i

�

1 + e

x

0
i

�




= �

n∑

i=1

�

i

(1� �

i

)x

i j

x

ik

Usemos la nota
i�on matri
ial:

Likel ihood =

n∏

i=1

�

y

i

i

(1� �

i

)

1�y

i
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`

0

(�) = X

0

(Y � �) ;

`

00

(�) = �XWX ;

donde

W = diag(�

i

(1� �

i

)) :

Newton{Raphson resulta:

�

(t+1)

= �

(t)

+

(

X

0

W

(t)

X

)

�1

X

0

(

y � �

(t)

)

:

Tenemos que V ar(Y

i

) = �

i

(1� �

i

). La fun
i�on de varianza resulta:

V (�) = �(1� �) :

Bajo el modelo log��sti
o
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��

i

��

i

=

1

�

i

(1� �

i

)

;

por lo tanto

W = diag (�

i

(1� �

i

)) :

y la variable dependiente ajustada es:

z

i

= �

i

+

y

i

� �

i

�

i

(1� �

i

)

= x

0
i

� +

y

i

� �

i

�

i

(1� �

i

)

:
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Intervalos de Con�anza y Tests de Hip�otesis

Dos de las herramientas m�as usada de la inferen
ia estad��sti
a son los intervalos

de 
on�anza y los tests de hip�otesis.

Por ejemplo, los tests de hip�otesis son ne
esarios para 
omparar el ajuste de

dos modelos ajustados a los datos.

Tanto para realizar tests 
omo intervalos de 
on�anza ne
esitamos las distri-

bu
iones muestrales de los estad��sti
os involu
rados.
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Distribu
i�on Asint�oti
a

Fahrmeir y Kaufmann (1985, Annals of Statisti
s, 13, 342{368) dedu
en la


onsisten
ia y la distribu
i�on asint�oti
a de los estimadores de m�axima verosimi-

litud en el GLM bajo 
iertas 
ondi
iones de regularidad.

Sea I

n

= I

n

(�

0

) = D

0

V

�1

D donde

D

i j

=

��

i

��

j

V = Diag(V (�

i

))

evaluadas en �

0

Fahrmeir y Kaufmann (1985) probaron que si

(D) (Diveregen
ia) �

min

(I

n

)!1

(C) (Cota inferior) Para todo Æ > 0

I

n

(�)� 
I

n

es semide�nida positiva
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para todo � 2 N

n

(Æ) si n � n

1

(Æ), donde N

n

(Æ) es un entorno de �

0

y 


es independiente de Æ.

(N) (Convergen
ia y Continuidad) Para todo Æ > 0

m�ax

�2N

n

(Æ)

kV

n

(�)� Ik ! 0

donde

V

n

(�) = I

�1=2

n

I

n

(�)I

�1=2

n

es una matriz de informa
i�on normalizada.

Existen
ia y Consisten
ia

Enton
es, bajo (C) y (D) exite el EMV

̂

� y adem�as

̂

�

n

p

�! �

0

Distribu
i�on Asint�oti
a

Enton
es, bajo (D) y (N)

(I

n

)

1=2

(

̂

�

n

� �

0

)

D

�! N

p

(0; I)
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En la pr�a
ti
a, usaremos un estimador de matriz de 
ovarianza asint�oti
a:

I

n

(

̂

�

n

)

Esto nos servir�a para dedu
ir intervalos de 
on�anza para los par�ametros y para

dedu
ir tests tipo Wald en tanto

(

̂

�

n

� �

0

)

0

I

n

(

̂

�

n

) (

̂

�

n

� �

0

)

(a)

� �

2
p

:

Por lo que ya vimos, enton
es para n es su�
ientemente grande

(

̂

�

n

� �

0

)

(a)

� N(O; (X

0

WX)

�1

) :

Para n suf
ientemente grande, una aproxima
i�on razonable esperamos que sea

(

̂

�

n

� �

0

)

(a)

� N(O;

̂

V(

̂

�

n

)) ;

siendo

̂
V(

̂

�

n

) = (X

0

W(

̂

�

n

)X)

�1

:



MLG Ana M. Bian
o FCEyN 2015 48

Si queremos 
omputar un intervalo de 
on�anza de nivel asint�oti
o 1�� para

�

j

, �este ser�a:

̂

�

nj

� z

�=2

̂

�(

̂

�

nj

) ;


on

̂

�(

̂

�

j

) =

[̂

V(

̂

�)

j j

]

1=2

:

Inferen
ia a
er
a de una fun
i�on de los 
oe�
ientes

Para una fun
i�on lineal de los pr�ametros 	 = a

0

�

0

, una aproxima
i�on razonable

para n su�
ientemente grande es

(a

0

̂

�

n

� a

0

�

0

)

(a)

� N(O; a

0

̂

V(

̂

�

n

)a) :

Para una fun
i�on no lineal 	 = r(�

0

), para n grande tendremos

r(

̂

�

n

)

(a)

� N(r(�

0

);rr(

̂

�

n

)

0

̂

V(

̂

�

n

)rr(

̂

�

n

)) :


