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Ejemplos: Moda de Fallas

Quesensberry y Hurst (1964) 
lasi�
an 870 m�aquinas de a
uerdo a la moda

del n�umero de fallas. En la tabla siquiente se muestran los datos.

Moda de Fallas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N�umero de 5 11 19 30 58 67 92 118 173 297

M�aquinas

En la siguiente tabla se muestran los intervalos simult�aneos 
al
ulados.
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Observa
iones

1. Los intervalos pueden servir para determinar rela
iones de orden entre las

�

j

.

2. Si la alternativa a 
eldas equiprobables es de la forma H

1

: �

1

� �

2

�

: : : � �

K

(pero no todas iguales), lo que se denomina 
aso isot�oni
o, hay

algunas propuestas, por ejemplo ver Lee (1977).

3. Los estad��sti
os
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son un 
aso parti
ular del estad��sti
o I

�

; � 2 IR de�nido por Cressie y

Read (1984) 
omo

I

�

=

2

�(�+ 1)

K∑
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:

para � = 0;�1 se de�nen por 
ontinuidad. Estos estad��sti
os est�an rela-


ionados 
on las transforma
iones de Box y Cox.
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Observemos que I

0

= G

2

, I

1

= �

2

y

I

�2

=

K∑

i=1
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X

i
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4. En Cressie y Read (1988), libro en el que resumen mu
has de las propiedades

de estos estad��sti
os, prueban que 8� 2 IR

I

�

= �

2

+ o

p

(1)

de manera que bajo H

o

: � = �

o

el test que re
haza si

I

�

� �

2
�;K�1

es un test de nivel asint�oti
o �.

En forma an�aloga, bajo similares 
ondi
iones a las ya vistas para el estad��sti-


o �

2

, se extiende al 
aso en que � = �(�); � 2 IR

q

, 
omparando 
on el

per
entil de una �

2
K�1�q

.
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Test Exa
to de Fisher

Cuando las muestras son peque~nas sabemos que el test de �

2

y G

2

no son bien

aproximados por la distribu
i�on �

2

y en 
onse
uen
ia las 
on
lusiones a las que

llegamos a partir de los p{valores 
al
ulados no son 
on�ables.

En ese sentido, el Tests Exa
to de Fisher es una solu
i�on a este problema en

el 
aso de tablas de 2� 2.

El test exa
to de Fisher se basa en evaluar la probabilidad aso
iada a 
ada una

de las tablas 2 x 2 que se pueden formar manteniendo los mismos totales de

�las y 
olumnas que los de la tabla observada. Consideremos el 
aso de una

tabla 
on marginales �jos

B B




A n

11

n

12

n

1+

A




n

21

n

22

n

2+

n

+1

n

+2

n

Cuadro 18: Tabla tipo
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Esto podr��a 
orresponder a una situa
i�on en la que se tiene una urna 
on n

bolas, n

1+

son de tipo A y n

2+

son de tipo A




. De ella se extraen n

+1

bolas,

enton
es (n

11

; n

21

; n

12

; n

22

) son las bolas de 
ada tipo, A o A




que est�an fuera

(B) o dentro (B




) de la urna. Como las marginales est�an dadas de antemano,

la �uni
a variable independiente del problema es n

11

, por ejemplo.

Si el tipo de bola y el he
ho se salir de la 
aja son independientes, la probabilidad

de que en la 
asilla (1,1) sean extra��das n

11

bolas estar��a dada por la distribu
i�on

hipergeom�etri
a:




n

1+

n

11







n

2+

n

+1

� n

11






n

n

+1




de modo que para poner a prueba esta hip�otesis habr�a que 
al
ular la probabi-

lidad de obtener una tabla 
omo la observada o m�as extrema a�un y tomar una

de
isi�on.
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Notemos que aqu�� podemos es
ribir

� =

n

11

(n

+2

� n

1+

+ n

11

)

(n

1+

� n

11

)(n

+1

� n

11

)

y que el 
aso de independen
ia 
orresponde a � = 1. Adem�as, es importante

observar que � es fun
i�on 
re
iente de n

11

.

Las hip�otesis a testear ser�a de la forma H

0

: � = 1 
on alternativas H

1

: � > 1,

H

1

: � < 1 o H

1

: � 6= 1.

Ejemplo 1:

Una 
ompa~nera de trabajo de Fisher, la Se~nora Muriel Bristol, de
��a que pod��a

dis
ernir si en una taza de t�e se pon��a primero la le
he o el t�e.

Fisher dise~n�o un experimento para poner a prueba su habilidad. Se prepararon

8 tazas de t�e y se le presentaron a ella en orden aleatorio. En 4 se hab��a puesto

primero la le
he y en otras 4 primero el t�e. La se~nora Muriel deb��a probar 
ada

taza y daba su opini�on.

La siguiente tabla presenta los resultados.
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Muriel di
e primero n

i+

Se verti�o primero T�e Le
he

T�e 3 1 4

Le
he 1 3 4

n

+j

4 4 8

Cuadro 19: Resultados de Muriel

Muriel 
ono
��a estas 
antidades. Por lo tanto, el total por �las fue �jado por

el experimentador y el total por 
olumnas por Muriel.

Bajo H

o

: Muriel no tiene habilidad las 4 tazas que ella determin�o 
omo T�e pri-

mero fueron elegidas al azar de las 8 que se le presentaron. Si ella elige 4 al

azar, la probabilidad de que 3 de ellas sean verdaderamente T�e primero es




4
3







4
1







8
4




=

16

70

= 0.229
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El p{valor es la probabilidad de observar un evento tan extremo 
omo el ob-

servado o m�as a�un. En este 
aso, ser��a que elijan las 4 tazas en las que se

verti�o primero t�e, es de
ir observar la tabla

Muriel di
e primero n

i+

Se verti�o primero T�e Le
he

T�e 4 0 4

Le
he 0 4 4

n

+j

4 4 8

Cuadro 20: Resultados de Muriel

que tiene probabilidad




4
4







4
0







8
4




=

1

70

= 0.014
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Por lo tanto, el p{valor=0.014 + 0.014 = 0.243

Si bien no se re
haza la hip�otesis nula, seg�un la hija de Fisher, �el se habia

quedado impresionado por la habilidad de Muriel.

>Qu�e o
urre si no tenemos todas las marginales �jas? Veamos que el test

es apli
able 
omo test 
ondi
ional 
uando tenemos un muestreo multinomial

independiente

Ejemplo 2:

Consideremos el siguiente ejemplo en el que 13 individuos fueron operados de

la rodilla.
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Resultado n

i+

Rodilla Muy Bueno A
eptable

Dire
ta 3 2 5

Girada 7 1 8

n

+j

10 3 13

Cuadro 21: Datos de Opera
i�on de Rodilla

Para estos datos, tenemos que el valor observado del odds ratio es

� =

3� 1

2� 7

= 0.2143

Si 
ono
i�eramos los valores marginales, es 
laro que el valor de la primera 
asilla

(podr��a ser 
ualquiera de ellas) determina los valores de los otros 3 
asilleros:
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Resultado n

i+

Rodilla Muy Bueno A
eptable

Dire
ta 3 5

Girada 8

n

+j

10 3 13

Cuadro 22: Datos de Opera
i�on de Rodilla

Si � = 1 tendr��amos que la probabilidad de observar n

11

= 3 ser��a




5
3







8
7







13

10




= 0.27972

Si quisi�eramos realizar un test para las hip�otesis:

H

o

: � = 1 vs: H

1

: � < 1

deber��amos 
omputar las probabilidades de todas las tablas que tiene � menor

que el observado. Re
ordemos que � es fun
i��on 
re
iente de n

11

, por ello las
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otras tablas favorables a H

1

ser�an aquellas 
on n

11

menor al observado. En

nuestro ejemplo hay s�olo una posible:
Resultado n

i+

Rodilla Muy Bueno A
eptable

Dire
ta 2 3 5

Girada 8 0 8

n

+j

10 3 13

Cuadro 23: � = 0


on probabilidad 


5
2







8
8







13

10




= 0.03497

por lo tanto el p{valor ser��a

0.27972+0.03497=0.31469
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Si quisi�eramos realizar un test para las hip�otesis:

H

o

: � = 1 vs: H

1

: � > 1

deber��amos 
omputar las probabilidades de todas las tablas que tiene � mayor

al observado. Con el mismo 
riterio que antes 
onsideraremos las tablas 
on

n

11

mayor al observado, que en nuestro 
aso son

Resultado n

i+

Rodilla Muy Bueno A
eptable

Dire
ta 4 1 5

Girada 6 2 8

n

+j

10 3 13

Cuadro 24: � = 1.33
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on probabilidad 


5
4







8
6







13

10




= 0.489510

y

Resultado n

i+

Rodilla Muy Bueno A
eptable

Dire
ta 5 0 5

Girada 5 3 8

n

+j

10 3 13

Cuadro 25: � =1



M.L.G. Ana M. Bian
o FCEyN 2015 135


on probabilidad 


5
5







8
5







13

10




= 0.19580

por lo tanto el p{valor ser��a

0.27972+0.489510+0.19580= 0.96503

Lo m�as fre
uente es que nos interese realizar un test bilateral, es de
ir que nos

interese testear

H

o

: � = 1 vs: H

1

: � 6= 1 :

En este 
aso hay distintos 
riterios de 
omo 
omputar el p{valor. Un 
riterio

posible para 
al
ular el p{valor es el de sumar la probabilidad de todas las tablas


uya probabilidad es menor o igual a la observada.

Las Tablas 3 y 5 son las tablas que tienen la propiedad de tener probabilidad

menor o igual a la tabla obervada (Tabla 1) 
on una probabilidad aso
iada igual

a 0.03497 y 0.19580, respe
tivamente.
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Por lo tanto el p{valor para el test bilateral ser��a:

0.27972+0.03497+0.19580=0.51047

Un ejemplo �nal: Bondad de Ajuste:

Edwards y Fra

aro (1960) presentan la siguiente tabla en la que se muestra el

n�umero de hijos varones dentro de los primeros 4 hijos en 3343 familias sue
as


on por lo menos 4 hijos.

0 1 2 3 4 Total

N�umero de

Familias 183 789 1250 875 246 3343

Cuadro 26: Familias Sue
as

De�namos Y

i

= n�umero de familias 
on i varones; i = 0; 1; : : : ; 4, luego Y =

(Y

0

; Y

1

; : : : ; Y

4

) sigue una distribu
i�on M(3343;�), 
on � = (�

0

; �

1

; : : : ;�

4

).
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Consideremos el modelo ! que postula:

i) una probabilidad � 
ontante de na
imiento de var�on, 0 < � < 1.

ii) las determina
iones del sexo de los ni~nos de una familia son eventos mu-

tuamente independientes.

a) Hallemos �

j

(�) bajo !

b) Testeemos H

o

: � 2 ! vs: H

o

: � 2 S � !


