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Estadisticos suficientes

Supongamos que njjx tienen distribucién de Poisson con media ik (lo mismo
se obtendria bajo la distribucién multinomial). La distribucién conjunta sera:

e Hij k:u’/ Mijk

I’),Jk!

RHRRRP
Por lo tanto
o) =% 223 i 10g prije — 23 pijic + € (nijk)
Si consideramos el modelo saturado
0g Lijk = A+ A+ A7+ AL+ A7+ NS+ A+ A
queda (obviando C(njjx))
L) = nh+ ; Nia N[+ ? nijp A7 + Z Ny g + Z Z nij N}
+E¥T Nk NIE + »> NejkAne + R nukkfj‘fc
_;§%exp[>\+>\f\+>\15+>\f+>\ﬁ'8+>‘ik + N+ A5N(D)
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Como la distribucidon de Poisson es una familia exponencial los coeficientes de
los parametros son los estadisticos suficientes. En el caso del modelo saturado
no hay reduccién de los datos en tanto los njj« son los coeficientes de A7¢¢ y

los demas se pueden obtener a partir de estos.

Para los modelos mas sencillos algunos pardmetros son 0, por lo que (1) se sim-
plifica y se puede obtener cierta reduccién. Por ejemplo en el modelo (A, B, C),
los estadisticos suficientes seran los coeficientes de A/', AP y A, es decir njy,

Nyj+ Y Nytk-
En la tabla que sigue damos los estadisticos minimales suficientes para distin-
tos modelos. En general, en los modelos reducidos los estadisticos suficientes

minimales son las sumas marginales correspondientes a los términos de mayor
orden presentes en el modelo.

Ecuaciones de maxima verosimilitud

Para un modelo particular veamos como se calculan los EMV. Asumamos el
modelo (AC, BC). Para obtener los estimadores de los pardmetros derivamos
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Modelos  Estadisticos Suficientes Minimales
(A.B,C) N+ Dyjr Ntk
(AB,C) Nij+ Nytk
(AB,BC) Nij+  Nyjk
(AB,BC,AC) Nij+ N4k Ny k

Cuadro 4: Estadisticos Suficientes Minimales

e Igualamos a 0, entonces:

Z(“’) — ni —+ Z n,'_{__{_>\;-4 + Z n+j—|—>\_jB + % n—l——{—k)\E
! J
T Nk A + )3 NejiA e
! J
— XX exp A+ AN+ AE AL+ NS+ S
i J
ol

o = n—;§§exp{x+xf‘+xf+A£+Af)§+xﬁc]:o
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= N =X Uik =0
I J k

Luego:

Pty =1

De la misma manera, obtenemos

of > 0
A i+ — Mijk =
oA 7k
= Niyt — Wiyt =0
LLos valores estimados tienen los mismos totales que los observados. Asi, obte-
nemos que

{nivs = Bixs, 1 = 1,..., Y, Anyy = byyg = 1,..., Jh Anisk =
[l_|__|_k,k:1,...,K}yque

o4
a}\/a(c = Nitk — itk = 0
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oL
ANEC — Nijk — Mgjk = 0,
'k
con lo que fjyxk = Niyk Y Pijk = Nyjk.

Para este modelo los estadisticos suficientes minimales coinciden los EMV de
las frecuencias esperadas marginales.

Este es un resultado mas general que se cumple para los otros modelos estu-
diados hasta ahora.

Birch(1963) mostré que las ecuaciones de maxima verosimilitud en un modelo
log—lineal igualan los estadisticos suficientes minimales con sus valores espera-
dos.

Por ejemplo, en el modelo saturado:

E(nijk) = Mjjk

con lo cual
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Hijk = DNjjk

Birch mostré que hay una dnica solucidén {fi;jx} que satisface el modelo bajo

ciertas condiciones y que iguala a los datos en sus estadisticos suficientes

minimales. Por lo tanto si logramos esa solucion, debe ser la solucion de las
ecuaciones de MV.

Por ejemplo, en el caso de (AC, BC) el modelo en términos de las I;j4 es:

[T M .
rljjk: I+kV 145k \V/I,j,k
J N
o equivalentemente
Foj+k Mo+ ik .
/’l’l_[k — = o \v/ll_jl k

H++k
Por las ecuaciones de MV, sabemos que i1« = Ntk Y Hyjk = N4k Y €ntonces
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Ptk = Nitk. Luego:

_ Wivklorjk  NigkNyjk .
Hijk = —— = Vi, J, k
K+ +k N4k
Esta solucion satisface el modelo y las ecuaciones , por lo tanto i« es el EMV

pues como consecuencia del resultado de Birch es la dnica solucion de MV.

Birch mostré que los EMV son los mismos para el muestreo multinomial que
para el muestreo Poisson independiente. Probd sus resultados bajo el supues-
to de que en todas las casillas hay un ndmero positivo de observaciones, sin
embargo Haberman (1973, 1974) logeneralizé sin hacer este supuesto.

En realidad con tres variables, las ecuaciones pueden resolverse en forma directa,
salvo para el modelo de asociacion homogénea, en el que no hay una solucion
explicita.

; COmo ajustamos en este caso? Una posibilidad es hacer una matriz de diseno
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que contenga los efectos principales y las asociaciones y ajustar una regresion
de Poisson mediante Newton—Raphson.

Otra posibilidad es el Método lterativo Proporcional.
Método Iterativo Proporcional (IPF)

Este método ajusta proporcionalmente las frecuencias esperadas estimadas «
de manera de satisfacer las restricciones:

—

Wij+ = Njj+ Witk = Nitk Poyjk = Ny jk
Es decir
1 — Nij+ _ Nitk _ Njk

Wij+ itk Ktk
Por lo tanto

_ nij+) _

Hijk — | Kijk

Hij+
G w) 0
Fijk ,a/+k Fijk
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(MK
Mijk = | = Lijk
M+ )k
Veamos a mano un ejemplo sencillo para ver como funciona.

Esto sugiere un método iterativo que comienza con ciertos valores Iniciales

ﬂ,(ﬁ?’s que se van actualizando de la siguiente forma. Dados estimadores /I,(-ﬁf)

las actualizaciones se obtienen

—(3r+1) [ M) (30)
17k — | ~(31) /J’Ijk
ij+
—(3t+2) _ | Mtk | _(3t+1)
vk T | =@t | Mijk
itk
—(3(t+1)) | Mjk | L (3t+2)
Fijk = | =(3t+2) | Miik
+jk

El proceso se detiene cuando

(3 . ~(3t+1) . (3t+2) . (3 1
aid = pbity = pli) = gl
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Se suele tomar
B =1 Vi k

Este método converge mas lentamente que N—R, pero es muy sencillo en tanto
opera directamente sobre las ;i y no es necesario introducir una matriz de
diseno.

La ventaja de N—R es que automaticamente nos da una matriz de covarianza

de los coeficientes con la que podemos computar estimadores de sus desvios

standard y de funciones de los coeficientes. Esto también se puede hacer con
IFP.

Renuniendo todos estos resultados, veamos qué pasa con nuestros modelos.
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Clase 1: independencia total o mutua: (A, B, C)

l0g tijk = A+ A+ A7 + AL
e L as variables son independientes
e Ay B son independientes

e Ay C son independientes

e By C son independientes
Ademas:

e | as variables son condicionalmente independientes
e | as variables son marginalmente independientes

e |a asociacion marginal entre Ay B es idéntica a la asociacion parcial entre
Ay B.ldem A-C y B—C.
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e | a asociacion marginal=asociacion parcial= nula entre cualquier par de va-
riables.

Ejemplo: Christensen (1997)

Como parte de un estudio longitudinal una muestra de 3182 individuos sin
enfermedad cardiovascular fue seqguida durante 4 anos y medio. Un total de
2121 de estos individuos no tuvieron actividad fisica en forma regular y no
desarrollaron enfermedad cardiovascular. Los individuos fueron clasificados de
acuerdo a tres factores: Tipo de Personalidad, Nivel de Colesterol vy
Presion Diastdlica. Una personalidad es de tipo | si presenta signos de stress,
iInquietud e hiperactividad. Un individuo con personalidad de tipo Il es relajado,
pausado y de actividad normal. Nivel de Colesterol y Presién Diastélica fueron
categorizados en alto y normal. Los datos se muestran en la siguiente tabla:
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Presion Diastdlica

Personalidad Colesterol Normal Alta

716 79
207 25
319 67
186 22

Cuadro 5: Valores Observados

45

Si ajustamos los datos suponiendo un modelo de independencia total o completa

(A, B, C) obtenemos la siguiente tabla:

NOtemOS que |OS ,a,'jk Veriﬁcan que ﬁ,’++ — n,'_|__|_, ,a_|_j_|_ — n_|__j_|_ \ ,a_|__|_k — n++k
para todo 1, J, k. Por ejemplo: ny . = 7164+ 794+2074+25= 1027 y 14, =
739.9474.074193.7+19.39=1027.06. La diferencia se atribuye a errores de

redondeo.

Para testear la bondad del ajuste podemos usar el estadistico de Pearson o la

deviance:
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ik Presidn Diastdlica
Personalidad Colesterol Normal Alta
I Normal  739.9 74.07
Alto 193.7 19.39

I Normal  788.2  78.90
Alto 206.3  20.65

Cuadro 6: Valores Esperados Estimados

X2 = Z Z Z <nuk Uk)Q
i=1/j=1k=1 /J.,Jk
B (716 — 739.9)2 N (22 — 20.65)2 _g73
B 7399 T 20.65 -
2 / jk
G =2% Z Znuklog
i=1j=1k=1 ,LLUk

46
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+ ...+ 22 log

716
=2 {716 log

2
= 3.72
739.9 } 5123

20.65
Grados de libertad:

df = 1JK =1+ (I -+ U=+ K=-D]=IJK—1—J—K+2

En nuestro caso nos queda: df =2%x2%x2—-2—-2—-242=4

Como xio_05 =9.49 no rechazamos la hipétesis de independencia. Sin em-
bargo, el p—valor es 0.07 , por lo tanto no hay clara evidencia de independencia
completa entre los tres factores tipo de personalidad, colesterol y presion dias-
tolica.
Si computamos los residuos de Pearson como:

Nijk — Mijk

Fijk = —
Foijk

obtenemos los siguientes valores:
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o~

ik Presidn Diastdlica
Personalidad Colesterol Normal Alta
I Normal -0.879 0.573
Alto 0.956 1.274

I Normal 1.097 -1.340
Alto -1.413  0.297

Cuadro 7: Residuos de Pearson

48

Si bien no hay ninguna estructura especial en los residuos, pareceria que hay
mas Individuos con alta presion y alto colesterol en la personalidad | que los
que espera una hipdtesis de independencia y lo mismo ocurre con los individuos
con colesterol normal y presion normal entre los de personalidad |l. Dentro de
la personalidad Il hay menos individuos que tienen sélo un factor alto que los

esperados bajo independencia.
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Clase 2: Una variable independiente de otras dos:
(A,BC), (B, AC), (C,AB)

0g Lijk = A+ A+ A7 + AL + AGC
B y C dado A pueden ser condicionalmente dependientes.

e Dado C, Ay B son condicionalmente independientes

e Dado B, Ay C son condicionalmente independientes
Ademas:

m | a tabla se puede colapsar en cualquier direccion.
m Asociacion marginal = Asociacion parcial para cualquier par de variables.

m Asociacion marginal A—B = Asociacion parcial A—-B=nula.
|dem para A-C.

Por lo tanto:
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e Ay B son independientes en la marginal A-B.

e Ay C son independientes en la marginal A—C.

Ejemplo

Everitt (1977) considera una muestra de 97 ninos escolarizados de 10 anos
que fueron clasificados segln los siguientes factores:

Conducta en Clase (A), Riesgo hogareiio (B) y Adversidad Escolar
(€).

La Conducta en Clase fue clasificada por los maestros como mala o buena,
el Riesgo Hogareno como riesgo (R) o no riesgo (N) y Adversidad Escolar en
baja, media o alta. Los datos se hallan en la siguiente tabla.

Testear el modelo 7 = T4 T4k O equivalentemente
log wijk = X + AN+ X7 + AL+ A5C

También equivale a testear independencia entre las dos filas Mala y Buena vy
las seis columnas Bajo—N, Bajo—R, Medio—N, Medio—R, Alto—N, Alto—R.



MLG Ana M. Bianco FCEyN 2015 51

Adversidad Escolar

Bajo Medio Alto
Riesgo N R N R N R|Total

Conducta Buena |16 7 15 34 5 3| 80

enClase Mala |1 1 3 8 1 3| 17
Total |17 8 18 42 6 6| 97

Cuadro 8: Valores Observados
La tabla de valores esperados bajo este modelo se ve en el Cuadro 9.
Los grados de libertad de este modelo son:
df = IJK-[1+(-1D)+{U-1)+(K-1)+(J-1)(K—-1)]
= /JK—-1—-—JK+1
Los estadisticos de bondad de ajuste dan:
X? = 6.19 (p—valor=0.288) G? = 5.56 (p—valor=0.351)
df =2x3%x2—-2—-3%x2+1=5

por lo que no dan evidencias contra el modelo supuesto.
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Adversidad Escolar
Bajo Medio Alto
Riesgo| N R N R N R | Total
Conducta Buena |14.02 6.60 1485 34.64 495 495| 80
en Clase Mala | 298 140 3.15 736 105 1.05| 17
Total | 17 38 18 42 6 6 97

Cuadro 9: Valores Esperados Estimados

Es decir, no tenemos razones para dudar sobre que la Conducta en Clase es
iIndependiente del Riesgo y la Adversidad.

Si nuestro objetivo inicial hubiera sido explicar la conducta en clase en términos
del riesgo de la casa y de la adversidad en la escuela, habriamos sido desafor-
tunados ya que la conducta es independiente de estas variables.

Por otra lado, bajo este modelo examinar la relacion entre Riesgo y Adversidad
es senclllo, ya que si la conducta en clase es independiente de las otras dos
variables podriamos estudiar la relacion de Riesgo y Adversidad a través de la
tabla marginal ya que bajo Hy no puede ocurrir la paradoja de Simpson.
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N4k Adversidad

Bajo Medio Alto | nyj+

Riesgo N 17 18 §) 41
R 3 42 6 | 56
Nyix| 25 60 12 | 97

Cuadro 10: Tabla Marginal

El modelo de independencia para esta tabla marginal es

Tijk = Tajt Ttk V), K

que corresponde a

log jxk = A + AJB + Af
La tabla marginal Adversidad—Riesgo resulta:
La tabla de valores esperados estimados con este modelo es

X?=1078 G°=1086 df=(2-1)(3-1)=2

53
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Loy jk Adversidad
Bajo Medio Alto | 4y
Riesgo N [10.57 25.36 5.07| 41
R |14.43 3464 6.93| 56
Livk| 25 60 12 | 97

Cuadro 11: Valores Esperados

Adversidad
Bajo Medio Alto

Riesgo N| 1.98 -1.46 0.35
R1-1.69 1.25 -0.35

que son significativos al 1 %.

|_os residuos de Pearson son

Cuadro 12: Residuos

54

Parece haber cierta estructura en los residuos. En las escuelas de alta Adversidad
los residuos son pequenos. Sin embargo, en las escuelas de baja adversidad
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(buenas) los alumnos sin riesgo (N) estan sobrerepresentados y los de riesgo
(R) estdn subrepresentados.

Notemos que en realidad, antes de hacer el segundo paso de nuestro analisis sia
consejable estudiar los residuos del primer modelo como para ver si el modelo
se sostiene.



