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Nuestro objetivo sera estudiar la relacion entre dos 0 mas variables, que podran
ser tanto continuas como categoéricas.

En algunos casos diferenciaremos entre variable de respuesta y variables explica-
tivas, mientras que en otros, simplemente, nos interesara estudiar la asociacion
entre las variables presentes sin hacer esta distincion.

A diferencia de lo que se trata habitualmente en Modelo Lineal, la variable de
respuesta podra ser categorica.

Abordaremos tres grandes temas:
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e [ablas de Contingencia

e Modelo Lineal Generalizado

e Modelos Log-lineales

Veremos algunos ejemplos que introduzcan estos temas.



M.L.G. Ana M. Bianco FCEyN 2015 3

Consideremos el caso en el una muestra de 980 norteamericanos fue clasificada
de acuerdo con el género y su identificacion politico-partidaria. En esta situacion
nos interesa estudiar si hay asociacion o no entre las variables cateqgori-
cas

G: Género

y
C:ldentificacion partidaria.

Esta es una tablas de contingencia bastante sencilla.
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C: Identificacion  partidaria

G: Género |Demodcrata Independiente Republicano | Total
Femenino 279 73 225 577
Masculino 165 47 191 403

Total 444 120 416 980

Cuadro 1: General Social Survey, 1991

Para responder a esto, en primera instancia, veremos los test de independencia
o de homogeneidad basados en la distribucidn x? que fueron introducidos por
Pearson.

Sin embargo, estos tests, como muchos otros, tienen algunas limitaciones.
Una de ellas es que si bien nos indican cuanta evidencia de asociacion entre
las variables de Interés existe, no nos dicen nada sobre la naturaleza de esta
relacion.
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Para comprender mas profundamente la asociacidon entre variables nos ayu-
daran los modelos log-lineales y los modelos lineales generalizados, siendo estos
ultimos una generalizacion del modelo lineal habitual.
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Ejemplo: Datos del Titanic

Estos datos tienen como fuente
http:/ /www.encyclopedia-titanica.org/

|_as variables consideradas son

Name: Nombre del Pasajero

PClass: Clase del Pasajero

Age: Edad del Pasajero

Sex: Género del Pasajero

Survived: Survived=1 el Pasajero sobrevivid

Survived=0 el Pasajero no sobrevivid
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titanic <- read.table("c:\\users\\ana\\glm\\titanic.txt", header

attach(titanic)
names (titanic)
”NaIIle" ”PClaSS" llAgell

length(Age)
[1] 1313

table(PClass)
PClass

1st 2nd 3rd
322 280 711

table(Sex)
Sex

female male
462 851

table (Survived)
Survived

0 1
863 450

"SeX"

"Survived"

T)
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table(Survived,PClass)
PClass
Survived 1st 2nd 3rd
0 129 161 573
1 193 119 138

table(Survived, Sex)
Sex

Survived female male
0 154 709
1 308 142

El objetivo es describir la asociacion entre las variables presentes. Por ejemplo,
de estas dos ultimas tablas podriamos decir que los pasajeros hombres y los de
tercera clase sobrevivieron menos.

Aqui consideramos a Survival como variable de respuesta y a las demas co-
mo predictoras. En este caso, las variables predictoras pueden ser variables
categoricas, ordinales o no, o bien cuantitativas, ya sea continuas o discretas.
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Sex

Survival | Female Male
0 154 709
1 308 142

Cuadro 2: Tablade 2 x 2

En forma genérica

X

Y 0 1
0/1—m(0) 1—m(1)
1| m(0) (1)

Cuadro 3: Tablade 2 x 2

En esta situacion podriamos intentar modelar |a variable de respuesta en funcion
de las explicativas.
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Recordemos que en el modelo lineal simple habitual, si Y es nuestra variable de
respuesta y x una variable explicativa podemos formular el modelo como:

E(Y) = Bo + Bix (1)

SI, como en el ejemplo, nuestra variable de respuesta es binomial, entonces
E(Y) = m, por lo tanto la generalizacidén inmediata de (1) seria:

E(Y) =m=m(x) = Bo+ Prx (2)

Sin embargo, (2) no parece ser un modelo adecuado, pues By + B1x podria
tomar valores fuera del intervalo (0, 1).

Un problema evidente de este modelo es que la probabilidad ™ es acotada,
mientras que las x'B (en el caso de un vector de covariables) pueden tomar
cualquier valor real. Si bien esto podria controlarse imponiendo complicadas
restricciones a los coeficientes, esta solucion no resulta muy natural.
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Una solucidon sencilla es  transformar la probabilidad mediante una funcién que
mapee el intervalo (0, 1) sobre la recta real y luego modelar esta transformacién
como una funcion lineal de las variables independientes.

Una eleccion muy frecuente es:

11—

= Bo + Pi1x

que da origen al modelo de regresion logistica. Otra forma de escribirlo es
e,BO+:61X

logit(7) = log

ﬂ-(X) - 1 + ePothix

Esta es soélo una eleccion posible y veremos mas adelante porque es una eleccion
razonable.

Un punto a destacar es que en este modelo es natural la heteroscedasticidad,
pues V(Y) = w(1 — ), que sera funcién de x.
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El modelo definido se conoce como modelo logistico, es un caso del modelo
lineal generalizado con respuesta binomial y funcién de enlace logit.

Si bien los coeficientes B tienen una interpretacion similar a la que tienen en
el modelo lineal, debemos tener en cuenta que el miembro de la derecha es un
logit y no una media, por lo que deberemos precisar cudl es su significado en
este caso.

Estos temas los desarrollaremos en el contexto mas general del modelo lineal
generalizado. Este modelo es una extension que comprende al modelo lineal
que aplicamos cuando el supuesto de normalidad es razonable y que abarca
también el caso de una respuesta Poisson, Binomial Negativa, Gamma, Expo-
nencial, etc.

Una vez establecido el modelo que queremos ajustar deberemos estimar los
parametros, hallar intervalos de confianza para los mismos, evaluar la bondad
del ajuste y es probable que nos interese realizar algun test que involucre a los
parametros. También tendremos que evaluar la influencia de las observaciones
en la determinacion de los valores estimados.
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En nuestro ultimo ejemplo consideramos de nuevo el caso de una tabla de
contingencia. Supongamos que consideramos dos variables categdricas F y
C. Sean F la variable que identificamos con las filas y C con las columnas.
Supongamos nos interesa estudiar la asociacion de las variables categoricas.

C
F|1 2. J J
1
2
/ Tjj
/

Cuadro 4: Tabla de distribucién conjunta

Sabemos que si F y C son independientes, las 7r;; se pueden escribir en términos
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de las marginales como

o F . C

; Qué ocurre en el caso general cuando no suponemos independencia?

Si pensamos en los valores esperados, m;; = nm;; también podremos expresar
a mj; usando un modelo multiplicativo:

mj; = TT/F TJCTUF'C ' (3)

donde, como en ANOVA, los T deberan satisfacer ciertas restricciones.

Si tomamos logaritmo en (3) queda:

logm;; = logT +log T + log 7'J-C + log T,JF-C
log my; = p+pi +p5 + pic

que resulta un modelo aditivo, al que estamos mas acostumbrados.
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Este tipo de modelos recibe el nombre de log-lineal. Una diferencia con el mo-
delo lineal habitual es que aqui las dos variables tienen un rol simétrico.

El investigador deducira una asociacion entre las variables interpretando los
parametros. Esta tarea puede ser mas compleja si la cantidad de parametros
es muy elevada, como ocurre cuando aumenta el numero de variables en el
problema.
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Tablas de Contingencia

En la primera parte del curso estudiaremos la relacion entre 2 ¢ 3 variables
categoricas. Introduciremos parametros que describan la asociacion entre va-
riables categdricas y luego haremos inferencia sobre estos parametros.

Sean X e Y dos variables categéricas, donde X tiene [ niveles e Y tiene J
niveles posibles. Cuando clasificamos sujetos de acuerdo a las dos variables
tenemos /J combinaciones posibles.

Las casillas de la tabla representan los /J resultados posibles. La probabilidad de
que (X,Y’) tome el valor (/,j) serd m;;. Cuando las celdas contienen la frecuen-
cia de cada resultado /; tenemos una tabla de contingencia, término que
introdujo Pearson en 1904. También suele llamarsela tabla de clasificacion
cruzada. Una tabla de contingencia con / filas 'y J columnas se dice una tabla
de [ x J.
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Y
X1 2. J J
1
2
/ 71','j
/

Cuadro 5: Distribucion Conjunta

La distribucion de probabilidad 7, es la distribucion conjunta de X e Y, mientras
que las marginales de ambas variables las obtendremos sumando columnas y
filas, respectivamente: ;. y my;, donde

J /
Ti+ = 2 Tjj  Mqj = 2 Tjj
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En una tabla de 2 x 2 tendriamos:

Columnas
Filas 1 2  Total
1 T T2 Mg
(1) (mo) (1)
2 | M1 T Moy
(7T1\2) (7T2|2) (1)
TOtal T o

Cuadro 6: Distribucion 2 x 2

En muchos casos una de las variables, digamos Y, es una variable de respuesta
y la otra, X, es una variable explicativa.

En general, es de Interés estudiar como cambia la distribucion de Y cuando
pasamos de un nivel de X a otro.

Dado que un sujeto esta clasificado en la fila 1 de X, 7;; es la probabilidad de
que clasifique en la columna j de’Y', es decir {my;, .. ., Ty} €s la probabilidad
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condicional deY dado que X = 1.

En términos de las probabilidades definidas, tenemos que

7T,'j ..
i =—— Vi J.
T+

Diremos que X e Y son independientes si

M= Ti+T+j VI,J,

y cuando vale la independencia

i = —— =Ty Vi,J.

22
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Supongamos que en n individuos observamos (X, Y') y volcamos esta informa-
cion en una tabla de contingencia: n;; el numero de individuos que tienen X =/
e Y = J, de manera que

I J
Nn = _Z _Z nij .
=1 =1

En el caso muestral la informacion también suele disponerse sobre una tabla
como la que sigue:

Y=1Y=2 - Y=y Y =J
X=1| nq nyo Ny
X =2 N1 b)) noy
X =1 nj
X=1| np no nyy

Cuadro 7: Tabla de Contingencia Genérica de | x J
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Ejemplo de 2 x 2

24

Comencemos por considerar un ejemplo de los mas sencillos de tablas de con-
tingencia en el que tenemos dos variables.

C: Cree en la vida postmortem
G:Género | Si No Total
F 435 147 582
M 375 134 509
Total |810 281 1091

Cuadro 8: General Social Survey, 1991

En forma genérica, tendriamos
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C

G St No| Total
Foolmi nmo| nmy
M | m1 no Ny

Total | nyy nip | Ny =n

Cuadro 9: Tablade 2 x 2

Podria interesarnos testear la hipotesis de independencia entre las
variables.

Podemos escribir esta hipotesis como

HO C T = Ty Ty VI.VJ'
Para resolver este problema necesitamos estimar las probabilidades.

Podriamos estimar las probabilidades bajo el supuesto de independencia y com-
parar los valores observados con los valores esperados bajo independencia. Esto
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se puede realizar mediante un estadistico, conocido como x? de Pearson, cuya
distribucion asintotica necesitaremos estudiar.

Podriamos estimar por maxima verosimilitud las probabilidades y realizar un test
de cociente de verosimilitud. Para para esto necesitamos asumir una distribucion
subyacente.

Si cada una de las n observaciones es clasificada en forma independiente en
una de las / x J celdas de la tabla con probabilidad 7r;;, entonces el vector
aleatorio que representa el nimero de individuos clasificados en la celda (7, ),
n, tiene distribucién multinomial. La frecuencias esperadas en cada casilla son
uij = nm;;. Para | = J = 2 seria

n! I’l* I’I* I’l* I’I*
11 12 21 2
T11” T15" To1™ To5 .

. * * * * _
P(n = (ny1, nio. Moy, ) = e P
11- Moo= M51- Mo

Maximimizar el log—likelihood en el caso general resulta equivalente a maximizar:
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I J
— * . .
=1 =1

La maximizacion de £ debe contemplar que =j_; v/, m; = 1.

Sin embargo, en principio esto es valido si la distribucion subyacente es multi-
nomial.

La pregunta aqui es como llegaron los datos a la tabla.
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Tipos de Muestreo

Dada una tabla de contingencia hay varios esquemas de muestreo que pueden
conducir a los datos tal como los hemos observado y que podrian influir en el
modelo de probabilidad a utilizar. En este caso tenemos dos factores F y C
cada uno con dos niveles. En general, tendremos un factor fila con | niveles y
un factor columna con J niveles que corresponde a una tabla de [ x J.

El nimero total de celdas es N = | x J. Los totales marginales muestrales son

J
N+ = 2. Nj total fila
J=1
/
ny;, = /'gl njj total columna
[ J
Ngy = N= > > Nnj gran total
=1 /=1

Usaremos una notacion similar a la anterior, por ejemplo, p;; sera proporcion
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muestral de la casilla (/, ) definida por

I”I,'j
p.. —_— .
1/ n
Las condicionales muestrales quedaran definidas analogamente, por ejemplo,
Pij njj .
Pjli = — Vi,J.
Pi+ nj+

En el geemplo anterior asumimos que todos los datos han sido recolectados
muestreando 1091 individuos que fueron clasificados de acuerdo con el sexo y
la creencia en la vida postmortem. Vemos las dos variables como respuesta
y nos Interesa su distribucion conjunta.

En los experimentos que responden a este esquema de muestreo, seleccionamos
una muestra de n individuos de una poblaciéon y registramos los valores (X, Y')
para cada individuo. La distribucion conjunta del vector n con componentes
{ni;} es multinomial de pardmetros ny ® = {m;;}: M(n, w), donde

mii=PX =1,Y =)).

En este caso el gran total n es conocido y fijo.
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A veces, se expresa los parametros como medias de las celdas:
wij = E(ny) = nmj;.

Este tipo de muestreo se conoce como muestreo multinomial.

Dado que la distribucon multinomial aparecera con frecuencia en el analisis de
datos categoricos, repasaremos algunas de sus propiedades.
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Distribucion Multinomial

Supongamos que realizamos n ensayos independientes, de manera que cada
ensayo puede resultar en uno de los eventos Ej, ..., Ex (los E;'s son mutua-
mente excluyentes y exhaustivos). En cada ensayo, el evento E; puede ocurrir
con probabilidad 7; y por lo tanto 71 + ... + 7 = 1.

Si llamamos
W, = numero de veces que el evento E; ocurre ,
entonces
W1 + ...+ WK == N
y la distribucion de W = (W4, ..., Wx)" es multinomial de pardmetros n vy
T =(my,...,Wx)', es decir

W = (Wl,...,WK)’NM(n,m,...,wK)
W = (W, ...,Wk) ~ M(n,T).
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De manera que:

_ _ _ 1% : K _
PW, =wy, ... Wk =wk) = Tt K Si X W =n

0 caso contrario (c.c.)

Como en el caso de la distribucion binomial, algunas propiedades mas elemen-
tales de esta distribucion, como el calculo de esperanza o matriz de covarianza,
se deducen facilmente pensando a W como una suma de vectores de O'sy 1's.
Mas precisamente, podemos escribir

W=12,+...+ 24,

donde las Z; son independientes y cada una es M(1, q, ..., k) = M(1,T1).
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Z; es un vector con un 1 en la coordenada J si E; ocurrio en el I-ésimo ensayo
y en el resto de las posiciones O's.

Los elementos de Z; son Bernoulli correlacionadas.

Esperanza y Varianza

Por ejemplo, supongamos que K =2y que Z ~ M(1, wy, m). Los resultados
posibles son son

con probabilidad

con probabilidad m, =1 — m

_ O O

La media de Z = (Z1, Z>)" es
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El segundo momento de Z es:

E(zZ) = E

Por lo tanto, la matriz de covarianza de Y es:

Y7 = E(ZZ') — E(Z)E(Z)

T 0 T
- (Wl)(ﬂl
0 T 2

o)

34
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7T1(1—7T1) — T T

— T T2 7T2(1 — 7T2)

E(Z) = = (mq,..., Tk )
>z = A(M) —nr’
Probaremos que si m; # 0, V)
rg(rz) =K -1
Luego, siW ~ M(n,mq, ..., Tk )
E(W) = nll

>w = A(nll) — alllY’

35
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Otras Propiedades

36

Enumeraremos algunas propiedades de la distribucion multinomial que nos re-

sultaran utiles, algunas seran ejercicio de la practica.

1. El espacio paramétrico natural de la distribucion multinomial es el simplex,

en R” definido por
S={m:m>0m+...+ 7 =1}
2.S5TW = (W,,... Wk) ~ M(n,m,..., k), entonces

Wi ~ Bi(n, ;)
Cov(W;,W,;) = —nm;m 1#],

es decir las W, estan negativamente correlacionadas.
3.5 W= (W, ..., W) ~ M(n, ..., Tk ), entonces

W*:(W1+W2,W3,...,WK),NM(H,W1—|—7T2,7T3,...
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Es decir, si se colapsa una multinomial sumando celdas la distribucion sigue
siendo multinomial.

4.Sea W = (W, ..., Wxk) ~ M(n, ..., k). Consideremos la distribu-
cion condicional de

Los vectores (Wi, W) y (Wh, ..., W)" son condicionalmente indepen-
dientes y multinomiales:

T U
Wy, Wo) ~ M(z, ,
( L 2) ( 7T1—|—7T2 7T1—|—7T2
3 TK

5.Si W4, ..., Wy son variables independientes tales que W, ~ P(;), enton-
ces
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(Wl ..... WK),‘Zf(:lWJ:n ~ M(FI T, ..., 7TK)
donde
= A
TN+ Mk
Por lo tanto, la distribucion de W4, ..., Wy puede ser factorizada en el

producto de

Esto sera especialmente util a [a hora de calcular la funcion de verosimilitud
bajo clertas condiciones.
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En nuestro ejemplo hemos hablado de la funcidon de verosimilitud, recordemos
algunas propiedades.

Propiedades de los Estimadores de Maxima Verosimilitud

Recordemos que si la variable aleatoria Y tiene funcion de densidad (f.d.)o pro-
babilidad puntual (f.p.p.)f (y, 8), la verosimiltud L(8, y) es simplemente f(y, )
mirada como funcién de 8 con y fijo.

La funcion de probabilidad puntual o densidad es definida sobre el soporte

y € Y, mientras que la verosimilitud es definida sobre un espacio paramétrico
©.

En muchos casos es conveniente trabajar con el logaritmo de la verosimilitud
(log-likelihood)

/(8,y) =logL(8,y).

En general, tendremos una muestra aleatoria Y7, ..., Y,conf.d. of.p.p. f(y, 9),
de manera que la verosimilitud sera:
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L(6) = 11 7(x,6)

y la log-versosimilitud

1(8) =log L(8) = 3 log f(y;, ) .

=1
Una propiedad util de los EMV es la de invariancia que dice que si g es una
funcién con inversa g !, de manera que ¢ = g(8) implica que 8 = g 1(¢),
entonces el EMV de ¢, ¢, se calcula como
¢ =9(0),
siendo 8 el EMV de 6.
Como ya sabemos, podemos maximizar L(8) o bien maximizar /(8). En pro-

blemas requlares, el EMV puede hallarse igualando a 0 las derivadas pimeras de
/(@) respecto de 6.

La derivada primera de /(8) respecto de 8 se llama score. En el caso univariado
tenemos:
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'(6) = 3. ui6).

donde
u;(6) —glo f(y;, 0)
/ _ 69 g yl! .
Si tenemos g parametros, 8 = (6., .. ., 64)', el vector de scores es
[ %1 I [=n, 6,291 log f(v;,0) |
555 =11 59,109 (v, 6)
@)=\ . |=
_aa—elq_ _z}’:la%qlog f(vi,0)

Una propiedad bien conocida del score es que su esperanza es nula:
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E(/'(8))lg_g, =/ '((60))f (v.80)dy = | 7:((;35))

|.a varianza de los score es conocida como la informacion de Fisher. En €l
caso univariado, la informacion de Fisher es:

f(y,00)dy =0

i(0) = V(u(®) =V(I'®)=E|(6)]

Recordemos que

i(6) = E(—1"(6)) = —E (59 0 £ (. 9))

En el caso multivariado, tendremos 1(6) es una matriz de g x g tal que:

T

log f(y, 9))
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En Estadistica se probd que, bajo condiciones de regularidad, los EMV son
asintoticamente normales, de manera que

Vn(6 —6) == N(0,171(9))

; Como seria en el caso general de una multinomial cualquiera?

Para simplificar la notacién, indicaremos {ni, ..., nk} las observaciones de
cada casilla, con n = z,K:l n; y siendo {7, ..., Tk} las probabilidades de cada
celda.

Luego, la funcién de verosimilitud sera:

ko K
L:L(7T1,...,7TK): Kn 1I 7T,,-7' donde >mi=1.

I n/'! =1 =1
=1

Como el In es una funcidn estrictamente creciente, hallar el maximo de L
equivale a hallar el maximo de
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n! K K
[=InL =In|— + > nilnm; donde > m =1.
I-
i=1
K K1 s
Como =L, = 1, entonces mx = 1 — ="y n!/ Il n;! es constante,
=1

buscamos el maximo de

K-1
[=InL=cte+ > nilnmi+nkIn(l — X ).
i=1 '

=1

Para buscar los puntos criticos planteamos:

ol ni Nk n; Ng

- K-1
omi T 1 _ 'y g T Tk
=1

Esta igualdad es cierta Vi =1, ..., K (para K se cumple trivialmente).
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Luego,

Por lo tanto, tal como

€S

de esperar
n;

n

45
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También podriamos usar multiplicadores de Lagrange. En ese caso, conside-

rariamos
n! K K
AN=In|— + > nilnm+XM1—= X 7).
I n/'! =1 =1
=1
Para buscar los puntos criticos planteamos:
ON n; .
— L _NX=0 i=1,... K
oT; T
N €0
o\ =1 :
Por lo tanto,
K
AT, =N =AY Ti=n= \=n,
i=1
luego,
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Muestreo Poisson

Otra posibilidad es que los datos de la tabla sean realizaciones independientes
de v.a. con distribucion Poison.

Un proceso que sustentaria este modelo es aquel en que cada celda los indi-
viduos llegan aleatoriamente al lugar donde se los clasifica. En este caso n no
esta prefijado y todos los valores de la tabla son aleatorios.

En el muestreo de Poisson tenemos que

nij NP()\U) = 1,...,/
J=1,...,J
iIndependientes. En este esquema el gran total n, . no esta fijo, sino que es
aleatorio.
Ejemplo:

Supongamos que se realiza en un control de velocidad durante una hora. Para
ello se cuenta con un radar que registra la velocidad de cada auto que pasa por
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el puesto de observacion. Supongamos que de cada auto que pasa se registra
la velocidad y la marca del auto. Asi se obtienen

X = marca del auto (1 = Ford, 2 = Fiat, 3 = Chevrolet, 4 = Otros)
Y = siel auto excede el limite de velocidad (1 = Si, 0 = No).

Es claro que, bajo independencia, n ~ P(A;,).

Si tenemos un muestreo de Poisson, la distribucion de los nj; condicional a que
n esta fijo en un valor, digamos m, ya no es mas Poisson, mas adn ya no son
mas independientes.

La distribucion condicional de los n;; dado que n = m es multinomial. Para
simplificar la notacién olvidaremos el doble subindice, indicaremos {ny, ..., ng},

entonces si =X nj = m

K
P(ni=my, ..., nxk=mg | _Zln,-:m)
|=
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 P(m=my,...,nk =mg Ny =m)
P(n=m)
K e NN m!
= 1 | 7
=1 ml . Z >\I. K m
e i=1 {Z >\/}
=1
K 3 m! 1
m
= I A" -
=1 s K
H m,-! >, )\,‘
=1 =1
m! K o
— K .H T I
nmm! =1
=1
Y _ . .
donde m; = Y o volviendo a la notaciéon original:
Z._ .
J=1"7Y

TN

49
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Entonces:

(N, ..., n)|n=m ~ M(m, mq, ..., 7).

Esto nos servira a la hora de plantear la verosimilitud cuando deseemos estimar.

En efecto, podemos factorizar la verosimilitud como el producto del likelihood de
la Poisson n (n ~ P(X:41)) y el likelihood de una multinomial correspondiente
a {n;j} dado n, con parametros

Y
Att

El total n no da informacion acerca de las ;.

7T,'j

Es Interesante observar, que desde el punto de vista de la verosimilitud, la
inferencia sobre w es la misma si n es considerado fijo o aleatorio.
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Muestreo Multinomial Independiente

Volviendo al ejemplo de creencia en la vida postmortem vs. género, otra
alternativa podria ser en realidad se haya tomado una muestra de 582 mujeres
y otra muestra independiente de 509 hombres a los que se clasificd segun
su creencia. En este caso nos centramos en la distribucion condicional de la
creencia dado cada nivel de género.

En este esquema los totales por fila estan fijos y tenemos ny (ny) individuos
de género femenino y n, (no) individuos de género masculino.

Si m; es la probabilidad de que el individuo crea en la vida postmortem para el
nivel / de género tendremos:

i1

W/:P(Czl\G:/):W
I+

Las variables de interés serdn: Yj; ~ Bi(n;,m), i = 1,2, que cuentan el
nimero de individuos que si creen en cada género.

La distribuciéon conjunta de (Yi1, Y21) es
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no!
yarlyao!
La hipotesis de interés es la de homogeneidad, es decir que la probabilidad
de creencia es la misma en ambos género:

/71!

P (Y11, Y21) = V11, y21)) = v W{ll(l — )12 77521(1 — Ty )¥?2

11! y10!

H0:7T1:7T2

Notemos que bajo independencia 7;; = ;.7 ;, entonces la probabilidad con-
dicional
Ty _
i = — = T4
7T/—|-
es decir no depende de la fila 7, con lo cual homogeneidad e independencia son
equivalentes.

Supongamos que decidimos de antemano que vamos a muestrear n; individuos

con X =i(i=1,...,1)y que para cada uno de ellos registramos el valor de
Y.
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En este esquema cada fila de tabla (nj1, ni1, ..., njs)" es multinomial con pro-
babilidades
=
T+

y las filas son muestreadas en forma independiente.

Este tipo de muestreo es razonable de aplicar cuando los datos provienen de un
muestreo aleatorio estratificado (estratos definidos por X) o en un experimento
en el X =grupo de tratamiento.

También es adecuado cuando no tenemos totales por filas fijos, pero estamos
interesados en P(Y|X) y no en P(X), lo que corresponde a que Y es el
resultado de interés y no deseamos modelar a X.

Por lo que vimos, en estos tres tipos de muestreo el nucleo de la verosimilitud
es el mismo.

La importancia de estos resultados es que el analisis que hagamos es indepen-
diente del esquema de muestreo y depende de los parametros de interés.
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Estimacion y Tests de Bondad de Ajuste

Supongamos que tenemos un muestreo multinomial y obtenemos la tabla
(X,Y) en n individuos.

Y=1Y=2 Y =J
X =1 n Mo nyy
X =2| ny 0% Ny
X=1| np N2 Ny

Cuadro 10: Tablade I x J

Sea nj; el nimero de individuos que tienen P(X =1/,Y =), de manera que

I J
Nn = _Z _Z I”I,'j
=1 /=1
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Por lo que ya vimos, los estimadores de maxima verosimilitud de 7;; son

_ nij

Vi, J.

Si las dos variables categoricas fueran independientes, tendriamos
Tij = Mi+T4j VI, J,

luego por la propiedad de invariancia de los estimadores de maxima verosimilitud,
bajo independencia el estimador de maxima verosimilitud de 7r;; seria:

nH-n‘H \Vai J

7/T-l'j — 7/T-I'—I-'i-(\--i—j — n2

Dado que n;; ~ Bi(n, ),



M.L.G. Ana M. Bianco FCEyN 2015 56

mi; = E(n,-j) = N7y .
Bajo el supuesto de independencia, el EMV es
. hipnyy
mij = Nm;; = 7,7

Estos estimadores tienen la propiedad de tener las mismas marginales que la
tabla:

_ J Njp Ny

Mmiy = > = Ni+
J=1 N

_ [Ny Ny

M = o= =M
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Test de Bondad de Ajuste

Pearson (1900) presentd un test que sirve para evaluar si una distribucién
multinomial tiene ciertas probabilidades ;o propuestas.

Por ejemplo, consideremos el caso de las leyes de herencia de la teoria de
Mendel. Mendel cruzd arvejas de cepa amarilla con arvejas de cepa verde puras
y predijo que la sequnda generacién de hibridos serian un 75 % amarillas y un
25 % verdes, siendo las amarillas las de caracter dominante.

En un experimento de n = 8023 semillas, resultaron n; = 6022 amarillas y
n, = 2001 verdes. Las proporciones esperadas eran m; = 0.75 y mp, = 0.25,
por lo tanto m; = 6017.25 y my, = 2005.75. La pregunta es: jse verifican las
leyes de Mendel en este caso?
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Como antes, vectorizaremos la tabla notando {n;,...,nk} a las casillas y
. . K
{m,...,mk} las probabilidades correspondiente y n = 3 n;.
=1
Supongamos que las hipdtesis a testear son

K K .
Ho : m; = mjo, _Zl Tio = _Zl =1 Hy:3di:m # m
Jj= J=

Pearson propuso el siguiente estadistico:

2
K (nj — mjp)

X2 = X donde mjg = nmjg
—1

La idea intuitiva es que comparamos el valor observado (n;) con el valor
esperado (m;y) bajo Hy, suele decirse :

(observado — esperado)?
esperado

Intuitivamente rechazaremos Hy cuando esto sea muy grande. ; Cuan grande?
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El argumento heuristico que dio Pearson es el siguiente: si ny, . . ., nk fueran v.a.
independientes tales que n; ~ P(m;), bajo ciertas condiciones de regularidad

ni — M; aprox.
— "~ N(O, 1
T (0.1)

entonces

K 2

>
=1

ni — My
v/ M;
K

Si ademas agregasemos la restriccion > n; = n, seria natural perder un grado
=1

de libertad y que la distribucién asintética del estadistico resultase x% ;.Por
todo esto, la regla de decision seria

aprox. X%{

Rechazamos Hy si x2 > Xi_l,a

En el caso en que N = 2, el estadistico queda
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(p—mo)* (pP—mo)*  (P—mo) p— T
! 0 o 1—m 7To(1—7To)_[Wo(l—ﬂo)/”

que es el cuadrado del test habitual para testear

Ho:m=my Hi:m#mg
que tiene distribucion asintética normal y en consecuencia, su cuadrado lo
compararfamos con una x3.

Veamos la justificacion tedrica de este test. Comenzaremos por presentar al-
gunos resultados tedricos.
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Proposicion 1:

Sean X, = (X1 ..., Xkn) una sucesion dev.a. y A= (A\q, .. ., k) € RE.
Si VA e RK

NX, = M X1+ M X =2 M X+ o+ A Xk
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Teorema Central del Limite Multivariado (TCLM)

Sea U, = (Uin, ..., Ukn)' una sucesiéon de vectores aleatorios independientes
talesque E(U,) =py2y, =2, n=12...
SiU, = (Ui, ..., Uk,) es el vector de promedios, donde paracadal </ < K
J,==7% U,;, entonces

n;j=1

\/E(Dn — IJ') _D_> NK(Ov Z) :

Seguin la Proposicién 1 debemos estudiar la distribucién de AU,

NU, = MU, + ...+ MUk

S WE L I Wi
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> AU,
J=1
S W,
J=1
= W,

ISl —=3 =

donde E(W;) = X', Var(W;) = XL,

Por el TCL univariado, tenemos que

VW, — XNp) 25 Ng(0, NIN),

es decir,

VN0, = XNp) = Ni(0, NTN),
que corresponde a la distribucién de A'U, con U ~ Nk (0, )

63
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por lo que )
\/E(Un — IJ') _D_> NK(Ov Z) :
Proposicion 2:

Siz, 2z y g es una funcién continua, entonces
9(Zn) = 9(Z).

En /R sabemos que si

Vn(X, — ) == N(0,07)
entonces bajo condiciones de suavidad de la funcién g,

Vn(g(Xa) = g(w)) == N(0,0%(g'(1))?)

El siguiente lema, conocido como Método A, generaliza este resultado para
una funcion de vector aleatorio.
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Lema 2: Método A una funcion de vector aleatorio.

Supongamos que T, = (T1,, ..., Tkn) €S una sucesion de vectores aleatorios
tal que

NG(CET Tn) — (61, ..., 0x)) = N(0, ¥)
Sea g una funcién tal que g : IR" — IR diferenciable. Luego, si
dg
¢ — ((]5,) — a—tl_|t:9 7é 0,

entonces

V(9(Tin - Tin) — 9(61, ..., 0k)) -2 N(O, ¢'L¢)

Andlogamente, si en lugar de un campo escalar tenemos un campo vectorial,
es decir g : IR" — IR, donde cada componente g; es diferenciable como en
el lema anterior, obtenemos
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Vvn(g(Tip, ..., Tin) — 901, ..., Ok)) 2 Ng(0, GXG')

donde 5
gi
Gjj = ot -0

Ahora estudiaremos la distribucion asintética de (7%, . . ., ”K—n—l) cuando

K

(ni, ..., ng) ~ M(n, 7, ..., TK) Zl =1
|=
n,

Llamemos p = (p1, .. ., px), pi = -
Consideremos el vector Y; ~ M(1,m, ..., Tk ) que ya definimos con todas

sus componentes Iguales a 0 y un unico 1 en la coordenada j-ésima si en la
I-€sima observacion ocurrio la categoria J:
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Recordemos que si Y; ~ M(1,mq, ..., TK)

E(Y,) =T
Yy, = A(w) — o’

/

Podemos escribir al vector p en términos de los Y:

1 n _ _
p=—>Y,=M,...,Y)
ni=1

entonces por el T.C.L multivariado sabemos que

Vn(p — ) = N(0, A(w) — mx').

67

Ya hemos visto que como los 7r;’s estan relacionados, > = A(w) — w@' no es

iInvertible.

Definamos p = (p1, . . ., pk-1) y®=(mg, ..., T 1)

Notemos que p = Tp, siendo T es una transformacion lineal, tenemos que
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Vn(p — ) 2 Ny 1(0, A(F) — '),

donde A(#) — 7' si es invertible.

Esto quiere decir que bajo Ho, si >¢ = A(7ty) — Trofty, entonces
V(P — o) = Nk-1(0, %) .

Por lo tanto, como x’D~'x es una funcién continua de x por la Proposicién 2
tenemos que

~ ~ ~—1 .. - D
n(p — ) >y (P — o) — X%(—l

Calculando efectivamente la forma cuadratica que estamos considerando, ve-
remos que
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Ejemplo: Leyes de Mendel

El test de Pearson fue usado para testear las leyes de herencia de la teoria de
Mendel. Mendel cruzd arvejas de cepa amarilla con arvejas de cepa verde puras
y predijo que la sequnda generacion de hibridos serfan un 75 % amarillas y un
25 % verdes, siendo las amarillas las de caracter dominante.

En un experimento de n = 8023 semillas, resultaron n; = 6022 amarillas y
n, = 2001 verdes. Las frecuencias relativas esperadas eran m; = 0.75y m, = 0.25,
por lo tanto my; = 6017.25y my, = 2005.75.

Luego, si queremos testear la hipdtesis nula
HO LT — 0.75, o = 0.25

el estadistico x? es:
»  (m —6017.25) N (n, — 2005.75)?

6017.25 2005.75
con un p-valor=0.88, lo que no contradice la teoria de Mendel.

= 0.015

X
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Otro ejemplo

Los consultores para estudiantes de un centro de coOmputos se encuentran
con preguntas acerca de programas escritos en FORTRAN(1), en BASIC(2),
PASCAL(3) y ADA(4). Los consultores han sido contratados basandose en
el supuesto de que el 40% de todas las preguntas se refieren a programas
FORTRAN, 25% a Basic, 25% a Pascal y 10% a ADA. Durante el primer
mes se registran las consultas realizadas y se observa que las mismas fueron las
dadas en la siguiente tabla. jSostienen los datos el supuesto realizado al 5 %?

FORTRAN
Observ. 52

BASIC
38

PASCAL
21

ADA
9

TOTAL
120

Sea ® = (T, Mo, T3, T4).

H,: 7 =(0.4,0.25,0.250.1) vs.

Hy : m # (0.4,0.25,0.25,0.1)
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A mano podriamos hacer:

Calculo los m_1i:
> 120%0.40

48
> 120%0.25

30
> 120%0.10

12
Caculo el estadistico de Pearson:
> pearson=((52-48)**2/48)+((38-30) **2/30)+((21-30) **2/30)+((9-12) **2/12)
> pearson

5.916667
Calculo el p-valor:
> 1-pchisq(5.916667,3)

0.1157357

O bien usar el chisq.test

> obs=c(52,38,21,9)
> null.probs <- ¢(0.40,0.25,0.25,0.10)
> chisq.test(obs, p=null.probs)
Chi-squared test for given probabilities
data: obs
X-squared = 5.9167, df = 3, p-value = 0.1157

71
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Cuando 7 puede yacer en cualquier lugar de & decimos que el modelo es
saturado. Este modelo tiene K — 1 parametros. Sin embargo, con frecuencia
suponemos que 7 yace en un subconjunto de menor dimension de S.

Por jemplo, los elementos de m podrian estar determinados por g < K —
1 parametros desconocidos 8 = (61, ...,0,)", como muestran los siguientes
ejemplos.

Test de Independencia
Independencia en una tabla de 2 x 2

Supongamos que X = (X11, X12, Xo1, X27) es el vector de frecuencias de una
tabla de 2 x 2.

Luego, Xj; es el nimero de individuos para los cuales (A =1/,B =j).Si Ay
B no estan relacionados, entonces en todas las casillas valdra:
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B=1B=2
A=1 Xll X12 (04
A=2 X21 X22 l—a
B 1-P

Cuadro 11:

Ty =P(A=i,B=])=P(A=i)P(B =)
Llamemos aa = P(A=1)y B = P(B =), luego

11 | _ af

— T2 _ Ol(l—,B)
21 (1—0a)B
2] [(1-a)(l-P8)]

Este es un modelo restringido que depende del parametro

0= (c,B),
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donde 0 < a<1 0<pB<I1.

Para hallar los estimadores de maxima verosimilitud de ¢ y B tenemos que
maximizar:

L = L(X11, X12, Xo1, X0z, @, B) =

x11!><127>!<21!x22! (aB) (a1 = B))2((1 — a)B) (1 — a)(1 - B))

Después de tomar logaritmo, obtenemos:

|=1In(L) =cte + XiiIn(aB)+ Xi2In(a(1 —B))
+ X In((1 —a)B) + X In((1 — a)(1 — B))
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Después de derivar e igualar a 0, queda:

O Xu+ X Xog+Xop

1) = 0
(1) oo o 11—«
(2) : ol :X11+X21_X12+X22:O
- 0B B 1-p
por lo tanto
&:X11+X12
p .
=~ X1+ Xo
B = - -

En el caso general, es decir en las tablas de contingencia de / x J con muestreo
multinomial puede ser de interés testear la hipdtesis de independencia, es decir:
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Ho:mjj=miymy; Vi,
es decir, la hipotesis nula depende de ciertos parametros.

Por esto si bien para testear esta hipdtesis usaremos un test de tipo Pearson,
antes sera necesario estudiar la distribucion asintdtica de dicho estadistico bajo
estas condiciones.

Otro gjlemplo es el de las tablas simétricas.
Ejemplo: Tabla de 2 x 2 con simetria

Consideremos X = (Xi1, X12, Xo1, X22)" como en el ejemplo anterior, pero
supongamos) que ahora Ay B representan dos caracteristicas medidas en dos
oportunidades distintas. Por ejemplo, A podria ser la respuesta a

A : i Apoya usted la gestion de gobierno?

medida en el mes de enero (1=Si, 0=No) y B la misma pregunta hecha tres
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meses después.

Abril

Enero| 1 O
L |7 oo
0 |7 7o

Cuadro 12: Ejemplo Simetria

En este tipo de esquema el interés del investigador es detectar un cambio en
el tiempo. Si no hubiera ningiin cambio, la probabilidad de “Si en enero”

P(A = 1) = 11 + 12
seria igual a la probabilidad de “Si”tres meses después

P(B=1)=my+ m.

Observemos P(A = 1) = P(B = 1) si y sélo si 1o = 1, que se conoce
como la condiciéon de simetria. Bajo simetria, w1 = w(0) podria expresarse
COmMo:
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_7T11 a

| T2 B
7r_ - ’

21 B
_7T22_ _1-0(-2,3_

con 8 = (o, B)'.

Sera un ejercicio de la practica probar que los EMV bajo este modelo son:

o~

X
—

B:X12;X21-
n

78
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En algunos casos mas complicados, los estimadoresde maxima verosimilitud no
tiene una expresion cerrada y deben ser computados a través de un método
iterativo, por ejemplo Newton—Raphson.

Aun cuando el método para calcular @ va a cambiar de modelo en modelo,
bajo condiciones de regularidad estos estimadores tendran algunas propiedades
comunes.

En los problemas regulares, 8 es solucion de las ecuaciones en scores

ol(w(8), X)
00, B

y @ es una funcién suave de las proporciones muestrales X/n.

0, y=1,...,q9. (4)
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Supongamos que las probabilidades de las casillas son m(8), ..., Tr(0) que
involucran a g parametros 8 = (64, ...,60,)" y que:

m 2) 09, el verdadero valor del pardmetro, es un punto interior del espacio
paramétrico.

m b) mi(6y) >0 Vi.

m c) Cada w(@) admite derivadas parciales continuas de 1€ orden en un
entorno de 6.

| o, (0 |
m d) LamatrizM = { ar; )} de K x g evaluada en @ tiene rango g, donde
S
g < K —1.
Notemos que M es

[ Omy Omp | Om
56, 06, 564
omp Omp Om
56, 96, 504
% % ....c%_K

| 96, 86, 56,




M.L.G. Ana M. Bianco FCEyN 2015 81

om,(6)

00,
asegura que el problema es identificable. Por ejemplo, esto se violaria si diferen-
tes @ dan lugar a iguales vectores w(8). En este caso, 8 no podria ser estimado
consistentemente a partir de la muestra X y seria necesaria informacion adicio-
nal.

El requerimiento de que el jacobiano M = { } tenga rango completo

Bajo la condicién fuerte de identificabilidad y continuidad de las funciones ;(8),
se puede demostrar que el EMV de 0 existe y que converge a 8, con probabilidad
1.

Un resultado importante bajo estas condiciones de regularidad el EMV 6 es
asintoticamente normal, es decir

V(0 — 8y) =+ Ng(0, (A'A)1)

donde
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aw)
60)6-6,
En la practica, este resultado es importante ya que a partir de él se pueden

deducir intervalos de confianza y tests de hipdtesis para las componentes de @
o funciones de ellas si se reemplaza a A por

A = A(r(80)) 2|

A = A(w) L2 (a")

00
Aplicando todos los resultados anteriores obtenemos que:

ow (6 . on(8y)’
Vi(x(®) ~ (8:)) -2 N0, 7T () 19T
La estimacién de la matriz de covarianza de 1r(9) es
161r(9) AA 1c%r(é’) _ 10m ~ypy 1O
n oo AR obien 56 AR 5
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En este punto, cabe observar que habria dos estimaciones posibles de [1. Una,
dada por la relaciéon entre cada m; y @ y otra dada por las proporciones mues-
trales.

Parece razonable comparar estas dos estimaciones con el estadistico x?:

K (nj—m)?> Kk (nj— nm;)?
oo E=m? g (=)
=1 m; =1 ni,

El estadistico x? puede escribirse como

x> = nlle|?
donde el vector de residuos e se define como
e — P1—7T1(§) PK—WK(g)

Jm(@) /()

Para derivar la distribucién asintética de x? se necesita la conjunta de (p, 7(6)).
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Se puede ver que
V(6 —80) = (AA) A A(my%)v/n(p — mo)

—~
Q
~

onw(0y) -
(x—m0) = TG ;) + o,(n 1)
Por lo tanto
val P o L) e — mo) + 0(1)
T — T - D P o %
de donde
P— 7o D x
ﬁ(ﬁ—wo) — N(0, L")
donde

s+ ( A(mo) — oy (A(wp) — woml,)D’
D(A(mwg) — momy) D(A(mg) — momg) D’

Luego, aplicando el método A resulta que

vne =25 N, 1 — w(6y)Y %' (60)/° — A(A'A) A
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Teorema: Sea Y un vector con distribucién N(v, ¥). Una condicidn necesaria
y suficiente para que (Y —v)'C(Y —v) tenga distribucidn x? es que > C>XCY =
> CX_, donde los grados de libertad seran el rango de CX (si X es no singular
la condicién se simplifica a CXC = C). (Rao, 1965, p. 150)

Dado que x? = v/ne’ /ne, luego aplicaremos el resultado de Rao con v = 0,
C=1/,%=1-m(0:)"?n"(6,)"?>—A(A’A)"IA"). Como ¥ aqui es una matriz
idempotente, resulta que su rango coincide con su traza y en consecuencia

D
x° = v/ne' v/ne —= x5_1_,

Ver Rao, Capitulo 5e y Agresti, Capitulo 14.
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Volviendo al Test de Independencia:

En una tabla de [ x J con muestreo multinomial, la hipdtesis nula de indepen-
dencia equivale a

Ho :mjj=miymy; Vi,
Usando el estadistico de Pearson tendriamos
—\2
[ J(ny — mj)

DS — ,
=1 =1 mj;

donde I/T)\,'j = n,-+n+j/n.
Respecto a los grados de libertad, estos estan determinados por la cantidad de
casillas y de parametros, que en este caso seran

I )= (- D+ (J-1))—1=0—-1)%(J—1).
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Retomemos el gjemplo en que se clasifica a los individuos segin su ldenti-
ficacion Partidaria y el Género. En |a siguiente tabla tenemos los valores
observados y en rojo los valores predichos bajo el modelo de independencia

C: |dentificacion partidaria

Democrata Independiente Republicano | Total

S:Género

F 279 73 225 577
(261.4) (70.7) (244.9)

\Y/ 165 47 191 403
(182.6) (49.3) (171.1)

Total 444 120 416 980

Cuadro 13: Datos de la General Social Survey, 1991.

El valor del estadistico test de x? es 7.01, con

[J—-1—(1-1)—(J—1) = (/I-1)(J—1) = (2—1)(3—1) = 2 grados de libertad .
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El p—valor correspondiente es 0.03, de manera que a los valores habituales se
rechazaria la hipdtesis de independencia, indicando que el género vy la identifi-
cacion partidaria estarian asociados.
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Otro Ejemplo

Este es otro ejemplo en que las probabilidades dependen de una cantidad menor
de parametros desconocidos, 6.

Una muestra de 156 terneros nacidos en Florida fueron clasificados de acuerdo
a que hayan contraido neumonia dentro de los 60 dias de haber nacido. Los
terneros que contrajeron neumonia fueron a su vez clasificados segun se hayan
infectado o no a los 15 dias de haberse curado. La Tabla muestra los datos
recolectados:

Segunda Infeccion
Si No
Primera Infeccion
Si 30 63
No 0 63

Cuadro 14: Terneros de Florida

Es claro que los terneros que no tuvieron una primera infeccion no pudieron
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reinfectarse, es por ello que ninguna observacion puede verse en la casilla 21 y
en consecuencia en la tabla n,; = 0. Esto es lo que se conoce como un cero
estructural. El objetivo en este estudio era testear si la probabilidad de una
primera Infeccion era igual que la probabilidad de una segunda infeccion, dado
que el ternero habia contraido una primera infeccion.

Es decir, la hipotesis a testear es

T11
T11 + 12

Ho: T+ T =

o equivalentemente m; = (w11 + m2)?. De manera que si llamamos T =
11+ 712 a la probabilidad de infeccion primaria, el modelo bajo Hy corresponde
a una trinomial como muestra la siguiente tabla:

En este caso el likelihood resulta proporcional a

(1) (m(1 — )2 (L — 1),
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Segunda Infeccidn
S No Total
Primera Infeccion
Si ™  w(l-—m) s
No — 1—m 1—m

Cuadro 15: Distribucion Conjunta

el log—likelihood queda

N1 Iog(7r2) + nyolog(m — 7T2) + Ny log(1l — ),

Derivando e igualando a 0 resulta

o 2my e
2n11 + 2n15 + Noo

En la siguiente tabla se muestran en rojo (2do. renglén) los valores esperados
bajo H

o~

7
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Segunda Infeccidn
S No
Primera Infeccion
Si 30 63
(38.1) (39)
No 0 63
(-) (78.9)

Cuadro 16:

El estadistico de Pearson da x? =19.7 con un total de (3-1)-1=1 grados de
libertad. Dado que el p—valor es 0.00001 hay una fuerte evidencia contra Hy. Si
miramos la tabla encontramos que muchos mas terneros contraen una primera
infeccion y no la segunda de lo que el modelo bajo Hy predice. Con esto los
iInvestigadores concluyeron que la primera infeccion tiene un efecto inmunizador.
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Estadistico G*

Otra medida alternativa para la distancia entre 7 y p muy usada es la deviance
G2, que es un estadistico basado en el cociente de verosimilitud.

SI queremos testear

Ho : Modelo restringido w
H; : Modelo Saturado 2,

el coclente estaria dado por

max L
N=-Y
max L
Q
Si consideramos G? = —2log A queda definido el estadistico como

G® = —2log/A = 2[l(p, X) — I(7, X)]
K K
= 2 _Zl Xilogp; — _Zl Xilog T,
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Xi
Xlog

K Pi
= 2> Xilog— =2 —
=1 T =1 N,

K
/ / 1=

Por lo tanto,

K X

G?=2Y Xjlog=".

=1 i
Probaremos que bajo Hy la distribucion limite de G? es también x? con
K — 1 — #{ parametros bajo w}, es decir la misma distribucién limite que

la del estadistico de Pearson.

Para derivar la distribucién asintdtica bajo Hg, se prueba que G2 — x2 -2 0
cuando Hp es clerta.

Una ventaja de G? es que tiene sentido en modelos mds generales, como ya
veremos.

En el ejemplo de Identificacion Partidaria vs. Sexo, G°= 7, que da también
un p—valor de 0.03.
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Efecto de observar ceros

Si en alguna celda se observa un 0, el estadistico x? puede calcularse sin
problemas, siempre que las 7's sean todas positivas. Sin embargo, el estadistico

Ai no estd definido. Si

G tiene problemas, pues si X; = 0, entonces X; log

nT;
reescribimos a G2 como
L(p, X)
G* = —2logA=2log %
= = L(m.X)

= 2log II ( ,/n)
=1

T

una celda con un 0 aportaria un 1 al producto y por lo tanto, puede ser ignorada.
Luego podemos calcular a G como

X
2 ¥ Xilog
- x;>0 7T,

Si alguna 7r; es 0O, los dos estadisticos se rompen.
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i Cuan grande debe ser n para tener una buena aproximacion?

Sabemos que a medida que n se hace mas grande la distribucion de x? y de G?
se aproximan a una distribucién limite x?, sin embargo nos preguntamos cudn
grande es grande.

e Una vieja regla conocida para las binomiales dice que la aproximacion x? es
buenasi nm; >5,1=1,..., K.

e Otra regla mas permisiva establece que la aproximacidn x? es buena si a lo
sumo el 20% de las casillas tienen nw; < 5,1 = 1,..., K y ninguna casilla
tiene nm; < 1.

e En tablas sparse (por ejemplo, n/K < 5) la aproximacion x? es pobre. En
realidad, si los datos estan distribuidos en la tabla de foma muy desigual, en
el sentido de que hay zonas de la tabla que son sparse, la aproximacion x?
también puede ser pobre, aun cuando el n total sea grande.

Hemos probado que los dos estadisticos se aproximan a 0O, si el modelo es
cierto. Si el modelo no es cierto, ambos crecen, pero la diferencia entre ambos
también puede crecer. De manera, que si el modelo tiene un ajuste pobre los
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dos estadisticos pueden ser grandes y estar lejos uno de otro, i.e., |x? — G?| no
necesarlamente tiende a O con n. Aldn en esa situacion, los correspondientes
p—valores pueden estar cerca de 0 y podemos llegar a la misma conclusion a
partir de ellos.

Para ser mas precisos, consideremos una sucesion de situaciones m, para las
cuales la falta de ajuste disminuye con n, es decir alternativas contiguas. Su-
pongamos que el modelo bajo la hipétesis nula es w = (), pero en realidad

m, =f(0)+0/vn,

K
con Y. 0; = 0. Luego, si 6 = 0, el modelo es cierto.
i=1

Para estas alternativas contiguas, Mitra (1958) demostré que el estadistico de
Pearson tiene distribucién asintética x? no central, con N — 1 — g grados de
libertad, con parametro de no centralidad dado por
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(7Tn/' — f/(e))2
)

Notemos que X tiene la forma del estadistico x? en el que se reemplazd a p
por w,y a m por (). Andlogamente, utilizando los mismos reemplazos obte-
nemos el pardmetro de no centralidad de G2. Haberman (1974) demostré que
bajo ciertas condiciones x? y G? tienen el mismo pardmetro de no centralidad,
pero éste no es siempre el caso, (ver Agresti, 2002, pag 590).

M=

A=nN

/
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Residuos de Pearson y deviance
Como ya hemos visto podemos escribir al estadistico de Pearson como

N
2 2
| =

€':\/E:Di_'ﬁ-/:ni_mi
| VT Vi

se o conoce como el I—ésimo residuo de Pearson.

Estos residuos se comportan de alguna manera como los residuos estandariza-
dos que conocimos en regresion lineal.

Teniendo en cuenta la distribucion asintotica de los residuos podemos considerar
una version standarizada que es asintéticamente normal standard (Haberman,
1975). Para H, : Independencia serian

B ni — m;
[Mi(1 — pir)(1 — py))]H?

Es comin que se compare a |€;| con 2 (algunos autores comparan con 3),

€|
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indicandose falta de ajuste en la i—ésima casilla si |€;| > 2(3) . El andlisis de
estos residuos puede sugerirnos en que sentido los datos se apartan del modelo
ajustado.

De la misma forma, la deviance puede interpretarse como una suma de cua-
drados de residuos

N
G* = El resgn(X; — nT;)

donde

X
ri = |12X;log x sgn(X;, — nm;)

M
l77AI','

que se conocen como componentes de la deviance.

Veamos un ejemplo. En la siguiente tabla se muestran los resultados de un
estudio en el que se clasifican los Individuos de la muestra de acuerdo a su
grado de fundamentalismo religioso y el nivel de educacion alcanzado.
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Creencia Religiosa
Nivel Educacion Fundamentalista Moderado Liberal | Total
Menos que High School 178 138 108 | 424
(137.8) (161.5) (124.7)
(4.5) (-2.6) (-1.9)
High School o junior College 570 648 442 | 1660
(539.5) (632.1) (488.4)
(2.6) (1.3) (-4.0)
Bachelor o Graduado 138 252 252 | 642
(208.7) (244.5) (188.9)
(-6.8) (0.7) (6.3)
Total 886 1038 802 | 2726

Cuadro 17: General Social Survey, National Opinion Research Center, 1996

Si se testea la hipdtesis H,

independencia, el estadistico x°=69.2 y el
G2=69.8 con g.I.=(3-1)(3-1)=4. Los p—valores son <0.0001.
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En paréntesis se muestran los valores esperados ajustados bajo el modelo y los
residuos standard.

El primero, por ejemplo, se calculé como
178 — 137.8 B
[137.8(1 — 0.156)(1 — 0.325)]1/2

4.5

Esta celda muestra una discrepancia importante entre ny; y su valor esperado
ajusrado bajo independencia [iq;.

Asi vemos que los mayores desajustes se producen en los niveles de educacién
mas alto, para las categorias Fundamentalista y Liberal.
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Medidas de Asociacion

A fin de describir el grado de asociacion entre las variables de una tabla de
contingencia es frecuente que se usen distintas medidas.

Comenzaremos con tablas de 2 x 2, como las que siguen

Y Y
X 1 2 Total X 1 2 Total
L |71 T T4 L | m1 Mo nmy
2 | T Moo Toy 2 | M1 N Ny
Total |y Mmoo 1 Total|nyy no  n

Consideremos la siguiente tabla que corresponde a un informe sobre |a relacion
entre el uso de aspirina y el infarto de miocardio realizado por el Physicians
Health Study Research Group de Harvard Medical School:
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Infarto de Miocardio

SI no Total
Aspirina | 104 10933 11037
Placebo | 189 10845 11034

Diferencia de Proporciones o Riesgo Atribuible

Miremos a Y como variable de respuesta y a X como variable explicativa, tal
como serila natural en un muestreo de producto multinomial en que

: 11 : 21
ni ~ Bl(n1_|_,7_(_7)yn21~ B/(n2—i—vﬂ_ )
1+ 2+

iIndependientes.
La diferencia de proporciones se define como

§ = P(Y =1X=1)—P(Y =1|X =2)
11 21

T+ T2y
— M1 — T2
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Podemos estimar a & como

Mnai 21

d = — — —
M+ Moy

— P11 — P12

En el giemplo de Infarto de Miocardio tenemos
d =104/11037 — 189/11034 = 0.0094 - 0.0171 = -0.0077

Observemos que
E(d) = E(Pl\l - P1\2) = Ty — T2

Tl —m Tio(1l — T
V(d) — \/(pm—p”z): 11(n1+ 1\1) 4 12(n2+ 1\2)

siendo la dltima igualdad cierta por la independencia entre las filas.

Si ni4 y noy son grandes, d es aproximadamente normal, es decir

(P1|1 — P1\2) — (7T1|1 — 7T1|2)
my(1=mq)1) | wyp(l—mq)0)
$ n+ T m+
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es aproximadamente N(0, 1). Por lo tanto haciendo un plug—in para estimar la
varianza podemos obtener un intervalo asintétitco para 0 de nivel 1 — o como

,01\1(1 - .01\1) I ,01\2(1 - .01\2)
N+ M2+
P1\1(1 - P1\1) n P1\2(1 - P1\2)
Ny no

d + Za/z

P11 — P12 + Zoy )2

Riesgo Relativo

Notemos que que la diferencia entre 41% vy 40.1 % es la misma que entre
1% vy 0.1%. Sin embargo, 1% es diez veces 0.1 %. Este es un problema de
la diferencia de proporciones como medida. Si estamos trabajanos con eventos
poco frecuentes 7y y 7o seran muy pequenas y 0 sera cercano a 0, aun
cuando el efecto sea importante, como en el ejemplo anterior.

Esto es frecuente en epidemiologia en donde la prevalencia de ciertas enferme-
dades es muy baja.



M.L.G. Ana M. Bianco FCEyN 2015 107

Esto sugiere la conveniencia de considerar una medida relativa como el riesgo
relativo

o P(Y — 1’X — 1) - 7T11/7T1+
CP(Y=1X=2) /Moy

El riesgo relativo es una medida no negativa y un riego relativo igual a 1 co-
rresponde a independencia.

El EMV de RR es

RR

) n
rr — 11/ 1+

I721//72+

En el ejemplo quedaria:

esto significa que el riesgo de Iinfarto de miocardio en el grupo tratado con
aspirina es aproximadamente la mitad que en grupo que recibid placebo.

Dado que podemos aproximar mediante una normal a su logaritmo suele usarse
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como medida log(RR), que se estima por log(rr) = log py; — log py7 .
Sabemos que

Vv N+ (P1|/ - 7T1|i) = N(O, 7T1\/(1 - 7T1\/)) 1
luego usando el método A obtenemos que

\VALEE (Iog P1|i — |Og 7Tl\/’) £> N (O,

Por la independencia entre las filas, obtenemos que la varianza asintética de
log(rr) es

1 — 1 —
\/(log(l’/’)) ~ ( 7-(1\1) + ( 7T1|2)
Mm+T1n M2 T12

y se puede estimar haciendo un plug—in por

(1- .01\1) 1 (1- P1\2)

N+ P1p Ny P12
1 1 1 1
_|_

V(log(rr)) =~
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Un intervalo de nivel asintético 1 — o para log(RR) es

log(rr) + Za/g\/VUOg(W))

Como log(rr) no existe si algtn p;; = O suele usarse

N+ 1/2) o (nzl + 1/2)
me+1/2) N\, £ 1/2

log(rr) = log (

RR es sélo funcién de P(Y'|X), por lo tanto la inferencia que hagamos so-
bre RR sera la misma para los tres muestreos que hemos considerado. La
comparacion en la otra respuesta da otro riesgo relativo.
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Odds Ratio (Producto Cruzado)

El riesgo relativo es el cociente de dos probabilidades. Podriamos comparar la
probabilidad de si y de no en un mismo estrato. Eso nos lleva a la definicion
de odss o chance. El odds de un suceso A es

P(A)
1 — P(A)

y toma cualquier valor mayor o igual a 0.

odds =

En el giemplo, tenemos que para el grupo tratado el odds estimado resulta

0.0094/(1 — 0.0094) = 0.0094/0.9906 = 0.0095,

mientras que para el grupo placebo el odds estimado es

0.0171/(1 —0.0171) = 0.0171/0.9829 = 0.0174 .

En el grupo que recibido placebo la chance de tener infarto es 0.0174 la de no
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tener infarto, mientras que en el grupo tratado la chance de infarto es 0.0095
la de no tener infarto.

Dicho de otra manera, la chance de tener infarto respecto de la de no tenerlo
en el grupo placebo es aproximadamente el doble que |a obtenida en en el grupo
tratado.

Podriamos comparar los dos odds, por ejemplo considerando su cociente, esto
da origen a

P(Y =1|X = 1)/P(Y = 2|X = 1)
P(Y =1X=2)/P(Y =2|X =2)

6 = odds ratio =
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T11722
g = 11722
T12721
Esta medida es funcion de P(Y'|X), la inferencia es valida para los tres mues-
treos vistos.

El EMV es

~ Mi1Mo
g = ——=

Moy

Las propiedades de 6 son faciles de deducir bajo muestreo multinomial, pero
también son validas con muestreo Poisson o Producto Multinomial en el que
los totales marginales por filas o bien por columnas estan fijos.

Como con el riesgo relativo podemos deducir un intervalo de nivel asintotico
1 — o para log(6)

09(6) £ 242V (log 0)
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donde
1 1 1

. . 1
V(log(f) = —+ —+—+
Nni1 N> No1 22

Notemos ademas que si intercambiamos los roles de X e Y, obtenemos

T11T20
0 =

T12T21

por lo que también puede ser visto como funcién de P(X|Y’), que corresponderia
a tener ny; fyos. El hecho de que los roles de X e Y puedan ser intercambiados
es una propledad interesante, pues puede ser de gran utilidad pues permite usar
estudios restropectivos.
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Estimacion por Intervalos

Podria ser de interés obtener intervalos de confianza para (71, ..., k) 0 para
{mi—m:1<i<j <K}
Recordemos distribucién asintdtica de (2, ..., ®£=L) cuando

K
(ni, ..., ng) ~ M(n, 7, ..., TK) El =1

n.
Como antes llamemos p = (p1, . . ., pk), pi = FI

Vimos que

Vn(p — 1) = Nk(0, A(mr) — mrr’) .
Ya hemos visto que como los ;s estan relacionados, > = A(mw) — wa’ no es
Invertible.

Si como antes definimos p = (p1, ..., px-1) y® = (7, ..., Tk_1)", tenemos
que
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Vn(p — ) 2 Ny 1(0, A(R) — '),

donde A(#t) — &’ si es invertible.

Gold (1963) define la region de confianza de nivel asintético 1 — o

=1 2
RC = {w cIR" i (p-—w)r (p—w)< Xa’“}

n

donde 5 = A(P) — pp'.
Aplicando el método de proyecciones de Scheffé tenemos que:

1 1
~ G\ _ /= [ ch,K—l ’ =12
PeR™ =n_pailPelb+E 'y |

n
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Como caso especial la subfamilia de direcciones (1,0, . . ., 0),..., (0,0,..., 1),...
(—=1,—1,...,—1) da por resultado los intervalos de confianza de nivel asintéti-
CoO para Ty, ..., K

1
pi(1 —pi)\? 1
¢ =p;+ ( ; ) X K-1}7

Quesenberry y Hurst (1964) propusieron intervalos de confianza analogos a los
propuestos por Gold, pero basados en la matriz > (w) = A(W) — ww’ en lugar

de > . De esta forma los intervalos de confianza simultaneos resultan:

JOH — {w c IRK-1 - (pi — wi)? < ch,K—l}
I Wi(]- - W/') N n

De todas formas, ninguna de estas dos soluciones es completamente satisfac-
toria en tanto segun los estudios de Ghosh (1979) las aproximaciones no son
del todo buenas y ademas los |C son conservativos en tanto se comienza con
una elipse y se termina extrayendo un subconjunto finito de proyecciones.
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Esto llevé a Goodman (1965) a considerar intervalos simultaneos basados en el
criterio de Bonferroni. Recordemos que si los eventos E; son tales que P(E;) >
1 -2, 1<, <K, entonces la desigualdad de Bonferronl establece que

K K
PLH EJ-] — 1—PLU E-C]
> 1-— z PlEf| >1— z(a/K)_l—a
J= J=
La cota inferior es bastante fina para valores de o pequenos.

Goodman aplico el criterio de Bonferroni a los eventos

n(p; — 7TJ)2 }
E; = { < xa
’ (1 — 7)) /K

para los cuales P(E;) -+ 1—a/K cuando n — oo, dando lugar a los intervalos

de confianza asintéticos /®M. Estos intervalos tienen la misma forma que los
19" salvo por el percentil x?2 utilizado.
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En general, Goodman demostrd que

long. de GM interval th/m
long. de QH interval X5 K-1

Los Intervalos de Bonferroni son superiores cuando el limite es inferior a 1.
Goodman encontré que es menor que 1 para a < 0,10 y para un amplio rango
de valores de K. Por ejemplo, para a =0.10y K = 10 el limite es 0.67.

2
} en prob.
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El método de Gold de la elipse puede se usado para obtener intervalos de
conflanza silmutaneos para m; — ;.

|_os intervalos resultantes son:

1
v (it b= (pi = p)*)
pi_Pjﬂ:{XéK_l}Q : 4 n : . ,

teniendo en cuenta que:

Var(p; — pj) = Var(p;) +Var(p;) —2Cov(p;, p))
mi(1l — 7)) N (1 — ;) N ST

n n n
T 4+ — (m — m)?
n




