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Nuestro objetivo ser�a estudiar la relai�on entre dos o m�as variables, que podr�an

ser tanto ontinuas omo ateg�orias.

En algunos asos difereniaremos entre variable de respuesta y variables explia-

tivas, mientras que en otros, simplemente, nos interesar�a estudiar la asoiai�on

entre las variables presentes sin haer esta distini�on.

A diferenia de lo que se trata habitualmente en Modelo Lineal, la variable de

respuesta podr�a ser ateg�oria.

Abordaremos tres grandes temas:
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� Tablas de Contingenia

� Modelo Lineal Generalizado

� Modelos Log-lineales

Veremos algunos ejemplos que introduzan estos temas.
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Consideremos el aso en el una muestra de 980 norteamerianos fue lasi�ada

de auerdo on el g�enero y su identi�ai�on pol��tio-partidaria. En esta situai�on

nos interesa estudiar si hay asoiai�on o no entre las variables ateg�ori-

as

G: G�enero

y

C:Identi�ai�on partidaria.

Esta es una tablas de ontingenia bastante senilla.
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C: Identi�ai�on partidaria

G: G�enero Dem�orata Independiente Republiano Total

Femenino 279 73 225 577

Masulino 165 47 191 403

Total 444 120 416 980

Cuadro 1: General Soial Survey, 1991

Para responder a esto, en primera instania, veremos los test de independenia

o de homogeneidad basados en la distribui�on �

2

que fueron introduidos por

Pearson.

Sin embargo, estos tests, omo muhos otros, tienen algunas limitaiones.

Una de ellas es que si bien nos indian uanta evidenia de asoiai�on entre

las variables de inter�es existe, no nos dien nada sobre la naturaleza de esta

relai�on.
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Para omprender m�as profundamente la asoiai�on entre variables nos ayu-

dar�an los modelos log-lineales y los modelos lineales generalizados, siendo estos

�ultimos una generalizai�on del modelo lineal habitual.
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Ejemplo: Datos del Titani

Estos datos tienen omo fuente

http://www.enylopedia-titania.org/

Las variables onsideradas son

Name: Nombre del Pasajero

PClass: Clase del Pasajero

Age: Edad del Pasajero

Sex: G�enero del Pasajero

Survived: Survived=1 el Pasajero sobrevivi�o

Survived=0 el Pasajero no sobrevivi�o
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titani <- read.table(":\\users\\ana\\glm\\titani.txt", header = T)

attah(titani)

names(titani)

"Name" "PClass" "Age" "Sex" "Survived"

length(Age)

[1℄ 1313

table(PClass)

PClass

1st 2nd 3rd

322 280 711

table(Sex)

Sex

female male

462 851

table(Survived)

Survived

0 1

863 450
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table(Survived,PClass)

PClass

Survived 1st 2nd 3rd

0 129 161 573

1 193 119 138

table(Survived,Sex)

Sex

Survived female male

0 154 709

1 308 142

El objetivo es desribir la asoiai�on entre las variables presentes. Por ejemplo,

de estas dos �ultimas tablas podr��amos deir que los pasajeros hombres y los de

terera lase sobrevivieron menos.

Aqu�� onsideramos a Survival omo variable de respuesta y a las dem�as o-

mo preditoras. En este aso, las variables preditoras pueden ser variables

ateg�orias, ordinales o no, o bien uantitativas, ya sea ontinuas o disretas.



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 9

Sex

Survival Female Male

0 154 709

1 308 142

Cuadro 2: Tabla de 2� 2

En forma gen�eria

X

Y 0 1

0 1� �(0) 1� �(1)

1 �(0) �(1)

Cuadro 3: Tabla de 2� 2

En esta situai�on podr��amos intentar modelar la variable de respuesta en funi�on

de las expliativas.
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Reordemos que en el modelo lineal simple habitual, si Y es nuestra variable de

respuesta y x una variable expliativa podemos formular el modelo omo:

E(Y ) = �

0

+ �

1

x (1)

Si, omo en el ejemplo, nuestra variable de respuesta es binomial, entones

E(Y ) = �, por lo tanto la generalizai�on inmediata de (1) ser��a:

E(Y ) = � = �(x) = �

0

+ �

1

x (2)

Sin embargo, (2) no paree ser un modelo adeuado, pues �

0

+ �

1

x podr��a

tomar valores fuera del intervalo (0; 1).

Un problema evidente de este modelo es que la probabilidad � es aotada,

mientras que las x

0

� (en el aso de un vetor de ovariables) pueden tomar

ualquier valor real. Si bien esto podr��a ontrolarse imponiendo ompliadas

restriiones a los oe�ientes, esta solui�on no resulta muy natural.
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Una solui�on senilla es transformar la probabilidad mediante una funi�on que

mapee el intervalo (0; 1) sobre la reta real y luego modelar esta transformai�on

omo una funi�on lineal de las variables independientes.

Una elei�on muy freuente es:

logit(�) = log




�

1� �




= �

o

+ �

1

x

que da origen al modelo de regresi�on log��stia. Otra forma de esribirlo es

�(x) =

e

�

o

+�

1

x

1 + e

�

o

+�

1

x

Esta es s�olo una elei�on posible y veremos m�as adelante porque es una elei�on

razonable.

Un punto a destaar es que en este modelo es natural la heterosedastiidad,

pues V (Y ) = �(1� �), que ser�a funi�on de x .
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El modelo de�nido se onoe omo modelo log��stio, es un aso del modelo

lineal generalizado on respuesta binomial y funi�on de enlae logit.

Si bien los oe�ientes � tienen una interpretai�on similar a la que tienen en

el modelo lineal, debemos tener en uenta que el miembro de la dereha es un

logit y no una media, por lo que deberemos preisar u�al es su signi�ado en

este aso.

Estos temas los desarrollaremos en el ontexto m�as general del modelo lineal

generalizado. Este modelo es una extensi�on que omprende al modelo lineal

que apliamos uando el supuesto de normalidad es razonable y que abara

tambi�en el aso de una respuesta Poisson, Binomial Negativa, Gamma, Expo-

nenial, et.

Una vez estableido el modelo que queremos ajustar deberemos estimar los

par�ametros, hallar intervalos de on�anza para los mismos, evaluar la bondad

del ajuste y es probable que nos interese realizar alg�un test que involure a los

par�ametros. Tambi�en tendremos que evaluar la inuenia de las observaiones

en la determinai�on de los valores estimados.
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En nuestro �ultimo ejemplo onsideramos de nuevo el aso de una tabla de

ontingenia. Supongamos que onsideramos dos variables ateg�orias F y

C. Sean F la variable que identi�amos on las �las y C on las olumnas.

Supongamos nos interesa estudiar la asoiai�on de las variables ateg�orias.

C

F 1 2 . . j . . J

1 . . : : : .

2 . . : : : .

. . . : : : .

i . . �

i j

.

. . . : : : .

I . . : : : .

Cuadro 4: Tabla de distribui�on onjunta

Sabemos que si F y C son independientes, las �

i j

se pueden esribir en t�erminos
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de las marginales omo

�

i j

= �

F

i

�

C

j

:

>Qu�e ourre en el aso general uando no suponemos independenia?

Si pensamos en los valores esperados, m

i j

= n�

i j

tambi�en podremos expresar

a m

i j

usando un modelo multipliativo:

m

i j

= ��

F

i

�

C

j

�

FC

ij

; (3)

donde, omo en ANOVA, los � deber�an satisfaer iertas restriiones.

Si tomamos logaritmo en (3) queda:

logm

i j

= log � + log �

F

i

+ log �

C

j

+ log �

FC

ij

logm

i j

= �+ �

F
i

+ �

C
j

+ �

FC

ij

que resulta un modelo aditivo, al que estamos m�as aostumbrados.
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Este tipo de modelos reibe el nombre de log-lineal. Una diferenia on el mo-

delo lineal habitual es que aqu�� las dos variables tienen un rol sim�etrio.

El investigador deduir�a una asoiai�on entre las variables interpretando los

par�ametros. Esta tarea puede ser m�as ompleja si la antidad de par�ametros

es muy elevada, omo ourre uando aumenta el n�umero de variables en el

problema.
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Tablas de Contingenia

En la primera parte del urso estudiaremos la relai�on entre 2 �o 3 variables

ateg�orias. Introduiremos par�ametros que desriban la asoiai�on entre va-

riables ateg�orias y luego haremos inferenia sobre estos par�ametros.

Sean X e Y dos variables ateg�orias, donde X tiene I niveles e Y tiene J

niveles posibles. Cuando lasi�amos sujetos de auerdo a las dos variables

tenemos IJ ombinaiones posibles.

Las asillas de la tabla representan los IJ resultados posibles. La probabilidad de

que (X; Y ) tome el valor (i ; j) ser�a �

i j

. Cuando las eldas ontienen la freuen-

ia de ada resultado i j tenemos una tabla de ontingenia, t�ermino que

introdujo Pearson en 1904. Tambi�en suele llam�arsela tabla de lasi�ai�on

ruzada. Una tabla de ontingenia on I �las y J olumnas se die una tabla

de I � J.
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Y

X 1 2 . . j . . J

1 . . : : : .

2 . . : : : .

. . . : : : .

. . . : : : .

i . . �

i j

.

. . : : : .

. . . : : : .

I . . : : : .

Cuadro 5: Distribui�on Conjunta

La distribui�on de probabilidad �

i j

es la distribui�on onjunta de X e Y , mientras

que las marginales de ambas variables las obtendremos sumando olumnas y

�las, respetivamente: �

i+

y �

+j

, donde

�

i+

=

J∑
j=1

�

i j

�

+j

=

I∑

i=1

�

i j
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En una tabla de 2� 2 tendr��amos:

Columnas

Filas 1 2 Total

1 �

11

�

12

�

1+

(�

1j1

) (�

2j1

) (1)

2 �

21

�

22

�

2+

(�

1j2

) (�

2j2

) (1)

Total �

+1

�

+2

1

Cuadro 6: Distribui�on 2� 2

En muhos asos una de las variables, digamos Y , es una variable de respuesta

y la otra, X, es una variable expliativa.

En general, es de inter�es estudiar �omo ambia la distribui�on de Y uando

pasamos de un nivel de X a otro.

Dado que un sujeto est�a lasi�ado en la �la i de X, �

j ji

es la probabilidad de

que lasi�que en la olumna j de Y , es deir f�

1ji

; : : : ; �

Jji

g es la probabilidad
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ondiional de Y dado que X = i .

En t�erminos de las probabilidades de�nidas, tenemos que

�

j ji

=

�

i j

�

i+

8 i ; j :

Diremos que X e Y son independientes si

�

i j

= �

i+

�

+j

8 i ; j ;

y uando vale la independenia

�

j ji

=

�

i j

�

i+

=

�

i+

�

+j

�

i+

= �

+j

8 i ; j :
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Supongamos que en n individuos observamos (X; Y ) y volamos esta informa-

i�on en una tabla de ontingenia: n

i j

el n�umero de individuos que tienen X = i

e Y = j , de manera que

n =

I∑

i=1

J∑

j=1

n

i j

:

En el aso muestral la informai�on tambi�en suele disponerse sobre una tabla

omo la que sigue:

Y = 1 Y = 2 � Y = j � Y = J

X = 1 n

11

n

12

n

1J

X = 2 n

21

n

22

n

2J

� � � � � � �

X = i � � � n

i j

� �

� � � � � � �

X = I n

I1

n

I2

n

IJ

Cuadro 7: Tabla de Contingenia Gen�eria de I � J
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Ejemplo de 2� 2

Comenemos por onsiderar un ejemplo de los m�as senillos de tablas de on-

tingenia en el que tenemos dos variables.

C: Cree en la vida postmortem

G:G�enero Si No Total

F 435 147 582

M 375 134 509

Total 810 281 1091

Cuadro 8: General Soial Survey, 1991

En forma gen�eria, tendr��amos
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C

G Si No Total

F n

11

n

12

n

1+

M n

21

n

22

n

2+

Total n

+1

n

+2

n

++

= n

Cuadro 9: Tabla de 2� 2

Podr��a interesarnos testear la hip�otesis de independenia entre las

variables.

Podemos esribir esta hip�otesis omo

H

o

: �

i j

= �

i+

�

+j

8i 8j

Para resolver este problema neesitamos estimar las probabilidades.

Podr��amos estimar las probabilidades bajo el supuesto de independenia y om-

parar los valores observados on los valores esperados bajo independenia. Esto
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se puede realizar mediante un estad��stio, onoido omo �

2

de Pearson, uya

distribui�on asint�otia neesitaremos estudiar.

Podr��amos estimar por m�axima verosimilitud las probabilidades y realizar un test

de oiente de verosimilitud. Para para esto neesitamos asumir una distribui�on

subyaente.

Si ada una de las n observaiones es lasi�ada en forma independiente en

una de las I � J eldas de la tabla on probabilidad �

i j

, entones el vetor

aleatorio que representa el n�umero de individuos lasi�ados en la elda (i ; j),

n, tiene distribui�on multinomial. La freuenias esperadas en ada asilla son

�

i j

= n�

i j

. Para I = J = 2 ser��a

P (n = (n

�

11

; n

�

12

; ; n

�

21

; n

�

22

)) =

n!

n

�

11

! n

�

12

! n

�

21

! n

�

22

!

�

n

�

11

11

�

n

�

12

12

�

n

�

21

21

�

n

�

2

22

:

Maximimizar el log{likelihood en el aso general resulta equivalente a maximizar:
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` =

I∑

i=1

J∑

j=1

n

�

i j

log�

i j

La maximizai�on de ` debe ontemplar que

∑

I
i=1

∑

J
j=1

�

i j

= 1.

Sin embargo, en prinipio esto es v�alido si la distribui�on subyaente es multi-

nomial.

La pregunta aqu�� es �omo llegaron los datos a la tabla.
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Tipos de Muestreo

Dada una tabla de ontingenia hay varios esquemas de muestreo que pueden

onduir a los datos tal omo los hemos observado y que podr��an inuir en el

modelo de probabilidad a utilizar. En este aso tenemos dos fatores F y C

ada uno on dos niveles. En general, tendremos un fator �la on I niveles y

un fator olumna on J niveles que orresponde a una tabla de I � J.

El n�umero total de eldas es N = I� J. Los totales marginales muestrales son

n

i+

=

J∑

j=1

n

i j

total �la

n

+j

=

I∑

i=1

n

i j

total olumna

n

++

= n =

I∑
i=1

J∑

j=1

n

i j

gran total

Usaremos una notai�on similar a la anterior, por ejemplo, p

i j

ser�a propori�on
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muestral de la asilla (i ; j) de�nida por

p

i j

=

n

i j

n

:

Las ondiionales muestrales quedar�an de�nidas an�alogamente, por ejemplo,

p

j ji

=

p

i j

p

i+

=

n

i j

n

i+

8 i ; j :

En el ejemplo anterior asumimos que todos los datos han sido reoletados

muestreando 1091 individuos que fueron lasi�ados de auerdo on el sexo y

la reenia en la vida postmortem. Vemos las dos variables omo respuesta

y nos interesa su distribui�on onjunta.

En los experimentos que responden a este esquema de muestreo, seleionamos

una muestra de n individuos de una poblai�on y registramos los valores (X; Y )

para ada individuo. La distribui�on onjunta del vetor n on omponentes

fn

i j

g es multinomial de par�ametros n y � = f�

i j

g: M(n;�), donde

�

i j

= P (X = i ; Y = j):

En este aso el gran total n es onoido y �jo.
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A vees, se expresa los par�ametros omo medias de las eldas:

�

i j

= E(n

i j

) = n�

i j

:

Este tipo de muestreo se onoe omo muestreo multinomial.

Dado que la distribu�on multinomial apareer�a on freuenia en el an�alisis de

datos ateg�orios, repasaremos algunas de sus propiedades.



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 31

Distribui�on Multinomial

Supongamos que realizamos n ensayos independientes, de manera que ada

ensayo puede resultar en uno de los eventos E

1

; : : : ; E

K

(los E

j

's son mutua-

mente exluyentes y exhaustivos). En ada ensayo, el evento E

j

puede ourrir

on probabilidad �

j

y por lo tanto �

1

+ : : :+ �

K

= 1.

Si llamamos

W

j

= n�umero de vees que el evento E

j

ourre ;

entones

W

1

+ : : :+W

K

= n

y la distribui�on de W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

es multinomial de par�ametros n y

� = (�

1

; : : : ;�

K

)

0

, es deir

W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

)

W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

� M(n;�) :



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 32

De manera que:





P (W

1

= w

1

; : : : ;W

K

= w

K

) =

n!

w

1

! : : : w

K

!

�

w

1

1

: : : �

w

K

n

si

∑

K
i=1

w

i

= n

0 aso ontrario (..)

Como en el aso de la distribui�on binomial, algunas propiedades m�as elemen-

tales de esta distribui�on, omo el �alulo de esperanza o matriz de ovarianza,

se deduen f�ailmente pensando a W omo una suma de vetores de 0's y 1's.

M�as preisamente, podemos esribir

W = Z

1

+ : : :+ Z

n

donde las Z

i

son independientes y ada una es M(1; �

1

; : : : ; �

K

) = M(1;�).

#

Z

0
i

= (0; : : : ; 1 ; : : : ; 0)

j
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Z

i

es un vetor on un 1 en la oordenada j si E

j

ourri�o en el i-�esimo ensayo

y en el resto de las posiiones 0's.

Los elementos de Z

i

son Bernoulli orrelaionadas.

Esperanza y Varianza

Por ejemplo, supongamos que K = 2 y que Z � M(1; �

1

; �

2

). Los resultados

posibles son son




1
0


 on probabilidad �

1




0
1


 on probabilidad �

2

= 1� �

1

La media de Z = (Z

1

; Z

2

)

0

es

E(Z) =




�

1

�

2
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El segundo momento de Z es:

E(ZZ

0

) = E




z

2

1

z

1

z

2

z

1

z

2

z

2

2




=




�

1

0

0 �

2




Por lo tanto, la matriz de ovarianza de Y es:

�

Z

= E(ZZ

0

)� E(Z)E(Z

0

)

=




�

1

0

0 �

2




�




�

1

�

2


 (�

1

; �

2

)
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=




�

1

(1� �

1

) ��

1

�

2

��

1

�

2

�

2

(1� �

2

)




Vamos a demostrar que si hay K resultados posibles y Z � M(1; �

1

; : : : ; �

K

)

E(Z) = � = (�

1

; : : : ; �

K

)

0

�

Z

= �(�)� ��

0

Probaremos que si �

j

6= 0; 8j

rg(�

Z

) = K � 1 :

Luego, si W � M(n; �

1

; : : : ; �

K

)

E(W) = n�

�

W

= �(n�)� n��

0
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Otras Propiedades

Enumeraremos algunas propiedades de la distribui�on multinomial que nos re-

sultar�an �utiles, algunas ser�an ejeriio de la pr�atia.

1. El espaio param�etrio natural de la distribui�on multinomial es el simplex,

en R

K

de�nido por

S = f� : �

j

> 0; �

1

+ : : :+ �

K

= 1g:

2. Si W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

), entones

W

j

� Bi(n; �

j

)

Cov(W

i

;W

j

) = �n �

i

�

j

i 6= j ;

es deir las W

i

est�an negativamente orrelaionadas.

3. Si W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

), entones

W

�

= (W

1

+W

2

;W

3

; : : : ;W

K

)

0

� M(n; �

1

+ �

2

; �

3

; : : : ; �

K

)
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Es deir, si se olapsa una multinomial sumando eldas la distribui�on sigue

siendo multinomial.

4. Sea W = (W

1

; : : : ;W

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

). Consideremos la distribu-

i�on ondiional de

Wj

W

1

+W

2

= z

W

3

+ : : :+W

K

= n � z

Los vetores (W

1

;W

2

)

0

y (W

3

; : : : ;W

K

)

0

son ondiionalmente indepen-

dientes y multinomiales:

(W

1

;W

2

)

0

� M(z;

�

1

�

1

+ �

2

;

�

2

�

1

+ �

2

)

(W

3

; : : : ;W

K

)

0

� M(n � z;

�

3

�

3

+ : : :+ �

K

; : : : ;

�

K

�

3

+ : : :+ �

K

)

5. Si W

1

; : : : ;W

K

son variables independientes tales que W

j

� P(�

j

), enton-

es
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(W

1

; : : : ;W

K

)

0

j

∑

K
j=1

W

j

=n

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

)

donde

�

j

=

�

j

�

1

+ : : :+ �

K

Por lo tanto, la distribui�on de W

1

; : : : ;W

K

puede ser fatorizada en el

produto de

n =

K∑

j=1

W

j

� P(

K∑

j=1

�

j

)

y

(W

1

; : : : ;W

K

)

0

j

n=n

�

� M(n

�

; �

1

; : : : ; �

K

)

Esto ser�a espeialmente �util a la hora de alular la funi�on de verosimilitud

bajo iertas ondiiones.
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En nuestro ejemplo hemos hablado de la funi�on de verosimilitud, reordemos

algunas propiedades.

Propiedades de los Estimadores de M�axima Verosimilitud

Reordemos que si la variable aleatoria Y tiene funi�on de densidad (f.d.)o pro-

babilidad puntual (f.p.p.)f (y ; �), la verosimiltud L(�; y) es simplemente f (y ; �)

mirada omo funi�on de � on y �jo.

La funi�on de probabilidad puntual o densidad es de�nida sobre el soporte

y 2 Y, mientras que la verosimilitud es de�nida sobre un espaio param�etrio

�.

En muhos asos es onveniente trabajar on el logaritmo de la verosimilitud

(log-likelihood)

l(�; y) = logL(�; y) :

En general, tendremos una muestra aleatoria Y

1

; : : : ; Y

n

on f.d. o f.p.p. f (y ; �),

de manera que la verosimilitud ser�a:
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L(�) =

n∏

i=1

f (y

i

; �)

y la log-versosimilitud

l(�) = logL(�) =

n∑

i=1

log f (y

i

; �) :

Una propiedad �util de los EMV es la de invariania que die que si g es una

funi�on on inversa g

�1

, de manera que � = g(�) implia que � = g

�1

(�),

entones el EMV de �,

̂

�, se alula omo

̂

� = g(

̂

�) ;

siendo

̂

� el EMV de �.

Como ya sabemos, podemos maximizar L(�) o bien maximizar l(�). En pro-

blemas regulares, el EMV puede hallarse igualando a 0 las derivadas pimeras de

l(�) respeto de �.

La derivada primera de l(�) respeto de � se llama sore. En el aso univariado

tenemos:
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l

0

(�) =

n∑

i=1

u

i

(�) ;

donde

u

i

(�) =

�

��

log f (y

i

; �) :

Si tenemos q par�ametros, � = (�

1

; : : : ; �

q

)

0

, el vetor de sores es

l

0

(�) =




�l

��

1

�l

��

2

:
:

�l

��

q




=




∑

n
i=1

�

��

1

log f (y

i

; �)

∑

n
i=1

�

��

2

log f (y

i

; �)

:
:

∑

n
i=1

�

��

q

log f (y

i

; �)




Una propiedad bien onoida del sore es que su esperanza es nula:



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 42

E (l

0

(�)) j

�=�

0

=

∫

l

0

((�

0

))f (y ; �

0

)dy =

∫

f

0

(y ; �

0

)

f (y ; �

0

)

f (y ; �

0

)dy = 0

La varianza de los sore es onoida omo la informai�on de Fisher. En el

aso univariado, la informai�on de Fisher es:

i(�) = V (u(�)) = V (l

0

(�)) = E

[

(l

0

(�))

2

]

Reordemos que

i(�) = E(�l

00

(�)) = �E




�

2

��

2

log f (y ; �)




En el aso multivariado, tendremos I(�) es una matriz de q � q tal que:

fI(�)g

i j

= �E




�

2

��

i

��

j

log f (y ; �)
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En Estad��stia se prob�o que, bajo ondiiones de regularidad, los EMV son

asint�otiamente normales, de manera que

p

n(

̂

� � �)

D

�! N(0; I

�1

(�))

>C�omo ser��a en el aso general de una multinomial ualquiera?

Para simpli�ar la notai�on, indiaremos fn

1

; : : : ; n

K

g las observaiones de

ada asilla, on n =

∑

K
i=1

n

i

y siendo f�

1

; : : : ; �

K

g las probabilidades de ada

elda.

Luego, la funi�on de verosimilitud ser�a:

L = L(�

1

; : : : ; �

K

) =

n!

K∏

i=1

n

i

!

K∏
i=1

�

n

i

i

donde

K∑

i=1

�

i

= 1 :

Como el ln es una funi�on estritamente reiente, hallar el m�aximo de L

equivale a hallar el m�aximo de
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l = lnL = ln




n!

K∏

i=1

n

i

!




+

K∑

i=1

n

i

ln�

i

donde

K∑

i=1

�

i

= 1 :

Como

∑

K
i=1

�

i

= 1, entones �

K

= 1 �

∑

K�1

i=1

�

i

y n!=

K∏

i=1

n

i

! es onstante,

busamos el m�aximo de

l = lnL = te +

K�1∑

i=1

n

i

ln�

i

+ n

K

ln(1�

K�1∑

i=1

�

i

) :

Para busar los puntos r��tios planteamos:

�l

��

i

=

n

i

�

i

�

n

K

1�

K�1∑
i=1

�

i

=

n

i

�

i

�

n

K

�

K

= 0

Esta igualdad es ierta 8i = 1; : : : ; K (para K se umple trivialmente).
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Luego,

n

i

n

K

=

�

i

�

K

)

n

n

K

=

1

�

K

)

̂

�

K

=

n

K

n

)

̂

�

i

=

n

i

̂

�

K

n

K

=

n

i

n

Por lo tanto, tal omo es de esperar

̂

�

i

=

n

i

n

= p

i

i = 1; : : : ; K
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Tambi�en podr��amos usar multipliadores de Lagrange. En ese aso, onside-

rar��amos

� = ln




n!

K∏

i=1

n

i

!




+

K∑

i=1

n

i

ln�

i

+ �(1�

K∑

i=1

�

i

) :

Para busar los puntos r��tios planteamos:

��

��

i

=

n

i

�

i

� � = 0 i = 1; : : : ; K

��

��

= 1�

K∑

i=1

�

i

= 0

Por lo tanto,

��

i

= n

i

) �

K∑

i=1

�

i

= n ) � = n ;

luego,

̂

�

i

=

n

i

n

= p

i

i = 1; : : : ; K
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Muestreo Poisson

Otra posibilidad es que los datos de la tabla sean realizaiones independientes

de v.a. on distribui�on Poison.

Un proeso que sustentar��a este modelo es aquel en que ada elda los indi-

viduos llegan aleatoriamente al lugar donde se los lasi�a. En este aso n no

est�a pre�jado y todos los valores de la tabla son aleatorios.

En el muestreo de Poisson tenemos que

n

i j

� P(�

i j

) i = 1; : : : ; I

j = 1; : : : ; J

independientes. En este esquema el gran total n

++

no est�a �jo, sino que es

aleatorio.

Ejemplo:

Supongamos que se realiza en un ontrol de veloidad durante una hora. Para

ello se uenta on un radar que registra la veloidad de ada auto que pasa por
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el puesto de observai�on. Supongamos que de ada auto que pasa se registra

la veloidad y la mara del auto. As�� se obtienen

X = mara del auto (1 = Ford, 2 = Fiat, 3 = Chevrolet, 4 = Otros)

Y = si el auto exede el l��mite de veloidad (1 = Si, 0 = No):

Es laro que, bajo independenia, n � P(�

++

).

Si tenemos un muestreo de Poisson, la distribui�on de los n

i j

ondiional a que

n est�a �jo en un valor, digamos m, ya no es m�as Poisson, m�as a�un ya no son

m�as independientes.

La distribui�on ondiional de los n

i j

dado que n = m es multinomial. Para

simpli�ar la notai�on olvidaremos el doble sub��ndie, indiaremos fn

1

; : : : ; n

K

g,

entones si

∑

K
i=1

n

i

= m

P (n

1

= m

1

; : : : ; n

K

= m

K

j

K∑

i=1

n

i

= m)
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=

P

(

n

1

= m

1

; : : : ; n

K

= m

K

\

∑

K
i=1

n

i

= m

)

P (n = m)

=

K∏

i=1

e

��

i

�

m

i

i

m

i

!

m!

e

�

K∑

i=1

�

i





K∑

i=1

�

i





m

=





K∏

i=1

�

m

i

i





m!

K∏

i=1

m

i

!

1





K∑

i=1

�

i





m

=

m!

K∏

i=1

m

i

!

K∏

i=1

�

m

i

i

donde �

i

=

�

i

∑

K
j=1

�

j

o volviendo a la notai�on original:

�

i j

=

�

i j

�

++
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Entones:

(n

1

; : : : ; n

K

)j

n=m

� M(m;�

1

; : : : ; �

k

) :

Esto nos servir�a a la hora de plantear la verosimilitud uando deseemos estimar.

En efeto, podemos fatorizar la verosimilitud omo el produto del likelihood de

la Poisson n (n � P(�

++

)) y el likelihood de una multinomial orrespondiente

a fn

i j

g dado n, on par�ametros

�

i j

=

�

i j

�

++

El total n no da informai�on aera de las �

i j

.

Es interesante observar, que desde el punto de vista de la verosimilitud, la

inferenia sobre � es la misma si n es onsiderado �jo o aleatorio.
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Muestreo Multinomial Independiente

Volviendo al ejemplo de reenia en la vida postmortem vs. g�enero, otra

alternativa podr��a ser en realidad se haya tomado una muestra de 582 mujeres

y otra muestra independiente de 509 hombres a los que se lasi��o seg�un

su reenia. En este aso nos entramos en la distribui�on ondiional de la

reenia dado ada nivel de g�enero.

En este esquema los totales por �la est�an �jos y tenemos n

1

(n

1+

) individuos

de g�enero femenino y n

2

(n

2+

) individuos de g�enero masulino.

Si �

i

es la probabilidad de que el individuo rea en la vida postmortem para el

nivel i de g�enero tendremos:

�

i

= P (C = 1jG = i) =

�

i1

�

i+

Las variables de inter�es ser�an: Y

i1

� Bi(n

i

; �

i

); i = 1; 2, que uentan el

n�umero de individuos que s�� reen en ada g�enero.

La distribui�on onjunta de (Y

11

; Y

21

) es
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P ((Y

11

; Y

21

) = (y

11

; y

21

)) =

n

1

!

y

11

!y

12

!

�

y

11

1

(1� �

1

)

y

12

n

2

!

y

21

!y

22

!

�

y

21

2

(1� �

2

)

y

22

La hip�otesis de inter�es es la de homogeneidad, es deir que la probabilidad

de reenia es la misma en ambos g�enero:

H

0

: �

1

= �

2

Notemos que bajo independenia �

i j

= �

i+

�

+j

, entones la probabilidad on-

diional

�

j ji

=

�

i j

�

i+

= �

+j

es deir no depende de la �la i , on lo ual homogeneidad e independenia son

equivalentes.

Supongamos que deidimos de antemano que vamos a muestrear n

i+

individuos

on X = i (i = 1; : : : ; I) y que para ada uno de ellos registramos el valor de

Y .
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En este esquema ada �la de tabla (n

i1

; n

i1

; : : : ; n

iJ

)

0

es multinomial on pro-

babilidades

�

j ji

=

�

i j

�

i+

y las �las son muestreadas en forma independiente.

Este tipo de muestreo es razonable de apliar uando los datos provienen de un

muestreo aleatorio estrati�ado (estratos de�nidos por X) o en un experimento

en el X =grupo de tratamiento.

Tambi�en es adeuado uando no tenemos totales por �las �jos, pero estamos

interesados en P (Y jX) y no en P (X), lo que orresponde a que Y es el

resultado de inter�es y no deseamos modelar a X.

Por lo que vimos, en estos tres tipos de muestreo el n�uleo de la verosimilitud

es el mismo.

La importania de estos resultados es que el an�alisis que hagamos es indepen-

diente del esquema de muestreo y depende de los par�ametros de inter�es.
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Estimai�on y Tests de Bondad de Ajuste

Supongamos que tenemos un muestreo multinomial y obtenemos la tabla

(X; Y ) en n individuos.

Y = 1 Y = 2 Y = J

X = 1 n

11

n

12

n

1J

X = 2 n

21

n

22

n

2J

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

X = I n

I1

n

I2

n

IJ

Cuadro 10: Tabla de I � J

Sea n

i j

el n�umero de individuos que tienen P (X = i ; Y = j), de manera que

n =

I∑

i=1

J∑

j=1

n

i j
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Por lo que ya vimos, los estimadores de m�axima verosimilitud de �

i j

son

̂

�

i j

=

n

i j

n

8i ; j :

Si las dos variables ateg�orias fueran independientes, tendr��amos

�

i j

= �

i+

�

+j

8i ; j ;

luego por la propiedad de invariania de los estimadores de m�axima verosimilitud,

bajo independenia el estimador de m�axima verosimilitud de �

i j

ser��a:

̂

�

i j

=

̂

�

i+

̂

�

+j

=

n

i+

n

+j

n

2

8i ; j :

Dado que n

i j

� Bi(n; �

i j

),
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m

i j

= E(n

i j

) = n�

i j

:

Bajo el supuesto de independenia, el EMV es

̂

m

i j

= n

̂

�

i j

=

n

i+

n

+j

n

Estos estimadores tienen la propiedad de tener las mismas marginales que la

tabla:

̂

m

i+

=

J∑

j=1

n

i+

n

+j

n

= n

i+

̂

m

+j

=

I∑

i=1

n

i+

n

+j

n

= n

+j
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Test de Bondad de Ajuste

Pearson (1900) present�o un test que sirve para evaluar si una distribui�on

multinomial tiene iertas probabilidades �

i j0

propuestas.

Por ejemplo, onsideremos el aso de las leyes de herenia de la teor��a de

Mendel. Mendel ruz�o arvejas de epa amarilla on arvejas de epa verde puras

y predijo que la segunda generai�on de h��bridos ser��an un 75% amarillas y un

25% verdes, siendo las amarillas las de ar�ater dominante.

En un experimento de n = 8023 semillas, resultaron n

1

= 6022 amarillas y

n

2

= 2001 verdes. Las proporiones esperadas eran �

1

= 0.75 y �

2

= 0.25,

por lo tanto m

1

= 6017.25 y m

2

= 2005.75. La pregunta es: >se veri�an las

leyes de Mendel en este aso?
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Como antes, vetorizaremos la tabla notando fn

1

; : : : ; n

K

g a las asillas y

f�

1

; : : : ; �

K

g las probabilidades orrespondiente y n =

K∑

i=1

n

i

.

Supongamos que las hip�otesis a testear son

H

0

: �

i

= �

i0

;

K∑

j=1

�

i0

=

K∑

j=1

�

i

= 1 H

1

: 9i : �

i

6= �

i0

Pearson propuso el siguiente estad��stio:

�

2

=

K∑

j=1

(n

i

�m

i0

)

2

m

i0

donde m

i0

= n�

i0

La idea intuitiva es que omparamos el valor observado (n

i

) on el valor

esperado (m

i0

) bajo H

0

, suele deirse :

(observado � esperado)

2

esperado

:

Intuitivamente rehazaremos H

0

uando esto sea muy grande. >Cu�an grande?
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El argumento heur��stio que dio Pearson es el siguiente: si n

1

; : : : ; n

K

fueran v.a.

independientes tales que n

i

� P(m

i

), bajo iertas ondiiones de regularidad

n

i

�m

i

p

m

i

aprox:

� N(0; 1)

entones

K∑

i=1




n

i

�m

i

p

m

i




2

aprox:

� �

2
K

Si adem�as agreg�asemos la restrii�on

K∑

i=1

n

i

= n, ser��a natural perder un grado

de libertad y que la distribui�on asint�otia del estad��stio resultase �

2
K�1

.Por

todo esto, la regla de deisi�on ser��a

Rehazamos H

0

si �

2

> �

2
K�1;�

En el aso en que N = 2, el estad��stio queda
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n

(

̂

p � �

0

)

2

�

0

+ n

(

̂

p � �

0

)

2

1� �

0

= n

(

̂

p � �

0

)

2

�

0

(1� �

0

)

=




̂

p � �

0

√

�

0

(1� �

0

)=n




2

que es el uadrado del test habitual para testear

H

0

: � = �

0

H

1

: � 6= �

0

que tiene distribui�on asint�otia normal y en onseuenia, su uadrado lo

omparar��amos on una �

2
1

.

Veamos la justi�ai�on te�oria de este test. Comenzaremos por presentar al-

gunos resultados te�orios.
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Proposii�on 1:

Sean X

n

= (X

1n

; : : : ; X

Kn

)

0

una suesi�on de v.a. y � = (�

1

; : : : ; �

K

)

0

2 <

K

.

Si 8� 2 <

K

�

0

X

n

= �

1

X

1n

+ : : :+ �

K

X

Kn

D

�! �

1

X

1

+ : : :+ �

K

X

K

;

donde X = (X

1

; : : : ; X

K

)

0

� F , entones la distribui�on l��mite de X

n

=

(X

1n

; : : : ; X

Kn

)

0

existe y es F .
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Teorema Central del L��mite Multivariado (TCLM)

Sea U

n

= (U

1n

; : : : ; U

Kn

)

0

una suesi�on de vetores aleatorios independientes

tales que E(U

n

) = � y �

U

n

= �, n = 1; 2; : : :

Si

�

U

n

= (

�

U

1n

; : : : ;

�

U

Kn

)

0

es el vetor de promedios, donde para ada 1 � i � K

�

U

in

=

1

n

n∑

j=1

U

i j

, entones

p

n(

�

U

n

� �)

D

�! N

K

(0;�) :

Seg�un la Proposii�on 1 debemos estudiar la distribui�on de �

0

�

U

n

.

�

0

�

U

n

= �

1

�

U

1n

+ : : :+ �

K

�

U

Kn

= �

1

n∑
j=1

U

1j

n

+ : : :+ �

K

n∑

j=1

U

Kj

n
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=

1

n

n∑

j=1

�

0

U

j

=

1

n

n∑

j=1

W

j

=

�

W

n

donde E(W

i

) = �

0

�, V ar(W

i

) = �

0

��.

Por el TCL univariado, tenemos que

p

n(

�

W

n

� �

0

�)

D

�! N

K

(0;�

0

��) ;

es deir,

p

n(�

0

�

U

n

� �

0

�)

D

�! N

K

(0;�

0

��) ;

que orresponde a la distribui�on de �

0

U, on U � N

K

(0;�)
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por lo que

p

n(

�

U

n

� �)

D

�! N

K

(0;�) :

Proposii�on 2:

Si Z

n

D

�! Z y g es una funi�on ontinua, entones

g(Z

n

)

D

�! g(Z) :

En IR sabemos que si

p

n(X

n

� �)

D

�! N(0; �

2

) ;

entones bajo ondiiones de suavidad de la funi�on g,

p

n(g(X

n

)� g(�))

D

�! N(0; �

2

(g

0

(�))

2

)

El siguiente lema, onoido omo M�etodo �, generaliza este resultado para

una funi�on de vetor aleatorio.
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Lema 2: M�etodo � una funi�on de vetor aleatorio.

Supongamos que T

n

= (T

1n

; : : : ; T

Kn

) es una suesi�on de vetores aleatorios

tal que

p

n((T

1n

; : : : ; T

Kn

)� (�

1

; : : : ; �

K

))

D

�! N(0;�)

Sea g una funi�on tal que g : IR

K

�! IR difereniable. Luego, si

� = (�

i

) =

�g

�t

i

j

t=�

6= 0 ;

entones

p

n(g(T

1n

; : : : ; T

Kn

)� g(�

1

; : : : ; �

K

))

D

�! N(0; �

0

��)

An�alogamente, si en lugar de un ampo esalar tenemos un ampo vetorial,

es deir g : IR

K

�! IR

q

, donde ada omponente g

i

es difereniable omo en

el lema anterior, obtenemos
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p

n(g(T

1n

; : : : ; T

Kn

)� g(�

1

; : : : ; �

K

))

D

�! N

q

(0;G�G

0

)

donde

G

i j

=

�g

i

�t

j

j

t=�

:

Ahora estudiaremos la distribui�on asint�otia de (

n

1

n

; : : : ;

n

K�1

n

) uando

(n

1

; : : : ; n

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

)

K∑
i=1

�

i

= 1:

Llamemos p = (p

1

; : : : ; p

K

)

0

, p

i

=

n

i

n

:

Consideremos el vetor Y

i

� M(1; �

1

; : : : ; �

K

) que ya de�nimos on todas

sus omponentes iguales a 0 y un �unio 1 en la oordenada j-�esima si en la

i-�esima observai�on ourri�o la ategor��a j :

#

Y

i

= (0; : : : ; 1 ; : : : ; 0)

0

1 � i � n

j
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Reordemos que si Y

i

� M(1; �

1

; : : : ; �

K

)

E(Y

i

) = �

�

Y

i

= �(�)� ��

0

Podemos esribir al vetor p en t�erminos de los Y

i

:

p =

1

n

n∑

i=1

Y

i

= (

�

Y

1

; : : : ;

�

Y

K

)

entones por el T.C.L multivariado sabemos que

p

n(p� �)

D

�! N

K

(0;�(�)� ��

0

) :

Ya hemos visto que omo los �

i

's est�an relaionados, � = �(�)� ��

0

no es

invertible.

De�namos ~p = (p

1

; : : : ; p

K�1

)

0

y ~� = (�

1

; : : : ; �

K�1

)

0

.

Notemos que ~p = Tp, siendo T es una transformai�on lineal, tenemos que
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p

n(~p� ~�)

D

�! N

K�1

(0;�(~�)� ~�~�

0

) ;

donde �(~�)� ~�~�

0

s�� es invertible.

Esto quiere deir que bajo H

0

, si

~

�

0

= �(~�

0

)� ~�

0

~�

0
0

, entones

p

n(~p� ~�

0

)

D

�! N

K�1

(0;

~

�

0

) :

Por lo tanto, omo x

0

D

�1

x es una funi�on ontinua de x por la Proposii�on 2

tenemos que

n(~p� ~�

0
0

)

~

�

�1

0

(~p� ~�

0

)

D

�! �

2
K�1

Calulando efetivamente la forma uadr�atia que estamos onsiderando, ve-

remos que

n(~p� ~�

0
0

)

~

�

�1

0

(~p� ~�

0

) = n

K∑

j=1

(p

i

� �

i0

)

2

�

i0
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Ejemplo: Leyes de Mendel

El test de Pearson fue usado para testear las leyes de herenia de la teor��a de

Mendel. Mendel ruz�o arvejas de epa amarilla on arvejas de epa verde puras

y predijo que la segunda generai�on de h��bridos ser��an un 75% amarillas y un

25% verdes, siendo las amarillas las de ar�ater dominante.

En un experimento de n = 8023 semillas, resultaron n

1

= 6022 amarillas y

n

2

= 2001 verdes. Las freuenias relativas esperadas eran �

1

= 0.75 y �

2

= 0.25,

por lo tanto m

1

= 6017.25 y m

2

= 2005.75.

Luego, si queremos testear la hip�otesis nula

H

0

: �

1

= 0.75; �

2

= 0.25

el estad��stio �

2

es:

�

2

=

(n

1

� 6017.25)

2

6017.25

+

(n

2

� 2005.75)

2

2005.75

= 0.015

on un p-valor=0.88, lo que no ontradie la teor��a de Mendel.
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Otro ejemplo

Los onsultores para estudiantes de un entro de �omputos se enuentran

on preguntas aera de programas esritos en FORTRAN(1), en BASIC(2),

PASCAL(3) y ADA(4). Los onsultores han sido ontratados bas�andose en

el supuesto de que el 40% de todas las preguntas se re�eren a programas

FORTRAN, 25% a Basi, 25% a Pasal y 10% a ADA. Durante el primer

mes se registran las onsultas realizadas y se observa que las mismas fueron las

dadas en la siguiente tabla. >Sostienen los datos el supuesto realizado al 5%?

FORTRAN BASIC PASCAL ADA TOTAL

Observ. 52 38 21 9 120

Sea � = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

):

H

o

: � = (0.4; 0.25; 0.25; 0.1) vs. H

1

: � 6= (0.4; 0.25; 0.25; 0.1)
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A mano podr��amos haer:

Calulo los m_i:

> 120*0.40

48

> 120*0.25

30

> 120*0.10

12

Caulo el estad��stio de Pearson:

> pearson=((52-48)**2/48)+((38-30)**2/30)+((21-30)**2/30)+((9-12)**2/12)

> pearson

5.916667

Calulo el p-valor:

> 1-phisq(5.916667,3)

0.1157357

O bien usar el hisq.test

> obs=(52,38,21,9)

> null.probs <- (0.40,0.25,0.25,0.10)

> hisq.test(obs, p=null.probs)

Chi-squared test for given probabilities

data: obs

X-squared = 5.9167, df = 3, p-value = 0.1157
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Cuando � puede yaer en ualquier lugar de S deimos que el modelo es

saturado. Este modelo tiene K � 1 par�ametros. Sin embargo, on freuenia

suponemos que � yae en un subonjunto de menor dimensi�on de S.

Por jemplo, los elementos de � podr��an estar determinados por q � K �

1 par�ametros desonoidos � = (�

1

; : : : ; �

q

)

0

, omo muestran los siguientes

ejemplos.

Test de Independenia

Independenia en una tabla de 2� 2

Supongamos que X = (X

11

; X

12

; X

21

; X

22

)

0

es el vetor de freuenias de una

tabla de 2� 2.

Luego, X

i j

es el n�umero de individuos para los uales (A = i ; B = j). Si A y

B no est�an relaionados, entones en todas las asillas valdr�a:
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B = 1 B = 2

A = 1 X

11

X

12

�

A = 2 X

21

X

22

1� �

� 1� �

Cuadro 11:

�

i j

= P (A = i ; B = j) = P (A = i)P (B = j)

Llamemos � = P (A = i) y � = P (B = j), luego

� =




�

11

�

12

�

21

�

22




=




��

�(1� �)

(1� �)�

(1� �)(1� �)




Este es un modelo restringido que depende del par�ametro

� = (�; �)

0

;
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donde 0 � � � 1; 0 � � � 1.

Para hallar los estimadores de m�axima verosimilitud de � y � tenemos que

maximizar:

L = L(X

11

; X

12

; X

21

; X

22

; �; �) =

=

n!

X

11

!X

12

!X

21

!X

22

!

(��)

X

11

(�(1� �))

X

12

((1� �)�)

X

21

((1� �)(1� �))

X

22

Despu�es de tomar logaritmo, obtenemos:

l = ln(L) = te + X

11

ln(��) + X

12

ln(�(1� �))

+ X

21

ln((1� �)�) + X

22

ln((1� �)(1� �))



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 75

Despu�es de derivar e igualar a 0, queda:

(1) :

�l

��

=

X

11

+ X

12

�

�

X

21

+X

22

1� �

= 0

(2) :

�l

��

=

X

11

+ X

21

�

�

X

12

+X

22

1� �

= 0

por lo tanto

̂

� =

X

11

+X

12

n

:

̂

� =

X

11

+X

21

n

:

En el aso general, es deir en las tablas de ontingenia de I�J on muestreo

multinomial puede ser de inter�es testear la hip�otesis de independenia, es deir:
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H

0

: �

i j

= �

i+

�

+j

8i ; j

es deir, la hip�otesis nula depende de iertos par�ametros.

Por esto si bien para testear esta hip�otesis usaremos un test de tipo Pearson,

antes ser�a neesario estudiar la distribui�on asint�otia de diho estad��stio bajo

estas ondiiones.

Otro ejemplo es el de las tablas sim�etrias.

Ejemplo: Tabla de 2� 2 on simetr��a

Consideremos X = (X

11

; X

12

; X

21

; X

22

)

0

omo en el ejemplo anterior, pero

supongamos) que ahora A y B representan dos arater��stias medidas en dos

oportunidades distintas. Por ejemplo, A podr��a ser la respuesta a

A : >Apoya usted la gesti�on de gobierno?

medida en el mes de enero (1=Si, 0=No) y B la misma pregunta heha tres



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 77

meses despu�es.

Abril

Enero 1 0

1 �

11

�

12

0 �

21

�

22

Cuadro 12: Ejemplo Simetr��a

En este tipo de esquema el inter�es del investigador es detetar un ambio en

el tiempo. Si no hubiera ning�un ambio, la probabilidad de \Si en enero"

P (A = 1) = �

11

+ �

12

ser��a igual a la probabilidad de \Si"tres meses despu�es

P (B = 1) = �

11

+ �

21

:

Observemos P (A = 1) = P (B = 1) si y s�olo si �

12

= �

21

, que se onoe

omo la ondii�on de simetr��a. Bajo simetr��a, � = �(�) podr��a expresarse

omo:
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� =




�

11

�

12

�

21

�

22




=




�

�
�

1� �� 2�




;

on � = (�; �)

0

.

Ser�a un ejeriio de la pr�atia probar que los EMV bajo este modelo son:

̂

� =

X

11

n

:

̂

� =

X

12

+X

21

2n

:
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En algunos asos m�as ompliados, los estimadoresde m�axima verosimilitud no

tiene una expresi�on errada y deben ser omputados a trav�es de un m�etodo

iterativo, por ejemplo Newton{Raphson.

Aun uando el m�etodo para alular

̂

� va a ambiar de modelo en modelo,

bajo ondiiones de regularidad estos estimadores tendr�an algunas propiedades

omunes.

En los problemas regulares,

̂

� es solui�on de las euaiones en sores

�l(�(�);X)

��

j

= 0 ; j = 1; : : : ; q : (4)

y

̂

� es una funi�on suave de las proporiones muestrales X=n.
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Supongamos que las probabilidades de las asillas son �

1

(�); : : : ; �

K

(�) que

involuran a q par�ametros � = (�

1

; : : : ; �

q

)

0

y que:

a) �

0

, el verdadero valor del par�ametro, es un punto interior del espaio

param�etrio.

b) �

i

(�

0

) > 0 8i .

) Cada �(�) admite derivadas pariales ontinuas de 1

er

orden en un

entorno de �

0

.

d) La matrizM = f

��

r

(�)

��

s

g de K�q evaluada en �

0

tiene rango q, donde

q � K � 1.

Notemos que M es 


��

1

��

1

��

1

��

2

� � �

��

1

��

q

��

2

��

1

��

2

��

2

� � �

��

2

��

q

.
.
.

.
.
.

.

.

.

��

K

��

1

��

K

��

2

� � �

��

K

��

q
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El requerimiento de que el jaobiano M = f

��

r

(�)

��

s

g tenga rango ompleto

asegura que el problema es identi�able. Por ejemplo, esto se violar��a si diferen-

tes � dan lugar a iguales vetores �(�). En este aso, � no podria ser estimado

onsistentemente a partir de la muestra X y ser��a neesaria informai�on adiio-

nal.

Bajo la ondii�on fuerte de identi�abilidad y ontinuidad de las funiones �

i

(�),

se puede demostrar que el EMV de � existe y que onverge a �

0

on probabilidad

1.

Un resultado importante bajo estas ondiiones de regularidad el EMV

̂

� es

asint�otiamente normal, es deir

p

n(

̂

� � �

0

)

D

�! N

q

(0; (A

0

A)

�1

)

donde
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A = �(�(�

0

))

�1=2




��

��




�=�

0

:

En la pr�atia, este resultado es importante ya que a partir de �el se pueden

deduir intervalos de on�anza y tests de hip�otesis para las omponentes de �

o funiones de ellas si se reemplaza a A por

̂

A = �(

̂

�)

�1=2




��

�

̂

�




:

Apliando todos los resultados anteriores obtenemos que:

p

n(�(

̂

�)� �(�

0

))

D

�! N(0;

��(�

0

)

��

(A

0

A)

�1

��(�

0

)

��

0

)

La estimai�on de la matriz de ovarianza de �(

̂

�) es

1

n

��(

̂

�)

��

(

̂

A

0

̂

A)

�1

��(

̂

�)

��

0

o bien

1

n

�

̂

�

��

(

̂

A

0

̂

A)

�1

�

̂

�

��

0
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En este punto, abe observar que habr��a dos estimaiones posibles de �. Una,

dada por la relai�on entre ada �

i

y � y otra dada por las proporiones mues-

trales.

Paree razonable omparar estas dos estimaiones on el estad��stio �

2

:

�

2

=

K∑

i=1

(n

i

�

̂

m

i

)

2

̂

m

i

=

K∑

i=1

(n

i

� n

̂

�

i

)

2

n

̂

�

i

:

El estad��stio �

2

puede esribirse omo

�

2

= nkek

2

donde el vetor de residuos e se de�ne omo

e

0

=




p

1

� �

1

(

̂

�)

√

�

1

(

̂
�)

; : : : ;

p

K

� �

K

(

̂

�)

√

�

K

(

̂

�)


 :

Para derivar la distribui�on asint�otia de �

2

se neesita la onjunta de (p;�(

̂

�)).
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Se puede ver que

p

n(

̂

� � �

0

)

(a)

= (A

0

A)

�1

A

0

�(�

�1=2

0

)

p

n(p� �

0

)

(

̂

� � �

0

) =

��(�

0

)

��

(

̂

� � �

0

) + o

p

(n

�1=2

)

Por lo tanto

p

n




p� �

0

̂

� � �

0


 =




I

D




p

n(p� �

0

) + o

p

(1)

de donde

p

n




p� �

0

̂

� � �

0




D

�! N(0;�

�

)

donde

�

�

=




�(�

0

)� �

0

�

0
0

(�(�

0

)� �

0

�

0
0

)D

0

D(�(�

0

)� �

0

�

0

) D(�(�

0

)� �

0

�

0
0

)D

0




Luego, apliando el m�etodo � resulta que

p

n e

D

�! N(0; I� �(�

0

)

1=2

�

0

(�

0

)

1=2

� A(A

0

A)

�1

A

0

)
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Teorema: Sea Y un vetor on distribui�on N(�;�). Una ondii�on neesaria

y su�iente para que (Y��)

0

C(Y��) tenga distribui�on �

2

es que �C�C� =

�C�, donde los grados de libertad ser�an el rango de C� (si � es no singular

la ondii�on se simpli�a a C�C = C). (Rao, 1965, p. 150)

Dado que �

2

=

p

ne

0

p

ne, luego apliaremos el resultado de Rao on � = 0,

C = I, � = I��(�

0

)

1=2

�

0

(�

0

)

1=2

�A(A

0

A)

�1

A

0

). Como � aqu�� es una matriz

idempotente, resulta que su rango oinide on su traza y en onseuenia

�

2

=

p

ne

0

p

ne

D

�! �

2
K�1�q

Ver Rao, Cap��tulo 5e y Agresti, Cap��tulo 14.
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Volviendo al Test de Independenia:

En una tabla de I � J on muestreo multinomial, la hip�otesis nula de indepen-

denia equivale a

H

0

: �

i j

= �

i+

�

+j

8i ; j

Usando el estad��stio de Pearson tendr��amos

I∑

i=1

J∑

j=1

(n

i j

�

̂

m

i j

)

2

̂

m

i j

;

donde

̂

m

i j

= n

i+

n

+j

=n.

Respeto a los grados de libertad, estos est�an determinados por la antidad de

asillas y de par�ametros, que en este aso ser�an

I � J � ((I � 1) + (J � 1))� 1 = (I � 1) � (J � 1) :
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Retomemos el ejemplo en que se lasi�a a los individuos seg�un su Identi-

�ai�on Partidaria y el G�enero. En la siguiente tabla tenemos los valores

observados y en rojo los valores predihos bajo el modelo de independenia

C: Identi�ai�on partidaria

Dem�orata Independiente Republiano Total

S:G�enero

F 279 73 225 577

(261.4) (70.7) (244.9)

M 165 47 191 403

(182.6) (49.3) (171.1)

Total 444 120 416 980

Cuadro 13: Datos de la General Soial Survey, 1991.

El valor del estad��stio test de �

2

es 7.01, on

IJ�1�(I�1)�(J�1) = (I�1)(J�1) = (2�1)(3�1) = 2 grados de libertad .
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El p{valor orrespondiente es 0.03, de manera que a los valores habituales se

rehazar��a la hip�otesis de independenia, indiando que el g�enero y la identi�-

ai�on partidaria estar��an asoiados.
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Otro Ejemplo

Este es otro ejemplo en que las probabilidades dependen de una antidad menor

de par�ametros desonoidos, �.

Una muestra de 156 terneros naidos en Florida fueron lasi�ados de auerdo

a que hayan ontra��do neumon��a dentro de los 60 d��as de haber naido. Los

terneros que ontrajeron neumon��a fueron a su vez lasi�ados seg�un se hayan

infetado o no a los 15 d��as de haberse urado. La Tabla muestra los datos

reoletados:

Segunda Infei�on

Si No

Primera Infei�on

Si 30 63

No 0 63

Cuadro 14: Terneros de Florida

Es laro que los terneros que no tuvieron una primera infei�on no pudieron
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reinfetarse, es por ello que ninguna observai�on puede verse en la asilla 21 y

en onseuenia en la tabla n

21

= 0. Esto es lo que se onoe omo un ero

estrutural. El objetivo en este estudio era testear si la probabilidad de una

primera infei�on era igual que la probabilidad de una segunda infei�on, dado

que el ternero hab��a ontra��do una primera infei�on.

Es deir, la hip�otesis a testear es

H

0

: �

11

+ �

12

=

�

11

�

11

+ �

12

o equivalentemente �

11

= (�

11

+ �

12

)

2

. De manera que si llamamos � =

�

11

+�

12

a la probabilidad de infei�on primaria, el modelo bajo H

0

orresponde

a una trinomial omo muestra la siguiente tabla:

En este aso el likelihood resulta proporional a

(�

2

)

n

11

(�(1� �))

n

12

(1� �)

n

22

;
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Segunda Infei�on

Si No Total

Primera Infei�on

Si �

2

�(1� �) �

No { 1� � 1� �

Cuadro 15: Distribui�on Conjunta

el log{likelihood queda

n

11

log(�

2

) + n

12

log(� � �

2

) + n

22

log(1� �) ;

Derivando e igualando a 0 resulta

̂

� =

2n

11

+ n

12

2n

11

+ 2n

12

+ n

22

En la siguiente tabla se muestran en rojo (2do. rengl�on) los valores esperados

bajo H

0
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Segunda Infei�on

Si No

Primera Infei�on

Si 30 63

(38.1) (39)

No 0 63

({) (78.9)

Cuadro 16:

El estad��stio de Pearson da �

2

=19.7 on un total de (3-1)-1=1 grados de

libertad. Dado que el p{valor es 0.00001 hay una fuerte evidenia ontra H

0

. Si

miramos la tabla enontramos que muhos m�as terneros ontraen una primera

infei�on y no la segunda de lo que el modelo bajo H

0

predie. Con esto los

investigadores onluyeron que la primera infei�on tiene un efeto inmunizador.
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Estad��stio G

2

Otra medida alternativa para la distania entre

̂

� y p muy usada es la deviane

G

2

, que es un estad��stio basado en el oiente de verosimilitud.

Si queremos testear

H

0

: Modelo restringido !

H

1

: Modelo Saturado 
 ;

el oiente estar��a dado por

� =

m�ax

!

L

m�ax




L

Si onsideramos G

2

= �2 log � queda de�nido el estad��stio omo

G

2

= �2 log � = 2[l(p;X)� l(

̂

�;X)℄

= 2




K∑
i=1

X

i

log p

i

�

K∑

i=1

X

i

log

̂

�

i
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= 2

K∑

i=1

X

i

log

p

i

̂

�

i

= 2

K∑

i=1

X

i

log

X

i

n

̂

�

i

Por lo tanto,

G

2

= 2

K∑

i=1

X

i

log

X

i

̂

�

i

:

Probaremos que bajo H

0

la distribui�on l��mite de G

2

es tambi�en �

2

on

K � 1 � #f par�ametros bajo !g, es deir la misma distribui�on l��mite que

la del estad��stio de Pearson.

Para derivar la distribui�on asint�otia bajo H

0

, se prueba que G

2

� �

2

p

�! 0

uando H

O

es ierta.

Una ventaja de G

2

es que tiene sentido en modelos m�as generales, omo ya

veremos.

En el ejemplo de Identi�ai�on Partidaria vs. Sexo, G

2

= 7, que da tambi�en

un p{valor de 0.03.
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Efeto de observar eros

Si en alguna elda se observa un 0, el estad��stio �

2

puede alularse sin

problemas, siempre que las

̂

�'s sean todas positivas. Sin embargo, el estad��stio

G

2

tiene problemas, pues si X

i

= 0, entones X

i

log

X

i

n

̂

�

i

no est�a de�nido. Si

reesribimos a G

2

omo

G

2

= �2 log � = 2 log

L(p;X)

L(

̂

�;X)

= 2 log

K∏

i=1




X

i

=n

̂

�

i




X

i

una elda on un 0 aportar��a un 1 al produto y por lo tanto, puede ser ignorada.

Luego podemos alular a G

2

omo

2

∑
i : x

i

>0

X

i

log

X

i

n

̂

�

i

Si alguna

̂

�

i

es 0, los dos estad��stios se rompen.
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>Cu�an grande debe ser n para tener una buena aproximai�on?

Sabemos que a medida que n se hae m�as grande la distribui�on de �

2

y de G

2

se aproximan a una distribui�on l��mite �

2

, sin embargo nos preguntamos u�an

grande es grande.

� Una vieja regla onoida para las binomiales die que la aproximai�on �

2

es

buena si n

̂

�

i

� 5, i = 1; : : : ; K.

� Otra regla m�as permisiva establee que la aproximai�on �

2

es buena si a lo

sumo el 20% de las asillas tienen n

̂

�

i

< 5, i = 1; : : : ; K y ninguna asilla

tiene n

̂

�

i

< 1.

� En tablas sparse (por ejemplo, n=K < 5) la aproximai�on �

2

es pobre. En

realidad, si los datos est�an distribuidos en la tabla de foma muy desigual, en

el sentido de que hay zonas de la tabla que son sparse, la aproximai�on �

2

tambi�en puede ser pobre, a�un uando el n total sea grande.

Hemos probado que los dos estad��stios se aproximan a 0, si el modelo es

ierto. Si el modelo no es ierto, ambos reen, pero la diferenia entre ambos

tambi�en puede reer. De manera, que si el modelo tiene un ajuste pobre los
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dos estad��stios pueden ser grandes y estar lejos uno de otro, i.e., j�

2

�G

2

j no

neesariamente tiende a 0 on n. A�un en esa situai�on, los orrespondientes

p{valores pueden estar era de 0 y podemos llegar a la misma onlusi�on a

partir de ellos.

Para ser m�as preisos, onsideremos una suesi�on de situaiones �

n

para las

uales la falta de ajuste disminuye on n, es deir alternativas ontiguas. Su-

pongamos que el modelo bajo la hip�otesis nula es � = f(�), pero en realidad

�

n

= f(�) + Æ=

p

n ;

on

K∑

i=1

Æ

i

= 0. Luego, si Æ = 0, el modelo es ierto.

Para estas alternativas ontiguas, Mitra (1958) demostr�o que el estad��stio de

Pearson tiene distribui�on asint�otia �

2

no entral, on N � 1� q grados de

libertad, on par�ametro de no entralidad dado por
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� = n

N∑

i=1

(�

ni

� f

i

(�))

2

f

i

(�)

Notemos que � tiene la forma del estad��stio �

2

en el que se reemplaz�o a p

por �

n

y a

̂

� por f(�). An�alogamente, utilizando los mismos reemplazos obte-

nemos el par�ametro de no entralidad de G

2

. Haberman (1974) demostr�o que

bajo iertas ondiiones �

2

y G

2

tienen el mismo par�ametro de no entralidad,

pero �este no es siempre el aso, (ver Agresti,2002, pag 590).
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Residuos de Pearson y deviane

Como ya hemos visto podemos esribir al estad��stio de Pearson omo

�

2

= n

N∑

i=1

e

2

i

:

A

�

i

=

p

n

p

i

�

̂

�

i

p

̂

�

i

=

n

i

�

̂

m

i

p

̂

m

i

se lo onoe omo el i{�esimo residuo de Pearson.

Estos residuos se omportan de alguna manera omo los residuos estandariza-

dos que onoimos en regresi�on lineal.

Teniendo en uenta la distribui�on asint�otia de los residuos podemos onsiderar

una versi�on standarizada que es asint�otiamente normal standard (Haberman,

1975). Para H

o

: Independenia ser��an

�

i

=

n

i

�

̂

m

i

[

̂
m

i

(1� p

i+

)(1� p

+j

)℄

1=2

Es om�un que se ompare a j�

i

j on 2 (algunos autores omparan on 3),
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indi�andose falta de ajuste en la i{�esima asilla si j�

i

j > 2 (3) . El an�alisis de

estos residuos puede sugerirnos en que sentido los datos se apartan del modelo

ajustado.

De la misma forma, la deviane puede interpretarse omo una suma de ua-

drados de residuos

G

2

=

N∑

i=1

r

2

i

sgn(X

i

� n

̂

�

i

)

donde

r

i

=

√√√√√√√

∣∣∣∣∣∣∣

2X

i

log

X

i

n

̂

�

i

∣∣∣∣∣∣∣

� sgn(X

i

� n

̂

�

i

)

que se onoen omo omponentes de la deviane.

Veamos un ejemplo. En la siguiente tabla se muestran los resultados de un

estudio en el que se lasi�an los individuos de la muestra de auerdo a su

grado de fundamentalismo religioso y el nivel de eduai�on alanzado.
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Creenia Religiosa

Nivel Eduai�on Fundamentalista Moderado Liberal Total

Menos que High Shool 178 138 108 424

(137.8) (161.5) (124.7)

(4.5) (-2.6) (-1.9)

High Shool o junior College 570 648 442 1660

(539.5) (632.1) (488.4)

(2.6) (1.3) (-4.0)

Bahelor o Graduado 138 252 252 642

(208.7) (244.5) (188.9)

(-6.8) (0.7) (6.3)

Total 886 1038 802 2726

Cuadro 17: General Soial Survey, National Opinion Researh Center, 1996

Si se testea la hip�otesis H

o

: independenia, el estad��stio �

2

=69.2 y el

G

2

=69.8 on g.l.=(3-1)(3-1)=4. Los p{valores son <0.0001.
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En par�entesis se muestran los valores esperados ajustados bajo el modelo y los

residuos standard.

El primero, por ejemplo, se alul�o omo

178� 137.8

[137.8(1� 0.156)(1� 0.325)℄

1=2

= 4.5

Esta elda muestra una disrepania importante entre n

11

y su valor esperado

ajusrado bajo independenia

̂

�

11

.

As�� vemos que los mayores desajustes se produen en los niveles de eduai�on

m�as alto, para las ategor��as Fundamentalista y Liberal.
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Medidas de Asoiai�on

A �n de desribir el grado de asoiai�on entre las variables de una tabla de

ontingenia es freuente que se usen distintas medidas.

Comenzaremos on tablas de 2� 2, omo las que siguen

Y

X 1 2 Total

1 �

11

�

12

�

1+

2 �

21

�

22

�

2+

Total �

+1

�

+2

1

Y

X 1 2 Total

1 n

11

n

12

n

1+

2 n

21

n

22

n

2+

Total n

+1

n

+2

n

Consideremos la siguiente tabla que orresponde a un informe sobre la relai�on

entre el uso de aspirina y el infarto de mioardio realizado por el Physiians

Health Study Researh Group de Harvard Medial Shool:
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Infarto de Mioardio

si no Total

Aspirina 104 10933 11037

Plaebo 189 10845 11034

Diferenia de Proporiones o Riesgo Atribuible

Miremos a Y omo variable de respuesta y a X omo variable expliativa, tal

omo ser���a natural en un muestreo de produto multinomial en que

n

11

� Bi(n

1+

;

�

11

�

1+

) y n

21

� Bi(n

2+

;

�

21

�

2+

)

independientes.

La diferenia de proporiones se de�ne omo

Æ = P (Y = 1jX = 1)� P (Y = 1jX = 2)

=

�

11

�

1+

�

�

21

�

2+

= �

1j1

� �

1j2
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Podemos estimar a Æ omo

d =

n

11

n

1+

�

n

21

n

2+

= p

1j1

� p

1j2

En el ejemplo de Infarto de Mioardio tenemos

d = 104=11037� 189=11034 = 0.0094 - 0.0171 = -0.0077

Observemos que

E(d) = E(p

1j1

� p

1j2

) = �

1j1

� �

1j2

V (d) = V (p

1j1

� p

1j2

) =

�

1j1

(1� �

1j1

)

n

1+

+

�

1j2

(1� �

1j2

)

n

2+

siendo la �ultima igualdad ierta por la independenia entre las �las.

Si n

1+

y n

2+

son grandes, d es aproximadamente normal, es deir

(p

1j1

� p

1j2

)� (�

1j1

� �

1j2

)

√√√√�

1j1

(1��

1j1

)

n

1+

+

�

1j2

(1��

1j2

)

n

2+
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es aproximadamente N(0; 1). Por lo tanto haiendo un plug{in para estimar la

varianza podemos obtener un intervalo asint�otito para Æ de nivel 1�� omo

d � z

�=2

√√√√√√√

p

1j1

(1� p

1j1

)

n

1+

+

p

1j2

(1� p

1j2

)

n

2+

p

1j1

� p

1j2

� z

�=2

√√√√√√√

p

1j1

(1� p

1j1

)

n

1+

+

p

1j2

(1� p

1j2

)

n

2+

Riesgo Relativo

Notemos que que la diferenia entre 41% y 40.1% es la misma que entre

1% y 0.1%. Sin embargo, 1% es diez vees 0.1%. Este es un problema de

la diferenia de proporiones omo medida. Si estamos trabajanos on eventos

poo freuentes �

1j1

y �

1j2

ser�an muy peque~nas y Æ ser�a erano a 0, a�un

uando el efeto sea importante, omo en el ejemplo anterior.

Esto es freuente en epidemiolog��a en donde la prevalenia de iertas enferme-

dades es muy baja.
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Esto sugiere la onvenienia de onsiderar una medida relativa omo el riesgo

relativo

RR =

P (Y = 1jX = 1)

P (Y = 1jX = 2)

=

�

11

=�

1+

�

21

=�

2+

El riesgo relativo es una medida no negativa y un riego relativo igual a 1 o-

rresponde a independenia.

El EMV de RR es

r r =

n

11

=n

1+

n

21

=n

2+

En el ejemplo quedar��a:

r r =

0.0094

0.0171

= 0.55 ;

esto signi�a que el riesgo de infarto de mioardio en el grupo tratado on

aspirina es aproximadamente la mitad que en grupo que reibi�o plaebo.

Dado que podemos aproximar mediante una normal a su logaritmo suele usarse
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omo medida log(RR), que se estima por log(r r) = log p

1j1

� log p

1j2

:

Sabemos que

p

n

i+

(p

1ji

� �

1ji

)

D

�! N(0; �

1ji

(1� �

1ji

)) ;

luego usando el m�etodo � obtenemos que

p

n

i+

(log p

1ji

� log�

1ji

)

D

�! N


0;

(1� �

1ji

)

�

1ji


 :

Por la independenia entre las �las, obtenemos que la varianza asint�otia de

log(r r) es

V (log(r r)) '

(1� �

1j1

)

n

1+

�

1j1

+

(1� �

1j2

)

n

2+

�

1j2

y se puede estimar haiendo un plug{in por

̂

V (log(r r)) '

(1� p

1j1

)

n

1+

p

1j1

+

(1� p

1j2

)

n

2+

p

1j2

'

1

n

11

�

1

n

1+

+

1

n

21

�

1

n

2+
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Un intervalo de nivel asint�otio 1� � para log(RR) es

log(r r)� z

�=2

√
̂

V (log(r r))

Como log(r r) no existe si alg�un p

1ji

= 0 suele usarse

log( ~r r) = log




n

11

+ 1=2

n

1+

+ 1=2


� log




n

21

+ 1=2

n

2+

+ 1=2




RR es s�olo funi�on de P (Y jX), por lo tanto la inferenia que hagamos so-

bre RR ser�a la misma para los tres muestreos que hemos onsiderado. La

omparai�on en la otra respuesta da otro riesgo relativo.
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Odds Ratio (Produto Cruzado)

El riesgo relativo es el oiente de dos probabilidades. Podr��amos omparar la

probabilidad de si y de no en un mismo estrato. Eso nos lleva a la de�nii�on

de odss o hane. El odds de un sueso A es

odds =

P (A)

1� P (A)

y toma ualquier valor mayor o igual a 0.

En el ejemplo, tenemos que para el grupo tratado el odds estimado resulta

0.0094=(1� 0.0094) = 0.0094=0.9906 = 0.0095 ;

mientras que para el grupo plaebo el odds estimado es

0.0171=(1� 0.0171) = 0.0171=0.9829 = 0.0174 :

En el grupo que reibi�o plaebo la hane de tener infarto es 0.0174 la de no
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tener infarto, mientras que en el grupo tratado la hane de infarto es 0.0095

la de no tener infarto.

Diho de otra manera, la hane de tener infarto respeto de la de no tenerlo

en el grupo plaebo es aproximadamente el doble que la obtenida en en el grupo

tratado.

Podr��amos omparar los dos odds, por ejemplo onsiderando su oiente, esto

da origen a

� = odds ratio =

P (Y = 1jX = 1)=P (Y = 2jX = 1)

P (Y = 1jX = 2)=P (Y = 2jX = 2)

=




�

11

�

1+


 =




�

12

�

1+







�

21

�

2+


 =




�

22

�

2+
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� =

�

11

�

22

�

12

�

21

Esta medida es funi�on de P (Y jX), la inferenia es v�alida para los tres mues-

treos vistos.

El EMV es

̂

� =

n

11

n

22

n

12

n

21

:

Las propiedades de

̂

� son f�ailes de deduir bajo muestreo multinomial, pero

tambi�en son v�alidas on muestreo Poisson o Produto Multinomial en el que

los totales marginales por �las o bien por olumnas est�an �jos.

Como on el riesgo relativo podemos deduir un intervalo de nivel asint�otio

1� � para log(

̂

�)

log(

̂
�)� z

�=2

√
̂

V (log

̂

�)
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donde

̂

V (log(

̂

�)) =

1

n

11

+

1

n

12

+

1

n

21

+

1

n

22

Notemos adem�as que si interambiamos los roles de X e Y , obtenemos

� =

�

11

�

22

�

12

�

21

por lo que tambi�en puede ser visto omo funi�on de P (XjY ), que orresponder��a

a tener n

+j

�jos. El heho de que los roles de X e Y puedan ser interambiados

es una propiedad interesante, pues puede ser de gran utilidad pues permite usar

estudios restropetivos.



M.L.G. Ana M. Biano FCEyN 2015 114

Estimai�on por Intervalos

Podr��a ser de inter�es obtener intervalos de on�anza para (�

1

; : : : ; �

K

) o para

f�

i

� �

j

: 1 � i < j � Kg

Reordemos distribui�on asint�otia de (

n

1

n

; : : : ;

n

K�1

n

) uando

(n

1

; : : : ; n

K

)

0

� M(n; �

1

; : : : ; �

K

)

K∑

i=1

�

i

= 1:

Como antes llamemos p = (p

1

; : : : ; p

K

)

0

, p

i

=

n

i

n

:

Vimos que

p

n(p� �)

D

�! N

K

(0;�(�)� ��

0

) :

Ya hemos visto que omo los �

i

's est�an relaionados, � = �(�)� ��

0

no es

invertible.

Si omo antes de�nimos ~p = (p

1

; : : : ; p

K�1

)

0

y ~� = (�

1

; : : : ; �

K�1

)

0

, tenemos

que
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p

n(~p� ~�)

D

�! N

K�1

(0;�(~�)� ~�~�

0

) ;

donde �(~�)� ~�~�

0

s�� es invertible.

Gold (1963) de�ne la regi�on de on�anza de nivel asint�otio 1� �

R

G

=





w 2 IR

K�1

: (~p�w)

0

̂

~

�

�1

(~p�w) �

�

2
�;K�1

n





donde

̂

~

� = �(~p)� ~p~p

0

.

Apliando el m�etodo de proyeiones de She��e tenemos que:

{

~p 2 R

G

}

= \

l2IR

K�1





l

0

~p 2 l

0

~p�




�

2
�;K�1

n




1
2




l

0

̂

~

�

�1

l




1
2
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Como aso espeial la subfamilia de direiones (1; 0; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1); : : :

(�1;�1; : : : ;�1) da por resultado los intervalos de on�anza de nivel asint�oti-

o para �

1

; : : : ; �

K

I

G

i

= p

i

�




p

i

(1� p

i

)

n




1
2

f�

2
�;K�1

g

1
2

Quesenberry y Hurst (1964) propusieron intervalos de on�anza an�alogos a los

propuestos por Gold, pero basados en la matriz

~

�(w) = �(~w)� ~w~w

0

en lugar

de

̂

~

�. De esta forma los intervalos de on�anza simult�aneos resultan:

I

QH

i

=





w 2 IR

K�1

:

(p

i

� w

i

)

2

w

i

(1� w

i

)

�

�

2
�;K�1

n





De todas formas, ninguna de estas dos soluiones es ompletamente satisfa-

toria en tanto seg�un los estudios de Ghosh (1979) las aproximaiones no son

del todo buenas y adem�as los IC son onservativos en tanto se omienza on

una elipse y se termina extrayendo un subonjunto �nito de proyeiones.
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Esto llev�o a Goodman (1965) a onsiderar intervalos simult�aneos basados en el

riterio de Bonferroni. Reordemos que si los eventos E

j

son tales que P (E

j

) �

1�

�

K

; 1 � j � K, entones la desigualdad de Bonferroni establee que

P




K⋂

j=1

E

j




= 1� P




K⋃

j=1

E



j




� 1�

K∑

j=1

P

[

E



j

]

� 1�

K∑

j=1

(�=K) = 1� �

La ota inferior es bastante �na para valores de � peque~nos.

Goodman apli�o el riterio de Bonferroni a los eventos

E

j

=





n(p

j

� �

j

)

2

�

j

(1� �

j

)

� �

2
�=K;1





para los uales P (E

j

)! 1��=K uando n !1, dando lugar a los intervalos

de on�anza asint�otios I

GM

i

. Estos intervalos tienen la misma forma que los

I

QH

i

salvo por el perentil �

2

utilizado.
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En general, Goodman demostr�o que

long. de GM interval

long. de QH interval

!





�

2
�=K;1

�

2
�;K�1





2

en prob.

Los intervalos de Bonferroni son superiores uando el l��mite es inferior a 1.

Goodman enontr�o que es menor que 1 para � � 0;10 y para un amplio rango

de valores de K. Por ejemplo, para � =0.10 y K = 10 el l��mite es 0.67.
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El m�etodo de Gold de la elipse puede se usado para obtener intervalos de

on�anza silmut�aneos para �

i

� �

j

.

Los intervalos resultantes son:

p

i

� p

j

� f�

2
�;K�1

g

1
2




p

i

+ p

j

� (p

i

� p

j

)

2

n




1
2

;

teniendo en uenta que:

V ar(p

i

� p

j

) = V ar(p

i

) + V ar(p

j

)� 2Cov(p

i

; p

j

)

=

�

i

(1� �

i

)

n

+

�

j

(1� �

j

)

n

+ 2

�

i

�

j

n

=

�

i

+ �

j

� (�

i

� �

j

)

2

n


