Ecuaciones Diferenciales - 1° cuatrimestre 2016

PRACTICA 4 - SERIES DE FOURIER - SEPARACION DE VARIABLES

Series de Fourier

1. Probar que si f es peridédica de periodo [, entonces para x € IR, vale

Jo F)dy = [ fy)dy.
2. Probar que si f, g son periddicas de periodo [, entonces
!
(Fe9)@) = [ £a-v)gdy
0

también es periddica de periodo I.

3. Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones de (—m, )

(a) f(z) = sg(x)

(b) f(z) ==

(c) f(x)=n%—2%

(d) f(z) =z (*—a?)

(e) f(z)=exp(ae®),aeC

Sug: Usar la serie de Taylor de e* y la unicidad de la serie de Fourier.

4. Calcular la serie de Fourier de

{ T—x siz e (0,m)

—T—x siz e (—m,0)

y hallar 307 .

5. 51 f(z) =02 cre™ calcular la serie de Fourier de

(a) {*(x):f(x

(b) f(z) = f(=2).
(©) (mf) (x) = f(z —h).
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(d) (unf) () = f (z) e

6. Sif(x)= Zk_,oo e’** escribir la serie de Fourier en la forma
f(x) ~ % + Z (arcos(kx) + brsen(kx)) .
k=1

7. Sea D, el nucleo de Dirichlet definido por
1 sen(n+ 3)z
2r  sen(3)

D, (x) =

probar que

(a) spf =Dyxf
(b) 1Dl = O (logn).
8. Este ejercicio tiene por objetivo mostrar que existen funciones continuas
cuyas series de Fourier no convergen puntualmente. Sea Cp., [—7, 7] el
espacio de funciones continuas de periodo 27, se define e,, el funcional

lineal dado por e, (f) = (s,f)(0). Supongamos que para toda f €
Cper [—m, 7] (snf) (0) = f(0) cuando n — oo, valdria entonces

(a) El conjunto {e,} ,>1 estd puntualmente acotado.

(b) El conjunto {e,} ,>1 estd acotado (usar el teorema de Banach-
Steinhauss).

(c) Existe M > 0 tal que para toda f € Cpe, [, 7] y 1 > 1

| a0t <17

(d) [ Dnllpr <M.

9. Dada ¢ € C'[0,1] tal que

/ 6 () dz = 0, /Olqﬁ(a:)sen(wx)dazzo.

Probar que vale

/¢ rdr< g [ (0@) dr

0
determinar si vale la igualdad para alguna funcién ¢.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

2 Separacién de variables

Resolver separando variables, el problema de Dirichlet para el rectangulo

Au =0 (x,y) € (0,7) x (0,a)
u(z,0)=f(x) para = € (0,7)
u(z,a) =0 para z € (0,7)

u(0,y) =u(my) =0 para y € (0,a).

Hallar, usando el método de separacién de variables, una solucion del
problema de la cuerda vibrante con dos extremos fijos (¢ > 0)

(z,8) € (0,1) x R

Ox2 c? ot?

u(z,0) = f(x z € (0,1)
2 (2,0) g (v) ve(0.)
u(0,t) =u(l,t)=0 te R.

Resolver, usando separacion de variables, el problema:

Si D es el

cuadrado [0, 1] x [0, 1], se busca u = u(z,y) tal que

Au = 0 en D

u(z,0) = fi(z)

u(l,y) = fQ(y)

u(z, 1) = f3(x)

u(0,y) = fi(y).

Resolver

%—QQ%+CUZO (x,t) € (0,1) x (0,400)
u(z,0)= f(x) x € (0,m)
u(0,t) =u(m,t) =0 t e (0,+00).

Sug: considerar v (z,t) = u (z,t) exp (ct).

En los ejercicios anteriores imponer condiciones suficientes para que las
series obtenidas sean soluciones del problema considerado.

Para cada natural n, se define la funcién

fo () = e V"sen (nx).
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(a) Resolver el problema

Au, =0 (z,y) € (0,7) x (0,1)
U (2,0) = fn (2) z € (0,m)
G (2,0) =0 z € (0,7)
un (0,y) = un (m,y) =0 y e (0,1).

(b) Mostrar que f, y todas sus derivadas convergen a 0 en [0, ]
cuando n tiende a +o00, pero que para todo y > 0

Timflun (-, y) ]l = +o00

(c) Hallar las soluciones de la ecuacién de Laplace de la forma u =
R(r)©(0) Z (2) en el cilindro {(z,y,2) : 2* + y* < 1,]2] < 1}.



