Funcion de Green

Asumiremos que el operador diferencial estd en forma de divergencia:

L[u]

= (—pu') + qu
con p € Ca,b], p>07y q€ Cla,b],q > 0.

El problema es, dada una ¢ € C|a, b] encontar u tal que:

{ Llu](t)

o(t) t € (a,b)
Blu] =0

Con B un operador que indica las condiciones de borde. Por ejemplo:

u(a) u(a) — u(b) [ oau(a) + pu(b)
{ u(b) Blu] { u'(a) —u Blu] = yu'(a) + 0u’(b)
Hay que notar, sin embargo que no para todas las condiciones de borde habra solucion.

Por ejemplo, si se piden condiciones periddicas, el forzante tendra que ser peridédico también.
Afirmamos que u estd dada por:

b
u(t) = / Gt 5)p(s)ds.

con G : [a,b] X [a,b] — R la llamada Funcién de Green.

Notar las siguientes propiedades que debera cumplir G. (Tomamos el primer ejemplo de
condiciones de borde, Dirichlet Homogeneas.)

1. Como u(a) = u(b) = 0 entonces f; G(a,s)p(s)ds = ff G (b, s)p(s)ds. Como esto sera
cierto para cada funciéon continua ¢ y Cla, b] es denso en L?[a, b], se tiene que:

G(a,s) =G(b,s) =0

Es decir, G(-, s) también cumple con las condiciones de borde.

2. Como el operador L es autoadjunto para el producto inteno de L?, se tiene que G es
simétrica:

/ab/abG(t,s)tp(SW(t)dsdt = /ab (/abG(t,s)@(s)ds> B(t)dt



b
- / u(t) LK) (H)dt

En donde LK = Id. Llamando v(t) = K[p](t), tenemos, usando que L es autoadjunto
((u, Lv) = (Lu,v))

//Gts V() dsdt = /bL[u]()() / </Gts )d
//Gts (s)dsdt

Con lo cual, como esto vale paa todo @, 1, se tiene que G(s,t) = G(t, s) en el dominio.

. GeC'{(x,5) €[a,b] x [a,b] : z # s}) y en & = 5 la derivada pegara un salto:

: b
:/ G(t,s)gp(s)ds—i—/t G(t,s)p(s)ds

¢ S 1 S
W(0) =6ttt el) + [P0 pteas - Gttt + [P p(syas

t

Ahora, como ¢ es continua, pidiendo la continuidad de G, G(t,t—) = G(t,t):

¢ s b s
u’(t):/ 8Gg; )gp(s)ds+/t 6G(,§i’ )cp(s)ds

Derivando nuevamente:

2
) — 8Gtt / e at? s — 8Gtt+ / 8Gts

Pedimos que el salto sea BG(at;t‘) — BG(att’t*) = —ﬁ tenemos:

t 52 s 1 92 s
u”(t)z—i((?+ /0 T o(syas + /t T o

Veamos entonces que Llu] = —(pu’) + qu = f, abusando un poco la notacion es-

cribiremos f; Gds = fj Gds + ftb (ids sabiendo que la G se comporta distinto en cada
€aso.

[—(pu) + QU] ( ) = —pt)u’(t) — p'()(t) + q(t)u(t) =
207 s 1
= / oG 6t2 s)ds—p'( / 8G oGt s) (s)ds—i—q(t)/o G(t, s)p(s)ds
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pidiendo que L;[G] = 0 fuera de la diagonal

Pasando en limpio, la funcién G depende de dos variables y tiene las siguientes propiedades:

592
sit € (a,b), entonces G(t,s), aca(i’s) 9 gg,s) existen para a < t < sy para s < t < b.
Supongamos, ademas, que estas derivadas tienen una extension continua en las regiones

triangulares a <t < sy s <t <b. El efecto de esta ampliacién es que

0G(sy,s) 0G(s,s—) 0G(s—,s) 0G(s,sy)

ot ot ot ot
O?G(sy,s)  0*G(s,s_) 9?G(s_,s) 0*G(s,sy)
o2 o2 o2 o

En la diagonal ¢ = s, insistimos que G(t, s) es continua. Para la derivada parcial %
sin embargo, necesitamos un salto de discontinuidad.

En resumen, u(t) = f; G(t,s)¢(s)ds con con G tal que

1. Li[G](t,s) =0paraa<t<syparas<t<b
2. B|G] = 0: cumple las condiciones de borde.

3. G € C([a,b] x [a,b]). En particular en t = s, con lo cual G(s_,s) = G(s4, s)

4. G € CY([a,b] x [a,b]\{t = s}), y pega un salto: aG(g;’S) — 8G(§j’s) = ﬁ.

Encontrar una G a mano

Sea el problema:

1) En primer lugar, sabemos que G} = 0 fuera de la diagonal, con lo cual:

_Joat+0b t<s
G(t’s)_{ ct+d t>s

Teniendo en cuenta que a, b, ¢, d pueden depender de s.
2) Luego, debemos utilizar las condiciones de bode:

G(0,s) =0, como 0 < s obtenemos que b = 0.



G(1,s) =0, como 1 < s obtenemos que c+d =0, 0 c = —d.

con lo cual hasta ahora tenemos:

at t<s
G(t’s)_{ d1—t) t>s

3) Usamos ahora la continuidad en la diagonal G(s—_,s) = G(s4, s)

as =d(1 —s)

4) y el salto de la derivada G¢(s—, s) — G¢(s+,s) = Wlt):

a—(—d)=1
Obtenemos d = sy a =1 —s. Con lo cual llegamos a la expesion de la funcién de Green:

A=)t t<s
G(t’s)_{s(l—t) t>s
Veamos que anda en un ejemplo sencillo, o = 1:
La solucién de —u” = 1, con condiciones Dirichlet Homogeneas es u(t) = 1(t — t2).

Veamos que también se podia llegar mediante la funciéon de Green:

1 t 1
u(t):/o G(t,s)go(s)ds:/o s(l—t)ds—i—/t (1= s)tdt =

(o)L (el (o))~ 2) b

Otro Ejemplo

En general, el problema de encontrar la funcién de Green se reduce a resolver un sistema
de cuatro incégnitas a,b,c,d que dependen de s, dadas las 4 propiedades que tiene que
cumplir. Dos de borde, la continuidad y el salto de la derivada:

Veamos en un ejemplo sencillo que resolver el sistema puede ser tarea tediosa:

{ —u"(t) +u(t) = f(t) te(0,1)
u(0) = u(l);  W/(0)=1'(1)

Aqui el operador viene dado por L[u] = —u” + u, con lo cual p,q = 1. Las soluciones del
sistema Lt = 0 vienen dadas por g(t) = Ae' + Be .

Veamos entonces c6mo harfamos para encontrar la

ael 4 be~t t<s
G(t ) { cel + de™t t>s



1) Condicién de borde: G(0,s) = G(1,s) entonces a + b = ce + de™ L.

2) Condicion de borde: G¢(0,s) = Gy(1, s) entonces a — b = ce — de L.

3) Continuidad en s = t: G(s4,s) = G(s—, s = entonces ae® + be™® = ce® + de™”.

4) Salto de la derivada: G¢(s—, s) — G(s, s) = 1 entonces (ae® —be *) — (ce! —de™?) =1

Con lo cual queda un sistema:

1 1 —e —e ! a 0
1 -1 —e et b1 | O
e e % —ef —e° c | | O
e —e % —ef e7* d 1

Que se puede hacer las cuentas y resolver, pero da la pauta que complicando un poco
las condiciones de borde o el operador, va a terminar siendo un dolor de cabeza.

Veamos un método que aprovecha mas las condicones de borde:

Meétodo del Wronskiano

Volvamos a Lu = —u” y supongamos condiciones de borde Dirichlet homogeneas. Eli-
jamos una base {u1,u2} del niacleo del operador L tales que

u1(0) = 0,u1(1) # 0, u2(0) #,u2(l) =0

Por ejemplo en este caso podrian ser uy(t) = ¢, ua(t) =1 —t.

Ahora, construir G como sigue:

| Aui(t) + Bua(t) t<s
Glt,5) = { Cur(t) 1+ Dus(t) £ s

Aplicando las condiciones de borde, se tiene que Buz(0) =0y 0 = Cuy(1). Con lo cual
B =0y C =0. En general, siguiendo esta filosofia, para cualquier condicién de borde, dos
de las 4 incégnitas quedan determinadas de antemano.

La condicién de continuidad y la del salto de la derivada nos dan las ecuaciones:

0=G(s4,8) — G(s—,s) = Dua(s) — Aui(s)

1 0G(sy,s) O0G(s—,s) _
p(s) ot ot

De estas dos ecuaciones obtenemos:



p—__wuls)
p(s)W (s)
en donde W es el Wronskiano de w1 y uo:
ui(s) w

Finalmente la G resulta:

__ua(s)
G(t,s) = { e u(t) t<s

—#‘E;)(s)m(t) s<t

Vale recordar la formula, que si T[u] = v’ 4+ Pu’ 4+ Qu entonces, si ¢ pertenece al dominio:
W(s) = W(c)e Je POt

Con lo cual, en los ejemplos de L[u] = —(pu') + qu = —pu” + p'u/ + qu, si p es constante,
P =0, con lo cual W(s) = W(c) para todo s.

Finalmente, si llamamos W = pW, que vimos que es constante:

{ —Lus(s)u(t) t<s

—=uy(s)ug(t) s<t
Esta técnica es bastante diecta y ahorra muchas cuentas.
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