Ecuaciones Diferenciales — 2° cuatrimestre 2015
PRACTICA ADICIONAL DE TRANSFORMADA DE FOURIER

Aclaracion:
En esta préctica notamos F(f)(§) = oz Jpn f(2)e"dz y salvo especial mencién tomamos L' :=

(27’1’)"/2
LY (R™).

La transformada en L!
1. Sea f € L' Probar que:

a) Flaf +bg) = aF(f)+bF(g) paraa,bc Ry f,g € L.
b) F(f) es uniformemente continua.

¢) El operador F : L' — L™ es continuo y:

IFF)pee <A f -
d) Tenemos que lim¢|_o F(f)(§) = 0.

O sea que F(L') C Cy (las funciones continuas que tienden a cero en el infinito).
2. Seaa>0y f= e”“"”'Z, entonces:
—m|¢]
__ _az2
» Probar que F(f) = ¥ e
= Concluir que F admite al menos un punto fijo.

a

3. Seaa >0y f=e 2™l Entonces F(f) = ¢, con ¢, una constante que depende de la

o ejoy DLl

(a® + [€]?) 2
dimension del espacio.

4. * Sea f, F(f) € L', probar que si tanto f como F(f) tienen soporte compacto, entonces f = 0.

5. Sean f,g € L' probar que:

| Fn@seis= [ f@Faa.
O sea que si se diese que f,g € L' N L? tenemos que F preserva dngulos.

Definicién Sea f € L', definimos:

= 720 (f)(@) = f(2 — 20).
» Mod,,(f)(x) := e2™@20 f(z).
= Dill,(f)(x) = |det(U)| 7 f(U~'z) con 1 <p < 0o y U € GL(R™).

6. Sea f € L' probar que:

a) Fryy = Mod_g,F.
b) FModg, = ¢, F.
¢) FDill, = Dil’(}/*}' donde U* es la tnica tal que (Uz,y)rn = (z, U*y)gn.

7. Probar que si f,g € L' y F(f) = F(g) entonces f = g.



8. a) Sea f € L' tal que . f € L', entonces F(f) es diferenciable respecto a & y

6, (F() (€) = F(=2mizyf)(E)-

b) Sea f € H'*nCkn Hé’k_l, entonces:
F(D*()(€) = 2mi&) | F(£)().
Definicién Sea P € R[X1, X, ..., Xq|, definimos P(9z) 1= 3| <f, Ca0F 1= 3 1o <k CaOgt - 02

9. Probar las siguientes relaciones de conmutatividad:

a) FP(—2mizy) = P(0¢g)F
b) FP(%) = P(2mi€)F

10. Sea f € L' tal que f es continua en 0 y que F(f) > 0. Probar que F(f) € L'.

La transformada y el Espacio de Schwartz

Definicién Sea pn(f) := supjq<p IﬁlgNsupxeRn‘xaaﬁf‘ con «, 3 € Nj. Entonces definimos al es-
pacio de Schwartz como:

S:=C*n{f/pn(f) <o VN € N}

11. *

a
b

Probar que S es un espacio vectorial sobre R.
flz)=e "’ 8.
pn(f—9)

)

)

) +on(f—9)
d) Sea {¢r}treny € S una sucesién, entonces ¢ — 0 en S sii py(¢pr) = 0 VN € N.

)

)

c¢) Es més probar que S es metrizable por d(f,g) = >y N1

e) Probar que S con la métrica dada es un espacio métrico completo.

f) SeaUcn :={f €S /pn(f) <e}, probar que los U, y son una base de entornos del 0 que hacen
de S un espacio localmente convexo y por ende podemos usar Hanh-Banach.

12. Sea T : S — S un operador lineal, entonces T' es continuo sii VN AN’ > 0y C > 0 tal que:

pN(T(9)) < Cpni(d) Vo €ES.

13.  a) Probar que F(S(R")) = S(R™). O sea que Flg esta bien definida y es un operador suryectivo y
continuo.

b) Recordar que F es es operador inyectivo en L! y por ende en S.

c¢) Probar que F|s:S — S es un homemorfismo.

14. Si f,g € S entonces fxge Sy F(fxg)=CF(f)F(g).
La transformada en L?

Definicién Notemos que si f € L? uno puede tomar una sucesién v, — 2 f tal que ¥, € S, entonces
definimos F(f) := limy_,00 F(¢r).



15. Probar la buena definicién de F en sentido que no depende de la sucesiéon que tiende a f, y que si
f € L?> N L' entonces esta definicién coincide con la anterior.

16. Probar que F : L? — L? es un operador unitario.

17. * Diagonalizacién de F

18.

19.

20.

21.

22.
23.

d)

e)

2
. - z —
Recordar que si n=1 entonces F(e™ 2 ) =€~ 2.

22

Sea V := {p(x)e” z , p € R[X]} probar que V = |J,, V;, donde V,, = V N K<,[X] y por ende
dimpV, =n+ 1.

[V
[V

T T

Notemos que si llamamos D(f) := f’ entonces D(p(z)e” 2 ) = D(p)(z)e” 2 y por ende V,, =
Ker(D"t1).

22

Definicién Definimos los polinomios de Hermite de grado n como H,(z) los que H,(x)e” 2 =
22

(1) (e 7).

dx™

Probar que F(z"e™ 2 ) = (—i)"Hp(x)e” = y por ende F(V;) =V, concluir que Jlp, € K<,[X]

22

tal que ¥, = ppe” 2 cumple que F(v,) = (—i)"y,.
Si D' = D? — 22 entonces D’ conmuta con F y por ende tiene los mismos autoespacios. Concluir
que p, = H, y ya tenemos diagonalizado a F.

Transformada en distribuciones temperadas

Definicién Notemos como S’ := (S)* el dual topolégico del espacio de Schwartz. Notemos que como
CXcCcScLPyScCCy;entonces L C S CDyque MR") C S donde M(R") es el conjunto de
medidas de Radon en R” con la norma de la variacién total.

* Probar que:

Dada f € L entonces la aplicacion Af(¢) = [gn f(2)p(2)dx V¢ € S cumple que Ay € S’. Entonces
a cada f € LP le podemos asociar una Ay € &', probar ademds que la aplicacién A : LP — S’ dada
por f+ Ay es continua.

Andlogamente al item anterior lo mismo con ¢ € S.
Anélogo con p € M(R") donde A\, (¢) = [pn ¢(z)dp.

El funcional §) : ¢ — —¢'(0) con ¢ € S cumple que ¢, € S’ pero &, ¢ M(R") y por ende la
inclusion es estricta.

* Probar que la inclusion 7 : S < &’ tiene rango denso en la topologia débil.

Definicién Sea A € 8’y ¢ € S, entonces definimos F(X\)(¢) := A\(F(9)).

* Probar que F asi definida esta bien definida y que resulta un homeomorfismo de S’ en si mismo.

* Probar que todas las anterior propiedades y simetrias de F valen en el contexto de las dsitribuciones
temperadas (convolucién, traslacién, modulacién, etc..) adecuadamente definidas.

* Probar que F(pvi)(&) = —misgn(§).

* Probar que F iy = .

|=[?



