Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2015

ADICIONALES DEL PRIMER PARCIAL

1. Sea la ecuacién de Sturm-Louville

d*y

— (at V(a)y =,

donde x € R, p € R, A € C, V(x) es simétrica y exponencialmente
decreciente cuando |z| — co. Sean dos soluciones linealmente indepen-
dientes y1, yo tal que limy 400 257 = 1 para i € {1,2}.

Sea z* € Ry f(\) :=yi(z*), Probar que Zeros(f) C R.

2. Sea la ecuacién )

0 ety =
ox?
0

con C1,Cs € R, y llamemos p := —.
Ox
(a) Probar que el operador de Sturm-Louville H se puede descom-
poner como H = Cs.(a_ay —3), con (a_ay —aya_)(f) = Idy = f,
V f e L? (Ayuda: u? +v* = (iu + v)(—iu +v)).
(b) Probar que si ¢ es autofuncién de H con autovalor A, entonces

a1 es autofuncin de H con autovalor A + C3 y a_% lo es con
autovalor A — Cjs.

(¢) Reescribir la ecuacién como
0%

S0y = (V) = N0, (1)

con V(z) = Cyz?.

(d) En este caso, probar que para toda solucion ¢ de (1) tal que
9] ;2 =1, entonces A > min(V (x)) y por ende existe ¢y tal que
a_@/zo =0.

(e) Hallar ¢y y calcular el resto de los 1, y A, por la relacién anterior.
(Estamos suponiendo, pero es valido, que a_(Sz2)) € Sz2y).



3. Sea L el operador dado por

(a)

(b)
()

Lu = (2° — 3)u” + 2xu' — 6u.
Acotar los autovalores {\, },>0 del problema

{ Lu = \u
u(—1) =u(1) = 0.

Probar que si la n-ésima autofuncién es un polinomio de grado n,
entonces A, = N(N+1) -6y N >n+2.

Mostrar que la igualdad N = n 4+ 2 vale si y sélo sin = 0, y
deducir que L es un operador positivo.

4. Dado el funcional J(z) = f;L(t, x, &)dt, supongamos que L depende
de & en forma lineal:

a.

(b)

L(t,z,) = M(t,x) + N(t,x)x
Deduzca la ecuaciéon de Euler-Lagrange para este funcional. jQué
ocurre si M(t,x)dt + N(t,x)dx es una diferencial exacta?
Considerar el siguiente problema de extremos:

{ J(x) = [\ (2% + %) dt
z(0) =1, z(1l) = a.

Determinar para qué valores de a se obtiene una trayectoria ex-
tremal.

Teorema de invariancia del Lagrangiano: Sea L € C'(R" x
R*" x R) vy ¥ = (q1(t), ..., gn(t)) una solucién de la ecuacion de
Euler-Lagrange para L. A su vez sea F : R* — R" de clase C" tal
que J(F) # 0. Con:

q(t) = F(@ (1), -, ga(1), 1) ie: Fldi(q(t),1) = g

Entonces 1(g) también es solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para L.

Hallar la distancia mas corta entre dos punto A y B en la superficie

B={(z,y,2) € R®/a* +y* +2* =1}.



6. Dado el problema
{ —yO,u + x0yu = u

ulgy=oy = a?,

probar que si z # 0 existe una tnica solucién de clase C' definida en
un entorno de (z,0). ;Qué ocurre para z = 07 (o bien: “Probar que
no existe solucién C! definida en un entorno de (x,0)”)

7. Consideremos el problema

—Au = f en(
u = g en0f)

donde 0Q € CY, f € L*(Q),y g € C*(Q).

a. Mostrar que si u € () es solucién del problema, entonces ver-
ifica la siguiente formulacion débil:

/Vqupd:U:/fgodx
Q Q

para toda ¢ € C3(Q).

b. Mostrar que para toda f € L*(2) existe una tnica u solucién débil
de este problema, y

u€ H:={u:u=v+g, con ve H)(Q)}

., Qué ecuacién verifica v?

c. Verificar que si u € H, y u € C%(f2), entonces es solucién clasica.



