Ecuaciones Diferenciales — 2° cuatrimestre 2015
CLASE SERIES DE FOURIER Y SEPARACIéN DE VARIABLES

1 Panorama

Sea f € V := L4([-m, ), como ya vimos en la prictica 2 el operador de S-L L = —9,, induce una base de
autofunciones en V' con el producto interno usual. Es més, como:

B (einz)’/ — p2einz

inT

tenemos que {e*},cn es una base ortogonal de V. Por ende tenemos que B := {f/?}neN es una base
ortonormal de V' y podemos representar f como:

[e.e]

f =2 Z <f, 6inr>€inz

n=0

Ahora si vemos a V como R espacio vectorial, tenemos que B = {—L_, SILNT coSnT1 g o misma base es
V p ) q B {m7 m 9 \/ﬂ }
R. De alli llegamos a la representacion usual de Fourier de:

o0
f=r2a0+ E an cosnx + by, sinnx

n=0
[ pwar
ag = —
o=/
1 s
an = — f(t) cosntdt
m —Tr
1 /" .
b, = — f(t) sinntdt
™ —T

Como mostré Pau la clase pasada esta escritura esta bien definida por la desigualdad > a2 + b2 < || f| ;2
y ademds las sumas parciales hasta n = K convergen en L? a f. Esto nos dirige a la siguiente proposicién:

Proposition 1.1 Fquivalencias del sistema B:
Sea B = {up tnen el sistema ortonormal inducido por el operador de Sturm-Louville L en un espacio de

Hilbert H. Entonces son equivalentes:
o Ll sistema B es completo (ie: Vf € H 3¢, e K/ f =3 chun)
e FEl sistema B es cerrado (ie: (f,un) =0¥neN — f=0)
e Sicy, son los coeficientes de Fourier de f, entonces ., ¢2 = || f|ly (Igualdad de Parseval)
o (f.g) =2, ¢cndy para f =3 cyun y g=> dyuy, con f,g € H
Proof : Ejercicio |}

Ya Pau les mencioné el Lema de Riemman-Lebesgue para f € L? usando que son los coeficientes de una
serie convergente, vale adherir que podemos probarlo para todo sistema ortonormal B de L?([a,b]) y para
toda f € L'([a,b]) usando la proposicién anterior y la densidad de las funciones de L? en L' para espacios

de medida finita.



Example :
Sea f = xX|—r0](T) — ZX[or)(2), hallemos su serie de Fourier:

Como f es par tenemos que b, =0

1 0 ™ 2 s _
a0:</ a:dx—/ xd:v)z/ —xdy = —
s —T 0 ™ Jo 2

2 [T -2 ™
an = — | —wcosnxdr = —5 cosnzx|f = — 3 Xnimpar
T Jo T
cos 2n — Dz
Entonces f = — + — E
2n — 1

2 Convergencia de Series de Fourier

Es importante notar que la igualdad de arriba es en sentido L?, pero si f tiene mas regularidad, puede llegar
a valor que valga para todo punto?

Remark Supongamos que f es derivable y que ffﬂ fdx =0, es facil ver usando partes que los coeficientes
de Fourier de f’ cumplen:

ap =20
a, = nb,
b, = na,

Y por ende si ademds f’ € L? tenemos por Bessel que:

Zn:\an] + |bn| < Zn:n|an|ib +n|bnl% < zn:n2ai*zn:n12 + Zn:n%i*;; < ZH:JQ * (Zn:rﬂ(ai —f—b%))
= > an| + b S C |2 < 00

O sea que si f € L? entonces los coeficientes de f son absolutamente convergentes!

Remark Recordemos que si f € AC[—7, 7] entonces f es continua y por el teorema de diferenciacién de
Lebesgue 3f' y f'=gcong / f=a+ [g

Theorem 2.1 Sea f € AC([—m, 7)) tal que f' € L?, entonces la serie de Fourier de f converge uniforme-
mente a f.

Proof Usar M-test de Weirstrass para ver que la serie de Fourier es uniformemente convergente usando la
proposicién anterior. Sale |

O sea que para ver la convergencia puntual, ya basta con que f cumpla las hipétesis anteriores. El
teorema justo es:

Theorem 2.2 Sea f € L'([—, 7)) tal que para x € (—m,7):

/7r |f($)—f($—7)

|dT < 0o (Condicion de Dini)
-

Entonces la serie de Fourier de f converge puntualmente en x.
Proof Cualquier libro de Series de Fourier
Para nosotros nos va a bastar los siguientes enunciados:

Remark e Sea f derivable en x € (—m, ), entonces f cumple la condicién de Dini

e Sea f € Cj([—m,7]), entonces f cumple la condicién de Dini Vz € [—m, 7]



3 Separacion de variables

Hallemos una solucién del problema

Ugy

Propongamos una solucién de la forma u(z,t) =

1
—sup=00<ax<mt>0
c

(0,2)
(mt)=0t>0
u(x,0) =

ou
o (,0) = g(x)

=0t>0

)

f()

d(x)h(t), entonces ugz, = ¢ y uy = ¢y y por ende:

1
8" — 60" =0
c
Ahora si suponemos que u # 0 entonces:
¢// 1 1/]//
R

Pero notemos que el LHS es una funcién de x, mientras que el RHS es una funcién de t y la igualdad es
Vz,t entonces ambos son iguales a una constante A. O sea:

¢ =\
"n_ 62)\¢

Ahora: u(0,t) =0 = ¢(0)y(t) =0Vt = ¢(0) =0 Y ademads: u(m,t) =0 = ¢(m)yY(t) =0Vt =

¢(m) =0

e Resolvamos ¢

Remark Si A > 0 entonces la tinica solucién es ¢ = 0 y por ende no nos sirven

Proof Ejercicio

Por la Observacién suponemos A < 0, entonces ¢(z) = acos v/ —Ax+ sin/—Ax Como 0 = ¢(0) = a'y

0= ¢(m)
Luego ¢ (z) =sinkx Vk € N

= Bsinv/—Ar entonces o =0y nosquedap =00+ Ir=krkeN = A= —k*>keN.

Remark Notemos que al tener condiciones de Dirichlet en la direccién x, obtuvimos los autovalores

del sistema, esto es una técnica general.

e Resolvamos 1)

Tenemos Yy (t)
Ahi usamos las condiciones iniciales!

e Obtenemos la solucién u

= —c?k%¢Y(t) y por ende 1 (t) = ay coskct + By sinkct. Y como obtenemos ay, By 77

Sea uk(x,t) = ¢pr = sinkx (o cos ket + By sin kct) estas son solucién Vk € N, entonces a priori
podemos proponer u = Y, cxuy como solucién, inspirdndonos en que en cada direccién tenemos un
problema de S-L y en dimensién finita si tenemos bases By y By de Vi y V5 entonces B1 X By es base
de V1 x V.



Como f(z) = u(x,0) =Y 72 cpagsinkz y esto nos dice, que si extendemos f de forma impar (cosa
de que a = 0 y tenga sentido restringido a [0,7]), llamando a esa extensién f(z) tenemos: by =
%fow f(t)sin ktdt = ayep,

ou

Ahora g(z) = a(w,())

Ckﬂkkc
e Veamos si nuestra u es solucién

Recopilando, si llamamos f(x) = f@)xpx — F(=2)X—r0) ¥ 9(2) = 9(@)X[0,x) = 9(=2)X[-r,0) ¥ la-
mamos b, = 2 [ ft()sinktdt y b, = 2 [ gt() sin ktdt entonces tenemos:

=Y 1ok sinkxzfBikcy por ende, de la misma manera, b = % fo mg(t) sin ktdt =

(e.o] Z; o
u(x,t) = Z (bk sin kx cos ket + k—’; sin kx sin k‘ct) = Z Uk
k=0 k=0

1. Veamos que u esta bien definida y que u € C([0, 7] x [0, 00))
Sea Sn(z,t) = ngvzo uy es claro que Sy € C([0,7] x [0,00)), entonces si notamos que: |uy| <
k| + g2 bx] < [br] + £1bx]
Luego si f',g € L?> = Sy — u uniformemente por la proposicién anterior, y entonces u €
C([0, 7] x [0,00))

2. Chequeemos las condiciones de borde

— u(0,t) =3,0=0

—u(mt)=3%,0=0

— u(x,0) = Y. bpsinkz = f(z) y es en todo punto pues si pido f’ € L? entonces cumple la
condiciéon de Holder y entonces cumple Dini

- S@,0) = g(a)??

Notemos que :
N N
aS 0 -
o sZ( iy > <3 kbl + [bl
k=0 k=0

Luego si f” € L? y ¢’ € L? tenemos que:

Zk|bk|<2k2|bk% > (k|bk])? Z < o0

k
. . . 35 N ou
Entonces por la proposicion inicial bajo las hipdtesis estas 5 — a y sacamos dos cosas,
una es que la derivada de u respecto a t es continua, y otra es que Zk 8t y por ende
ou
5 —(x,0) = g(x) pues como el item anterior, g cumple Dini

3. Chequeemos que u € C%(]0, 7] x [0,00))

Es facil ver de la misma manera del item anterior, que si f”, ¢’ € L?y f, f', g € AC|0, 7] entonces
u € CH([0,1] x [0, 00))
Veamos las derivadas segundas:

N
925y P, ,
Eewon 52 <> < 92 > E k= |bg| + — |bk\

k=0

Luego queda claro, por simetria que queda algo similar en ¢t y por ende si f, f/, ", g,9' € AC|0, 7]
v 1", g" € L*([0,7]) entonces u € C%([0, 7] x [0,00)). Este es un cldsico ejemplo de ecuacién no
regularizante, al contrario de las proximas que vamos a ver en la materia.



4. Chequeemos que u cumple la ecuacién y por ende es solucién clasica
Es claro que (SN )zz — C%(SN)tt =0, pero como (SN)zz — uzx 'y (Sn)u — wit y las convergencias
son uniformes entonces uy, — C%utt =0



