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Ecuaciones Diferenciales A y B

Segundo Parcial 30/11/15

1. Resolver por el método de separacion de variables,

Up — Ugg — Up = 0 en (0,7) x (0, 4+00)
u(0,t) = wu(mt) =0 te(0,+00)
u(z,0) = f(z) x € (0,m),

donde f € L?(0, 7).

a) Verificar que la funcién u hallada es, efectivamente, una solucién de la ecuacién y que
u(0,t) = u(m,t) = 0 para t € (0,+00).

b) Probar que u € C*°([0, 7] X [d,4+00)), para todo § > 0.

¢) Probar que limy o u(z,t) = f(z) en sentido L?.

2. Probemos que F(L'(R)) es un conjunto estrictamente contenido pero denso de Cp, donde

ng{fEC(R): lim f(:L‘):()}

|z|—+o00

a) Sea f € L'(R) tal que fes impar, entonces para b > 0 tenemos que
) =

‘ / 7€) 4e
1 £

b) Hallar g € Cy que no cumpla el item anterior y concluir que F(L*(R)) C Co.
¢) Ver que F(L'(R)) es denso en Cy.

< A,

con A > 0 que no depende de b.

3. Sea {u,}nen una sucesiéon de funciones arménicas en €2 abierto conexo de RV tal que
u, > 0, Vn € N, y existe zyp €  tal que u,(xz0) < C, Vn € N. Probar que, para todo
compacto K C ( existen una subsucesién {uy, }; y una funcién v arménica en K tal que
Up, = uen K.

4. Sea T € R* y notemos Ur = (0,1) x (0,7]. Ademés sean v € C>'(Ur) N CY(Ur) y
ug € C1([0,1]) tales que

U — Uy + 02 = 0 en Up
u(z,0) = wup(r) en0,1]
uz(0,¢) > 0 en [0, 7
uz(1,¢) < 0O en [0, 7.

Probar que u(z,t) < ||up||e para todo (z,t) € Ur.

Justifique todas sus respuestas.



Apéndice
Sean a, b € R entonces las soluciones del sistema z” + ax’ + bz = 0 son:
1. {e®tcos (agt), et sin (agt)}, si @ = ay +iag es una raiz compleja del polinomio z2+az+b.
2. {e*t 22} iy, ag son raices reales distintas del polinomio 22 4 az + b.

3. {e* te®'} si el polinomio z? 4+ az + b tiene a a como raiz doble.

Resolucién
Ejercicio 1
Supongamos que u(x,t) = (x)p(t), con ¥ # 0y ¢ #= 0, entonces
(@) (t) =" (2)p(t) — ¢’ (2)p(t) = 0.

Luego
o'(t) _ (x) + ¢ (x)
o(t) ¥(z)
porque, por un lado, depende sélo de x y por el otro sblo de ¢, por lo tanto, tiene que ser
constante. Ademads recordemos que suponemos que todos los denominadores son distintos de

=\ €ER,

cero.
Por otro lado, u(0,t) = ¥(0)¢(t) = 0 para todo t > 0, entonces ¢(0) = 0 (pues ¢ = 0 no nos
sirve). Andlogamente (1) = 0.
Tenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias para resolver, por un lado

P (x) + Y (x) = Mp(x) =0 z € (0,1)
P(0) =9(1) =0,

y por el otro
¢'(t) — Ap(t) = 0.
Esta parte la hicieron bien todos, asi que avancemos! Llegaron a que

V() = age 2% sin (kx), @(t) = Bkef(k2+%)t ke N.

Entonces proponemos

o0 o0
u(zx,t) = Z vke_%x sin (k:x)e_(kQ"'%)t = ¢~3(wt30) Z Vi sin (k:v)e_th.
k=1 k=1

Nos falta deteminar vj, para que se cumpla u(x,0) = f(z), pero u(z,0) = e"3® > ory Yk sin (kx),
esto sucede si
1 o0
f(x)e2® = Z i sin (kx).
k=1

Para eso definimos )
. { flz)ez® si € [0,m)

—f(—a:)eféx six € (—m,0),

es decir, la extensién impar de f(:c)e%x al (=, 7). Observemos que f € L?*(—m,7) pues f €
L?(0,7), €37 es continua y (—m,7) es de medida finita, por lo tanto

f(z) ~ Z ay sin (kx),
k=1

2



2

dondeaj, = 1 [T f(x)sin (kz)dx = = f(m)e%x sin (kx)dz (los términos ag y by son cero porque

f es impar).
Entonces propongo 7, = ag. Ademas observemos que, por Hélder,

2, 1
lax| < ;Hm 220,01 I 20,7y = Cllfll L2 (0,m)- (1)

a) Veamos que la u propuesta cumple la ecuacién y las dos primeras condiciones de borde:

Sea to > 0 fijo, veamos que u € C([0,7] X (to, +00). Llamemos uy(z,t) = ay, sin (kz)e ",

entonces, por

k@, )] = lax| - [sin (k)| e < C(eFto)k,
pues si t > tg, e ¥t < 7" para todo k € N. La serie Y32, C(e*0)* converge pues,
limy, {/(e*t0)k = limy e~*° = 0 < 1, y aplicamos el criterio de Cauchy de convergencia
de series. Como tg era arbitrario, por el M-test de Weierstrass, la serie > po ug(z,t)

converge absoluta y uniformemente en [0, 7] x (¢g, +00), como ty era arbitrario, converge
uniformemente en [0, 7] x (0, +00).

Con esto vimos que u estd bien definida. Ademads, sea S, = Y p_; ug(z,t), vimos que
Sp, = wen [0,7] x (0,+00) y Sy, es continua para cada n, entonces u € C ([0, 7] x (0, 4+00)).

Por otro lado, cada S, verifica (Sy,): — (Sp)zze — (Sn)z = 0y Sn(0,t) = Sy (m,t) = 0 pues
cada uy lo verifica y las S, son sumas finitas de uy.

Entonces, para ver que u es solucién, nos resta ver que (Sp)¢, (Sn)zz ¥ (Sn)z convergen
uniformemente.

%(m,t) => i %uk(az,t}, entonces %uk(x,t) = aj,(—k?) cos (kx)e**t por lo tanto, si

fijamos ty > 0, por ,

gtuk(fb“,t)‘ = |ag| k2 |cos (kz)| e ¥t < Ck2(e Fto)k,

—kto)k

Veamos que la serie 332, Ck?(e converge por el criterio de Cauchy ya que

lim {/k2(e~kto)k = 1im Vk2e M0 = 1,0 < 1.
fm (e~kto) fm e 0<

Como tq era arbitrario, por el M-test, % = v, como S,, = u, u resulta derivable respecto

detyv=u.

Las cuentas para (Sy), vy (Sp)zz son parecidas, tenemos que probar que series de la pinta
o2 1 p(k)(e~*0)* convergen, donde tg > 0 fijo y p(k) es un polinomio en k aplicando el
criterio de Cauchy de nuevo (observemos que /p(k) — 1 cuando k — o).

Luego u € C*1((0,7) x (0,4+00)), u(0,t) = u(m,t) = 0y us — Upy — Uy = 0.

En este item sélo habia que observar que las derivadas a-ésimas de u; van a ser de la
pinta agp(k) cos (kx)e*k% o agp(k)sen (ka:)e*th donde p(k) es un polinomio, entonces,
para to > 0 fijo, por (1)),

|D%up(x,)] < C [p(k)| (e**0)"

y la serie de la derecha converge por el criterio de Cauchy, luego por el M-test
DS, = D%,

y como D%S,, es continua para todo a, D%u también lo es.



c) Veamos que limy\ o u(x,t)e%m = f(m)e%’” en sentido L?. Como sin (kx) pertenecen a una
BON,

[ee)

1 L 1, 2
lu(-, e = F()e? (12200 < llul e = FOllT2mm = §: —(K+)t _1)2,

Notemos que e~ (*+Dt < 1. Por otro lado, dado € > 0, por Bessel, >"72; a% < 00, entonces
existe M > 0 tal que 332, a2 < e. Entonces

M-1

lu(- t)ez = F()eZ [Fagm < D af(e”** ) +Z%

el primer término tiende a cero porque es una suma finita y puedo meter el limite adentro
y el segundo término es menor que &, luego

1 1
(-, t)ez” — f(-)e2" || L2(0,x) -0 0.
Por otro lado

1 2 2 2
e”(U(fv,t)—f(w))( = " fu(x, t) — f(2)]" = ule, 1) — f(2)]7,

entonces ) )
[u(- t)ez — f()e2 | L20m) = lul,t) — F()ll L2 0m)-
Por lo tanto [[u(-,t) — f(*)llz2(0,x) —t—0 0.

Ejercicio 2
1. Punto a

Primero como f € L' sabemos que f esta bien definida, y estamos suponiendo que es
impar. Notemos que esto implica que 0 = f(&)+f(—€) = ctes [p f(z)(e7%%) + () dx =
ctes [p(f(x)cos(€x)dz). Por ende f =iC [y f(x)sen(x€)dz.

Ahora si nos daban b > 0 y nos pedian probar que

f’f(f)df‘ < A con A que no de-

penda de b. Para eso debiamos escribir lo que ya sabemos!! Tenemos que df =
f1 Jr dedﬁ y como f € LY(R) y bm(gixg) € LY([1,b]) Vb € R>q (Pues por ejemplo
esta acotada es continua y el soporte es de medida finita), esto dice que f % € LY([1,b] x
R) cTP B entonces por Fubini tenemos que [; b Jr ded{ = |z flb Md{dm.

Este es un punto crucial, porque &) ¢ 11 (R>o)!!

Reescribiendo tenemos que [; bf (5 ¢ = [z f(2) [ b sen mf dédx.

Pasemos a acotar b Sen(m& dg, Senéxf) ¢ =

f:;l?b sin(x) dx

x

para eso notemos que si b > 1 entonces fl

n b <1
Entonces tenemos ;! Mdf , donde Sen(a‘{) es continua en un compacto y esta aco-
1
tada, por ende [, == z§ d¢ < ||sinc(z )HLl ([0.1])-
= h>1
Aca una forma era simplemente llamar so, =

1 .
Sont+1 = J, anT)) ™ gdx entonces tenemos que s, — Ssn+1 — 0. Pero simplemente

(2n+1)m

omr - gdx con g = sinc(z), y llamar

Jro, sinc(z)dz = 3, (—1)"sn < oo por el criterio de Liebniz.

sin(x)

De yapa veamos como calcular [ sinc(x)dz!! donde sinc(z) =



a) My personal favorite
Sean I (t) = too sm(w Ddx e I(t) = JRso %dw, entonces I y I3 son soluciones
dey'+y =131t > 0. Por ende I; — I satisface ¥ + y = 0, pero la solucién
de eso es I(t) = Asin(t + B)! Ahora como (ej) I1, Ix — 0 tenemos que A = 0
por lo que I1(t) = B = Iy(t), t > 0. O sea que [p_ sinc(z)dr = [p_ 1Jr%daz =
lim,, (arctan n — arctan 0) = R R

b) A trickyy
Del dltimo ejercicio de la préctica de Fourier tenemos que £(1) = [p_ e dy =

us
R

1
> t
donde L es el operador transformada de Laplace. Entonces [g>o sinc(z)dz =
Jooy Jroy € " sin(z)dtde = [poo sinc(z)de = [p_ [ e sin(z)drdt (Por Fu-

bini) Y como L(sin(x)) = tenemos que [p>o sinc(z)dzr = [p>o 1Jr%dt =7

1
1442

Por ende por h o por v tenemos que

K f@dg' < fu @) | 8259 de|do < O fl 12 = A
v A no depende de b.

2. Punto b

Aqui simplemente era hallar una g € Cy impar tal que la cota anterior no ande, y era
notar que una funcién que tienda a 0 muy lentamente va a funcionar pues esa integral va
a diverger! Por ejemplo si f(x) = ln(x) andaria, pero hay que defimrla bien. Buen entonces

hacemos f(x) ( )X{z>2}+aX{0<x<2} donde « es lineal entre ;- ( y Y 0. Entonces sea g la
extensién impar de f, es claro que g € Cy y es impar. Ademés flb ddr = A+ f2 Wda: =
A+ In(In(z))]5 = oo (b — 00) y por ende no existe f € L' tal que f = g.

3. Punto ¢

Tenemos que C° C S = F(S) C F(L') C Cy por ende como C° = Cy entonces F(L!) =
Co.

Ejercicio 3

Para probar el resultado usaremos el teorema de Arzelé—Ascolﬂ Empecemos demostrando
que {up tnen es una familia de funciones acotada para todo punto de €. Para esto definamos el
conjunto

X={recQ/3C, eR" yu,(z) < C, para todo n € N}

y veamos que es todo el espacio §2 (que es conexo).
Primero probemos que es abierto. Consideremos x € X. Existen C, y r > 0 tal que B(z,2r) C
Q por lo que B = B(z,r) CcC Q. Dado que la familia de funciones es arménica no negativa,
por la desigualdad de Harnackﬂ existe una constante C' que sélo depende de B (y no de las
funciones) tal que
un(y) < s%p Up < Ciréfun < Cup(z) < CC,

para cualquier n e y € B; con lo cual B C X. Para ver que es cerrado (relativo a (2), consideremos
{Zm}men C X tal que x,,, — x € Q. Como antes, tenemos B = B(x,r) CC Q y existe x,, € B;
asi

up(x) < s%p Uy < C’i%f U < Cup(xy) < CCy,,

Ademés X es no vacio por hipétesis, por lo que resulta X = (.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Arzel%C3%A0%E2Y%80%93Ascoli_theorem
ZVer el libro de Evans en la pagina 32.


https://en.wikipedia.org/wiki/Arzel%C3%A0%E2%80%93Ascoli_theorem

Para continuar, veamos que es una familia equicontinua. Sea K C §2 un compacto cualquiera
y tomemos € > 0, z € K y r > 0 tal que B = B(z,r) C . Por lo anterior resulta que

[unloBlloo < M

para un M suficientemente grande que depende sélo de la bola elegida pues podemos aplicar
Harnack para B(z,2r) C . Ademaés por lo visto en la précticalﬂ sabemos que

N
[Grun(z)| < —~lunlop|lo

y con todo esto mas el teorema del valor medio obtenemos :

3/2

N N
[un () = un(®)] < [Vun(€)[lz = y| < VN—[Junlopllsclz — y| < Mz —y|

r
entonces basta tomar y € B tal que |z —y| < 5@ para verificar la continuidad independien-
temente del n elegido.

Ahora estamos en condiciones de probar el enunciado. Tenemos K como antes, sin pérdida de
generalidad supongamos que tiene interior no vacio y que es conexo. Por lo hecho anteriormente
podemos cubrir K con bolas donde la familia esta equiacotada en toda la bola. Si nos quedamos
con finitas tenemos una cota para todo el compacto que no depende de n. Dado que se cumplen
las hipdtesis de Arzeld-Ascoli, tenemos una subsucesién {uy,},, que converge absolutamente
a una u. Luego si tomamos el conjunto K y usamos el primer ejercicio de la practica ocho
(pues esta subsucesitin convergen en cualquier compacto contenido en K ) demostramos que u
es armonica.

Finalmente, dado cualquier compacto K’ podemos suponerlo conexo y tomar otro compacto
K tal que K/ C K C Q y la distancia entre sus fronteras sea positiva.

Ejercicio 4

Supongamos que u(zg,tp) es un m
aximo. Si typ = 0 ya tenemos el resultado. Supongamos que tyg > 0 y que zg € {0,1}. Dado que
[0,T] es un compacto, existe £ > 0 tal que uy(1,¢) +¢e < 0.

Entonces definamos v := u + ex, cumple que

vz (0,t9) = ux(0,t0) +€ >0 (2)
ve(1,t0) = wu.(l,tp) +e<0. (3)

Luego si g = 0 tenemos un absurdo pues hay un méximo y vale . Y por tampoco podemos
tener un maximo en xy = 1. Con lo cual debe ser que tg = 0 y asi

maxu < maxv < [|v(+,0) o < |luolloo + €
Ur Ur

y vale lo buscado pues € puede ser tan pequefio como queramos.

3Ver el ejercicio seis de la préctica ocho.



