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PrACTICA 7

1. Verificar que la funcién f(x) = v/(x — 3)? satisface f(1) = £(5) y que no existe ¢ € (1,5)
tal que f’(c) = 0. ;Qué hipdtesis del teorema de Rolle no se cumple?

2. Para la funcién f(x) = 3x*> — 5, encontrar ¢ € (-2,0) tal que f(0) — f(=2) = 2f'(c).
3. Comprobar que la ecuacién 3x° + 15x — 8 = 0 tiene una Unica raiz real.

4. Probar las desigualdades siguientes:

a) e*> 1+ xparatodo x #0
b) log(x + 1) < x paratodo x > 0
¢) |senx —seny| < |x —y| paratodo x,y € R

d) arctgx < x paratodo x # 0

5. Sea f derivable en [a, +o0) tal que f(a) =0y |f'(x)| < 1 para todo x € [a, +0).

a) Mostrar que |f(x)| < x — a para todo x > a.
b) Deducir que In(x) < x para todo x > 0.

¢) Concluir que e* > x para todo x € R.

6. (Donde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regla de L'Hospital?

3 2
lim 222 = lim 34 = |im & = 3
x—1 P=3x+2 x—1 2x-3 x—1 2

El limite es: -4.

x% sen(1/x)
sen x

7. Probar que lirr%) = 0 sin usar L’Hospital.

(Qué sucede si se aplica L’Hospital? ;Qué se deduce?

8. Calcular los limites siguientes:

X —Ssenx

a) lim 3

x—0 X

e —e 4y
b) im —
x—0 X —senx
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10.

11.

12.

13.

X—+00 \/)_C

e) h’r% (x —senx)Inx

f) 1fn(‘)l+ Inx In(x+ 1)

) Xx+e
g) lim
xotoo x2 4+ 3x — 1
h) lim x* e
X—+00
sen x 1
1) lim
) x—0* \/}
lim xsenx
J) x—0*

Hallar las férmulas de Mac Laurin de las siguientes funciones indicando el término com-

plementario:

a) ﬁ

b) €*

c) xsen(x®)

d) In(x + 1)

e) (1+x)

Desarrollar el polinomio P(x) = x* — 2x? + 3x + 5 en potencias de x — 2.

a) Sea f una funcién n + 1 veces derivable en a = 0 y sea P su n-ésimo polinomio
de Taylor en a = 0. Probar que xP(x) es el (n + 1)-€simo polinomio de Taylor de
g(x)=xf(x)ena=0.

2
b) Encontrar el n-ésimo polinomio de Taylor de 1)-C|- en a = 0. ;Cudl es su resto?
X

a) Calcular In(0.95) usando el polinomio de Mac Laurin de grado 3; estimar el error.

b) Calcular e'! usando el polinomio de Mac Laurin de grado 4; estimar el error.

Si P(x) = 2+3x—4x? es el polinomio de Mac Laurin de orden 2 de f, hallar el polinomio

de orden 2 de:

D) o) = (€ + ) f ()
b) g = L&

x2+1
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14. Hallar la férmula de Taylor de segundo orden para las siguientes funciones en el punto

15.

16.

17.

indicado. Escribir la expresion del resto.

a) f(x,y) = (x+y)’ en (0,0)
b) f(x,y) =e™ en (0,0)
c) fx,y)=x" en (1,2)
d) fey) = Vx+ en (3,4)

Hallar el polinomio de segundo grado que mejor aproxima en el origen a la funcién

¢(x,y) = senxseny

Hallar un polinomio Q(x,y) tal que

I+x+y- ,
i YLFXty o) _

(x,)—(0,0) X2+ y?

Seayy : R — R de clase C? tal que

g(t) =2 =2t + 47 + Ry(1)

. Ry(1)
con lim =
t—0 t2

Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 de f(x,y) = g(2x + 3y) en (0, 0).

0.
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APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS

Extremos relativos

Sean f : (a,b) — Ry xy € (a, b). Se dice que f tiene en x, un mdximo relativo si existe
un ¢ > 0 tal que

JF(x) < f(xo)

para todo x € (xyp — &, xo + 0) C (a, b).

Anélogamente, se dice que f tiene en x, un minimo relativo si existe un ¢ > 0 tal que

f(x) > f(xo)

para todo x € (xo — d, xo + 0) C (a, b).

Cuando f(x) < f(xo) para todo x € (a, b), decimos que f alcanza un valor mdaximo en x.
Si en cambio se tiene que f(x) > f(xo) para todo x € (a, b), decimos que f alcanza un valor
minimo en x.

Teorema de Fermat

Si la funcién f, derivable en (a, b), alcanza un extremo relativo (maximo o minimo) en un
punto interior ¢, entonces f’(c) = 0.

Punto critico

Sea f una funcién derivable en (a, b). Un punto x, € (a, b) se dice que es un punto critico
de fsi f'(xo) = 0.
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Teorema de Rolle

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], derivable en su interior, y verifica f(a) = f(b),
entonces existe un punto intermedio c tal que f’(c) =0 (a < ¢ < b).

Teorema de Lagrange

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en su interior. Entonces, existe un
punto intermedio c tal que

f®) = fla)=(b-a)f(c) (a<c<b)

Teorema de Cauchy

Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] y derivables en su interior.
Supongamos ademds que la derivada g’ no se anula en ningtin punto del intervalo. Entonces
existe un punto intermedio c tal que

fb) ~ fl@) _ f'(0)
gb)—gla) g'(o)

(a<c<b)

Regla de I’Hospital

Supongamos que f y g son derivables en un entorno reducido ! de a y que ambas tienden a
cero cuando la variable tiende hacia el punto a. Si existe el limite

P (C))
aRRPT

entonces,
lim @ =
x—a g(x)

Nora: la regla de I’Hospital se mantiene vélida en los casos en que f'y g tienden hacia +co 0 hacia —co cuando la

L

variable tiende hacia el punto a. La regla también es aplicable aun cuando x — +oo.

Observacion
f'(x) fx)

El hecho que no exita el limite lim no implica que suceda lo mismo con lim ——.
—a g'(x) a g(x)

Teorema (Férmula de Taylor para funciones de una variable real)

Si se supone que la funcién f : R — Ry sus derivadas hasta el orden n: f7, f, ..., f®
existen en un entorno (a — 6, a + ¢) del punto a, la formula de Taylor para |h| < § es la siguiente

ho, o .
f(a+h)=f(a)+ﬂf(a)+§f (a)+--~+af (a) + R,(h)

Isi E es un entorno del punto a, al conjunto E — {a} se lo llama entorno reducido de a



6 FCEYN — UBA — COMPLEMENTOS DE ANALISIS — SEGUNDO CUATRIMESTRE 2015

donde el término complementario, resto o error R,(h) puede expresarse en la forma

hl’l
R,(h) = = f"(c)
n!
para un c tal que |c — al < |Al.
El polinomio

2 n
P,(a+h)= f(a)+ ﬁf'(a) + h—f”(a) +eeF h_f(ﬂ)(a)
1! 2! n!

se llama polinomio de Taylor de orden n de f en a.

Teorema 1 (Férmula de Taylor de Primer Orden)

Sean U Cc R" abiertoy f : U — R diferenciable en a € U. Entonces,

0
fasm =@+ Y L@+ Ry
i=1 !

= f(@)+Vf(a)-h+R(h)

con

’

m Ri(h)
h—0 |[h]]

=0 (1)

Notacion

El polinomio
P(a+h)= f(a)+Vf(a)-h

se llama polinomio de Taylor de orden 1 de f.
Lo que caracteriza a este polinomio es que es el inico polinomio de orden 1 que satisface la
condicion (1), es decir, el tnico que cumple

m f@a+h)—P@+h)
h—0 Il -

0

Teorema 2 (Férmula de Taylor de Segundo Orden)
Sean U c R" abierto, f : U —> R de clase C? y a € U. Entonces,

02
(9xl-(9xj

n a 1 n
fasm =@+ Y L5 > @ nn+ R
i=1 ! ij=1

= f(a) + Vf(a)-h+ Hf(a)(h) + Ry(h)

con
. Ry(h)

im =
h—0 |||

2)

Notacion
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El polinomio
P(a+h)= f(a)+Vf(a)-h+ Hf(a)h)

se llama polinomio de Taylor de orden 2 de f.
Lo que caracteriza a este polinomio es que es el inico polinomio de orden 2 que satisface la

condicion (2), es decir, el tinico que cumple

. fa+h)—P@+h)

Iim

0
h—0 [[hl?

Formas del resto de Taylor

(I) Si f es de clase C?, el resto se puede escribir en la forma

n

R,(h) = ! o (©)h;h
! B 2 ; (9Xja)€j o

i,j=1

= Hf(c)(h)
donde c esta sobre el segmento que une a a con a + h.

(IT) Si f es de clase C?, el resto se puede escribir en la forma

1 »>f
Ry(h)y=— Y ——L(c) hil;h
() =5, )y 6xj(9xj(9xk(C) .

ijk=1

donde c esta sobre el segmento que une a con a + h.

Comentario

Llamando x = a + h, los polinomios de Taylor de una funcién f que satisface las necesarias
condiciones de diferenciabilidad —y las condiciones que verifican sus respectivos restos— se
expresan en la forma

o R P

= 0
alx—all  x-a [x—al

P\(x) = f(a)+Vfa)- (x-a) ,

R _ - f() = Pa(x) _
; T Am e =
walx—al?  xoa [x—al

Pr(x)=f@+Vf(a) - x-a)+Hf(a)x-a) ,




