CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2015

RESOLUCION DEL PRIMER PARCIAL

Ejercicio 1. Sea A = {(x,y) € R? : y = ma?, para algin m € Z}.
a) Si E' C A es no numerable, probar que E tiene algin punto de acumulacién en A.
b) Determinar la clausura de A.

Solucion.  a) Supongamos que no, en particular F no tendria ningun punto de acumulacién en E.
Esto es, todos los puntos de E son aislados, obtenemos asi un conjunto no numerable de puntos
aislados lo cual es absurdo pues E es un subconjunto de R? que es separable.

b) Comencemos haciendo un dibujo para m entre —10 y 10.

Para tener una idea de cuél es la clausura tomemos una sucesion (p,yn)neny C A tal que
(n,yn) — (x,y) y veamos qué cosas podemos deducir sobre (x,y). Como antes, vale que
Yn = MpZy para todo n (el m, depende de n) y que x,, — = e y, — ¥.

Separemos en casos segun si x se anula o no.

Si x # 0 entonces z,, # 0 a partir de un momento (existe ng tal que si n > ng entonces z,, # 0).
A partir de ese momento, podemos escribir

Yn
Tn

= My,

Tomando limite (ya sabemos que £ € R) obtenemos que

, Y
lim m,, = <.
n—00 T

De acéd deducimos que (my,)nen converge. Como Z es discreto tiene que converger a mg € Z, y
luego deducimos que % = my. Esto nos dice que (z,y) € A.

En caso de que x = 0, tenemos dos posibilidades, y = 0 o y # 0. Si y = 0, claramente el
punto (0,0) € A. Miremos qué pasa cuando y # 0, “jugando” un poco y mirando el dibujo,
imaginandonos el resto de las rectas que forman A, podemos intuir que los puntos de esta forma
van a estar en la clausura.



Con las cuentas anteriores probamos que A C AU {(0,y) € R? : y # 0} y ahora veremos que
efectivamente vale la igualdad.

Sea y # 0. La idea es tomar una sucesién en A que tenga como segunda coordenada a y y como
primera a algo tienda a 0. Consideremos

(Tn, Yn) = (%7 y)

Es claro que (Tn,yn) — (0,y) v ademads y,, = nx,, por lo que (x,,y,) € A. Lo que prueba que
A=AU{(0,y) e R?:y #0}.

Ejercicio 2. Calcular

a)
b)

#{(an)nen € NV 1 30,0y 2= converge}

#{(an)neny € NV 30 i diverge}

Solucion. En ambos items es claro que el cardinal es menor o igual a ¢ pues son subconjuntos de NN y
#NN = Ngo = c¢. Veamos que ambos son ¢, nos resta probar una desigualdad en cada caso, para esto
vamos a construir funciones inyectivas desde conjuntos que sabemos que su cardinal es c. Hay muchas
formas de hacer esto, los invitamos a jugar un poco y buscar otras funciones e ideas en general para el

ejercicio.

a)

. Ny, n 1 _ 3
Consideremos la sucesiéon (2"),en, sabemos que )y 5w = 1, en particular la suma de los
inversos de la sucesién converge. Si le sumamos 1 a algunos terminos de la sucesién, la suma va a
ser menor (por serlo cada termino) y por lo tanto convergente. Consideremos

1
¢: {0, 11N — {(an)neN e NV Z — converge}
neN On
dada por ¢((an)nen) = (an + 2")pen. Esta funcién estd bien definida por lo que deciamos antes
1 1
D rra S
neN " neN
y claramente es inyectiva, lo que prueba que ¢ < #{(an)nen € NN Y oneN i converge}.
Aqui es mas directo, consideremos
1
¢:{1,2}N — {(an)ngN e NV Z — diverge}
neN n
la inclusién, esto es ¢((an)nen) = (an)nen. Esta funcion estd bien definida pues cada termino

es mayor o igual a un medio y por lo tanto la serie diverge. Claramente es inyectiva, es una

inclusién, lo que prueba que ¢ < #{(an)neny € NV : 3", # diverge}.

Por lo que el cardinal de ambos conjuntos es c.



Ejercicio 3. Consideremos el conjunto

A={(an)neny € £°° : an > aps1}

en el espacio métrico (£, dy).

a) Determinar la clausura de A.
b) &(%)nEN € A°?

Solucion.  a) Consideremos B = {(an)nen € £ : ap > api1}. Veamos que A = B.

Veamos que B C A. Sea b = (b, )nen C B, queremos ver que esté en la clausura de A. Veamos
que B:(b) N A # () para todo € > 0. Construyamos una sucesién explicitamente en la interseccién,
tenemos que tomar una sucesién cercana a b pero estrictamente decreciente. Tomemos a,, = b, + 5.,
es estrictamente decreciente

ap =0b +i>b +i>b +L—a
n — Un m = n+1 om n+1 2(n+1) — Un+1

y se verifica que

g g
doo((an)nEN, (bn)nGN) = sup |an - bn| =sup— = 7 <§g,
neN neN 2n 2

estd en la interseccion como queriamos.

Veamos que A C B. Tomemos una sucesién en A convergente, veamos que el limite estard en B.
Sea (a¥)ren una sucesién en A y sea a tal que a¥* — a. Como |a¥ — a,| < ds(a”,a) tenemos
que la sucesion converge coordenada a coordenada, esto es afl — ap. Como aﬁ > afL 11 para
todo n y k, tomando limite en k£ obtenemos a,, > an,4+1 como queriamos.

Veamos que (1),cn & A°. Queremos ver que B.((1),en) N A® # ) para todo € > 0. Construyamos
una sucesién alli. Dado € > 0, tomemos ng € N tal que ng < € y consideremos

1

L sin<ng
anp=4"
0 sin>ng.

Esta sucesion resulta estar en A° pues an, = angt1 ¥
1 1 1

do <() ) (an)neN) = Sup

"/ neN neN

=—<c
o

— —ap
n

n

= sup
n>ng

como queriamos.

Ejercicio 4. Sean (X,d) un espacio métrico y {z, : n € N} un subconjunto denso numerable.
Consideramos en £, la métrica usual do,. Definimos la funcién f : X — /., como

2)
b)

f(CC) = (d(x7xn) - d(l’n, xl))nEN-
Probar que f estd bien definida y es continua.

Probar que f es una isometria, es decir, que

para todos z,y € X.



Solucion.  a) Para ver que f estd bien definida debemos ver que f(z) € ¢ para todo z € X es

decir, que

sup |(f (2))n| = sup |d(z, zy) — d(zn, 21)| < 0.
neN neN

Fijemos n € N. Como d es una distancia vale que
d(zp,x1) < d(zp,x) +d(x,21) ¥
d(z,x,) < d(x,z1) + d(x1,20),

de lo que se deduce que

y por lo tanto
|d(x, zy) — d(zp, x1)| < d(z1, ).

Como esto vale para n arbitrario, podemos concluir que

sup |d(x, x,) — d(zp, 21)| < d(z,21) < 00
neN

como queriamos.
Veamos ahora que es continua, més adin, que es Lipschitz con constante 1. Tomemos z,y € X y

tratemos que acotar doo(f(), f(v)).

doo(f(), F(y)) = sup |d(z, o) = d(wn, 1) = d(y, 2n) + d(wn, 21)] = sup |d(z, 2n) = (g, 2n)|

Con una cuenta similar a la que hicimos recién se ve que |d(z,x,) — d(y, )| < d(z,y) para todo
n € N y por lo tanto

doo(f (), f(y)) < d(z,y),

lo que prueba que f es continua y una de las desigualdades del {tem b).

Falta ver que doo(f(x), f(y)) > d(z,y) para todos z,y € X. Observemos que en la parte a) no
usamos que el conjunto {z, : n € N} es denso, lo que nos da una idea de que deberfamos de tener
que usarlo ahora. Daremos dos posibles formas de ver la desigualdad.

1. Supongamos que la desigualdad no es cierta, es decir, que existen xz,y € X tales que
doo(f (), f(y)) < d(z,y). Si esto vale, entonces existe > 0 tal que

(tomamos r = d(x,y) — doo(f (), f(y))). Reescribiendo esta igualdad obtenemos

Sug ‘d(xv xn) - d(y7 xn)’ - d(.%', y) -
ne

Como {z, : n € N} es denso, existe z,, tal que d(z,,,y) < 5. Luego
d(z,y) —r = Sug d(2, 2) — d(y, zn)| = d(,Tne) — d(Ys Tng) > d(2, Tng) — 5
ne
Por otro lado, d(x,y) —r < d(x,Ty,) + d(Tpy,y) — 7 < d(2,2pn,) + 5 — 17 = d(2,2p,) — 5.

Juntando las dos desigualdades resulta

d(x7xno) - g > d(x,y) -Tr> d(xaxno) - ga

lo cual es absurdo. Por lo tanto no puede ser que doo(f(z), f(y)) < d(z,y) y luego
doo(f(x), f(y)) > d(x,y) como queriamos probar.
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2. Sean z,y € X. Veremos que d(z,y) es el supremo del conjunto
A ={ld(z,z,) —d(y,zp)| : n € N}.

Que es cota superior ya lo vimos en el item a), aqui veremos que existe una sucesién de
elementos de A que converge a d(z,y).

Como {zy, : n € N} es denso en X existe una sucesién (z,, )ren que converge a x. Luego, si
tomamos la sucesién en A dada por ay = |d(z, zp, ) — d(y, T, )|, como las funciones distancia
y médulo son continuas, resulta que ap — |d(z,z) — d(y,x)| = d(x,y). Esto concluye la
demostracién de que

d(x,y) = sup |d(x, zn) — d(y, n)| = doo(f (2), f(y))-

neN

Ejercicio 5. Sean X e Y espacios métricos, f : X — Y continua y (A,)peny una sucesién de
subconjuntos compactos de X tales que A,, O A,41 para todo n. Probar que f(N,A4,) = Nnf(4y).

Solucion. La inclusién hacia la derecha vale siempre. Si tomamos = € N, A,, entonces x € A,, para
todo n. Luego f(z) € f(A,) para todo n, lo que equivale a decir que f(z) € N, f(4n).

Ahora tomemos y € N, f(Ay) y veamos que existe z € N, 4, tal que f(x) = y. Para cada n, existe
xn € Ay tal que f(x,) =y. Observemos que como A, 1 C A,, 4, C A; para todo n y en particular,
T, € Ay para todo n.

Como A; es compacto, existe una subsucesion (zy, )xen convergente. Llamemos « a su limite. Observemos
que como f es continua f(x,,) — f(z), y como f(z,,) = y para todo k, por unicidad del limite,
resulta f(x) = y.

Si vemos que = € N, A, terminamos. Sea n € N. Como (x,, )ken €s una subsucesion, existe ko tal que
ng, > n. Como A;1 C A; para todo j, resulta que z,, € A, para todo k > kg. Como A,, es compacto
(en particular cerrado), el limite de (zp, )ren debe pertener a Ay, es decir, x € A,,.



