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1 2 3 4 5 Calificación

Ejercicio 1. Calcular las componentes conexas y arcoconexas del siguiente subconjunto de R2:

({0} × [−1, 1]) ∪
{(

x, sen
1

x

)
: x > 0

}
.

Ejercicio 2. Consideramos en C[0, 1] las siguientes normas:

||f ||1 =

∫ 1

0
|f(s)| ds y ||f ||∞ = sup

s∈[0,1]
|f(s)|.

Sea T : (C[0, 1], || · ||1)→ (C[0, 1], || · ||∞) el operador dado por

T (f)(x) =

∫ 1

0
(x− s)2f(s) ds.

Calcular ||T ||.

Ejercicio 3. Sea (E, || · ||) un espacio normado y sea S = {x ∈ E : ||x|| = 1}. Probar que E es de
Banach si y solo si S es completo.

Ejercicio 4.

a) Analizar la convergencia puntual y uniforme de fn(x) = e−
x2

n en R.

b) Analizar la convergencia puntual y uniforme de la serie
∑∞

n=1
(−1)n+1

n+x2 en R.

Ejercicio 5. Sea f : Rn → Rn diferenciable tal que supx∈Rn ‖Df(x)‖ = k < 1. Probar que g : Rn → Rn

dada por g(x) = f(x)− x es biyectiva.

Aclaración: aqúı ‖A‖ = supy∈Rn
‖Ay‖
‖y‖ .


