ANALISIS REAL

PRELIMINARES I - CONJUNTOS E INTEGRALES CLASICAS

Ejercicio 1. Sean (X;)icr y (Yi)jes dos familias de conjuntos. Demostrar las siguientes

afirmaciones:

a) (ﬂXz)U( Yy) (X3 UYj)
el jeJ (3,5)eIxJ

(b) (U Xi) Ny Yj) (XiNYj)
el j (3,5)€IxJ

(c) (ﬂx) X ( Yj) (X; X Yj)
icl jeJ (i,§)EIxJ

(d) (UXz'>>< Uv|= U &xixy)

jed (i) eIxJ

(e) Si I =Jy paratodo i € I se tiene Y; C X, entonces

(U< () - ()= (0)
()

( l) (’L 1 l) ( A Z)
iel S 1€

F-Uxi=NF-x)y F-Xi=JF - X))

iel il el iel

(f) Si A C I entonces

N

Ejercicio 2.
(a) Sea (Ap k)n ken una familia de conjuntos indexada en N x N. Probar que

U N Asc () U Aur

keNneN neN keN

(b) Encontrar una familia de conjuntos (A, x)n ken tal que

U N Aus# (1 U Aue

keNneN neN keN



Ejercicio 3. Sean (J))icr, v (Xi)ier dos familias de conjuntos que satisfacen |JJ; = I.
leL

Probar las siguientes afirmaciones:

(a) UXz‘: U (U Xz')

i€l leL \ieJ;

(b) () Xi=() (ﬂ Xi)

iel leL \ieJ,

Ejercicio 4. Probar que si A y B son conjuntos tales que A x B = (A1 x By)U (A2 x Bs)
con (A1 X B1)N(As x Bg) =0, Ay x By # (0 y Ay X By # () entonces vale que

(AJ:.A1::¢42y.BiZ.BlLLBQ)é(leZAltjAgbff%rz.Bgzzfﬂ

Ejercicio 5. Sea f : E — F una funcién y consideremos dos pares de subconjuntos
A,BC EyC,D C F. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) ACB= f(A) C f(B)
f(AUB) = f(A)U f(B)
f(ANB) € f(A)N f(B)

)
(b)
(c)
(d) Si f es inyectiva entonces f(AN B) = f(A)N f(B)
(e) AC fHf(A) y fF(fH(D) S D

(f) Si f es inyectiva entonces f(E — A) C F — f(A)
(g) Si f es suryectiva entonces f(E — A) D F — f(A)

(h) f7H(F-D)=E—fY(D)

Ejercicio 6. Sea f : E — F una funcién y consideremos dos familias (X;)icr y (Yj)jes
de subconjuntos de F y F, respectivamente. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) f(UX:) = Uf(Xi)

iel el
(b) f(QIXi) C ‘fo(Xi)

(c) Si f es inyectiva entonces f((X;) = () f(Xi)
iel iel

(d) f7HNY) = NFHY)

JjeJ Jje€J
() FHUY) = Uiy
jeJ jeJ



Ejercicio 7. Dada una sucesién (E, ),cn de subconjuntos de E definimos el lémite inferior
y el limite superior de (Ep)pen como

lim inf £, := U ﬂ E,

neNk>n
limsup E,, := ﬂ U By
oo neN k>n

Probar las siguientes afirmaciones:

(a) E—liminf E, = limsup (F — E,)
n—oo

n—oo

(b) E —limsup E,, = liminf (F — E,,)

n—o00 n—=o0

(¢) liminf E,, C limsup E,

n—o0 n—00

Cuando los limites inferior y superior de la sucesion (E, ),en coinciden decimos que existe
el limite de (E,, )nen v, en tal caso, denotamos a ambos conjuntos simplemente por lim E,,.
n—o0o

(d) Demostrar que si E,,11 C E, para todo n € N entonces lim E,, = () E,.

(e) Demostrar que si E,, C F, 11 para todo n € N entonces lim E, = |J E,.

n—oo neN

(f) Probar que si definimos la sucesién (D,)nen de subconjuntos de E por la férmula
recursiva

D=0
Dyi1 =D, A FE, paratodonéeN

entonces existe el limite de (D,)nen siy sélo si lim E, =0.
n—oo
Ejercicio 8. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X se define la funcién

x4 : X — {0,1} denominada funcidn caracteristica de A por la férmula

XA(x)_{(l) i; ﬁ

Probar las siguientes afirmaciones:
(a) AC B < xa(z) < xp(x) para todo z € X
(b) xanB(z) = xa(z).xp(x) para todo x € X

(¢) xaus(z) = xa(z) + xB(x) — xanB(z) para todo x € X



Ejercicio 9. Sea (X,,)nen una sucesion de subconjuntos de X y f: X — Y una funcién.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) f(iminf X,) C Hminf f(X,)

(b) f(limsup X,,) C limsup f(X,)

(¢) f(liminf X,,) C limsup f(X,)
n—00 n—00

(d) Si f es inyectiva entonces en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 10. Sean E un conjunto y f: P(E) — P(E) tal que A C B = f(A) C f(B).
Definimos las clases de conjuntos R={Z C E: f(Z)CZ}yyS={ZCE: f(Z)2 Z}.
Por 1ltimo, consideremos también los subconjuntos

v=z vy w=J2
Z€ER zZesS
(a) Probar que f(V)=Vy f(W)=W.
(b) Demostrar que si A C E es tal que f(A) = A entonces VC A C W.
Ejercicio 11. Repaso de la integral de Riemann Sea f : [a,b] — R una funcién

acotada. Para cada particién 7 : a = 29 < 1 < 22 < ... < z,, = b de [a, b] consideramos
las sumas inferior y superior de Riemann, definidas respectivamente por:

n—1 n—1
sx(f) = mi(wigr —2i)  Sa(f) =D Mi(wip1 — ;)
i=0 1=0

donde

mi= ff f(z) M;= suwp f(z)

Ie[xivzi+1] JJE[:Ei,JJH_l]

Consideramos los ntimeros:

I = sup{sx(f) : m particién de [a,b]} (integral inferior)

S = inf{S:(f) : m particién de [a,b]} (integral superior)

Finalmente, decimos que f es integrable Riemann en [a,b] si I = S, y en ese caso definimos

b
/ f(z) dz (segiin Riemann) =1 =S
a
Probar las siguientes afirmaciones:

i) Una funcién es integrable Riemann en [a,b] si y sblo si para cada € > 0 es posible
encontrar una particién m de [a, b] tal que S(m, f)—s(m, ) = S0y wi(wip1 —xi) < &,
siendo w; = M; — m; la oscilacién de f en el intervalo [x;, ;1]



vi)

Toda funcién mondtona es integrable Riemann.
Toda funcién continua en [a, b] es integrable Riemann.
Xq (funcién de Dirichlet) no es integrable Riemann.

Si fp @ [a,b] — R es una sucesién de funciones integrables Riemann en [a,b] vy f,, — f
uniformemente en [a, b], entonces f es integrable Riemann en [a, b], y se verifica que:

1y o0 [0 fu(2) dz (R) = [ f(2) dz (R)

Dar un ejemplo de una sucesién de funciones f, integrables Riemann en [a, b] tales
que f, esté uniformemente acotada en [a, b] y converja puntualmente en [a,b] a una
funcién f que no sea integrable Riemann en [a, b].



