ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2015

PRACTICA 6: DIFERENCIACION

Definiciones y notacion: durante esta practica se utilizaran las siguientes definiciones:

] L}OC(R”) denotard el conjunto formado por aquellas funciones medibles que son in-

tegrables sobre todo compacto de R™.

» Para f € L} (R"), f* denotard la funcién maximal de Hardy-Littlewood, definida
por

f*(z) =sup {@/Q |f| : @ cubo que contiene a :c} :

Ejercicio 1. Probar que,
(a) Si f € LP(R™),1 < p < oo, entonces f € Li (R™).

loc

(b) Si f € Lj,.(R™) entonces f* es semicontinua inferiormente.

Ejercicio 2. Para f € L}, _(R") definimos,

1
[ (x) =sup {|B\/ |f| : B una bola que contiene a x} .
B

Probar que existen constantes A, B > 0 que dependen sélo de n, tales que

Af*(z) < f*(x) < Bf*(x), para toda f € Lj, (R").

loc

Ejercicio 3. Sea f € L} (R") que satisface |{x € R" : f(x) # 0}| > 0. Probar que existe
c > 0 tal que f*(x) > ¢|lz||~™ para ||z|| > 1. Deducir que f* & L'(R"), salvo que f = 0 en
casi todo punto.

Ejercicio 4. Sea f € LP(R").

(a) Probar quesi 1l < p < oo, existe ¢ > 0, que no depende de f, tal que para todo a > 0

e eR": f*(z) > a}| < &

/ f(@)|da.
QO Sz f(z)|>a/2}

(b) Probar que si 1 < p < oo, entonces f* € LP(R™). Ademas existe ¢, > 0, indepen-
diente de f, tal que |f*]l, < cpll 1l

Ejercicio 5. Sea S una familia de conjuntos medibles. Decimos que S se contrae regular-
mente a x si verifica

(i) Para todo € > 0 existe S € S con diam S < ¢.

(ii) Existe una constante k > 0 tal que para todo S € S, existe un cubo @ que satisface
r€Q2Sy|Q| <k[S|

Notar que los conjuntos de & no necesitan contener a z.



(a) Probar que {B(z,r)},>0 se contrae regularmente a x.

(b) Probar que si f € Li (R™), entonces en todo punto de Lebesgue de f

loc
1
5 /S F(y) — f(@)|dy — 0

cuando |S| — 0, para toda familia S que se contrae regularmente a x.

Ejercicio 6. Sea ¢ : R” — R medible y acotada tal que sop (¢) C {z : ||z|| < 1} ¥
Jgn @ dx = 1. Para cada € > 0, sea ¢.(x) = ¢ "¢(x/c). Probar que para toda f € L'(R™)

lim(f * ¢:)(z) = f(z),

e—0
si x es un punto de Lebesgue de f.
Ejercicio 7. Sea K : R® — R una funcién medible, acotada y de soporte compacto.
Probar que existe una constante C' > 0 tal que para toda funcién f € L} (R") y para

loc
todo x € R™ vale:
sup |f x Ke(z)| < Cf*(x),

e>0
donde K.(z) = "K(z/e).
Ejercicio 8. Sea f: R — R, definida por:

0, z=0
f(@) :{ xsin(l/x), = #0.

Calcular los cuatro niimeros de Dini de f en xg = 0.

Ejercicio 9. Hallar f : [0, 1] — R creciente, continua y tal que
1
| fwis < 50) - f00)
0

Ejercicio 10. Sea g : [a,b] — R estrictamente creciente y absolutamente continua con
g(a) = cy g(b) = d. Probar que,

(a) Si G C [c,d] es abierto, entonces |G| = fg*l(G) g (z)dx.

(b) Sea H = {x: ¢'(x) #0}. Si E C [c,d] y |E| = 0 entonces g~ }(E) N H tiene medida
nula.

(c) Si E C [c¢,d] es medible, entonces F = g~ '(E) N H es medible y |E| = [, ¢ =
b
Ji xe(g(2))g (x)d.

(d) Si f es medible y no negativa sobre [c, d], entonces (f o g)g’ es medible sobre [a,b] y
L f)dy = [} f(g(2))g ()da.



Ejercicio 11. Sean F': [a,b] — R, absolutamente continua en [a, b], g integrable sobre [a, b]
y

Probar que
b b
/ Fla)g(@)dz = FO)G(b) — F(a)Gla) — / G(2) F'(2)dz.

Ejercicio 12. Probar que si f es de variacién acotada en [a, b], entonces f se puede escribir
como f = g+ h donde g es absolutamente continua en [a,b] y h es singular en [a, b].
Probar, ademads, que ¢g y h son unicas salvo constantes aditivas.

Ejercicio 13. Sean f, : [a,b] — R,(n € N) funciones mondtonas crecientes tales que
Y02 1 fu(x) converge a un limite finito para todo = € [a, b]. Sea f(z) el limite. Probar que

[ es derivable a.e. y f'(x) => 72, fl () a.e.

Ejercicio 14. Sea ¢ : R — [0,1] la funcién de Cantor-Lebesgue extendida de la forma;
o) =0six <0y ¢(x) =1si x> 1. Sea {r,}ney una numeracién de los racionales y

=3 #E ),
n=1

Probar que f esta bien definida, es continua, estrictamente creciente en Ry f'(z) = 0 a.e.

Ejercicio 15. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Sea V' : [a,b] — R
definida por V(z) := V.*(f). El objetivo de este ejercicio es probar que V' = |f’| a.e. Para
eso se propone el siguiente plan.

(a) Dada una particién a = zg < ... < x, = b, existe una funcién g : [a,b] — R tal que,
* g(a) =0,
e paracada 0 < j <n—1: g(zjy1) — g9(z;) = [ f(xj41) — f(z5)],
e para cada 0 < j < n — 1: existe una constante c; € R tal que
g’[zj@j-&-l] = f|[fﬂj’$]’+1] +¢ 6 g|[zj@j+ﬂ - *f|[zj,zj+1} + ¢
(b) Probar que toda funcién g como en (a) verifica que

o g1 =1fae,
o g(b) = )01 | f(@j41) — flaj)],

e VV — g es mondtona creciente.

(c) Elegir una sucesion de funciones g, como en (a) tales que >, (V(z) — gr(x)) < oo
para casi todo z y aplicar el ejercicio 13.

Ejercicio 16. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Sea V : [a,b] — R
definida por V (z) := V' (f). Probar que,

a



(a) f es continua siy s6lo si V lo es.

(b) f es absolutamente continua si y s6lo si V' 1o es. Ademads en este caso,

V(z) = /x |f'(y)| dy, para todo z € [a,b].

(c) f; |f'| < V2(f) y la igualdad vale si y sélo si f es absolutamente continua.



