ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2015

PrRAcCTICA 5: Espacios LP? Y CAMBIO DE VARIABLE

Ejercicio 1. Sean (X, ¥, 1) un espacio de medida, £ € ¥ un conjunto de medida finita y
1 <p1 <p2 <0

(a) Probar que LP2(E,du) C LPY(E,du).

(b) Mostrar que pu(FE) < oo es una condicién necesaria para la inclusién.

Ejercicio 2. Sean (X, %, 1) unespaciodemediday 1 <r <p < s <o0.51 f € L"(X,du) N L*(X,du),
entonces [|f|[ < [I£II7 + /13-

Ejercicio 3. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Probar que:
(a) Si f,, — fen LP(X,dpu), para algin p: 1 < p < oo, entonces f, — f en medida.

(b) Si f, = fen LP(X,du), gn — g en LY X,du), y 1/p+1/q = 1, entonces frg, — fg
en LY(X,dp).

(¢) Siu(X)< ooy fn— fen L®(X), entonces f, — f en LP(X,du), para todo p > 1.

(d) Sifp,— fenLP, 1 <p<oo, gph > gae.y|gnl]o <M, para todo n € N, probar
que fngn — fg en LP.

Ejercicio 4. Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

£, = e", 0<z<1/n
"1 0, en otro caso,

probar que f, — 0 a.e. y f, — 0 en medida pero f, no converge en LP([0,1]) para
1<p<co.

Ejercicio 5. Sean (X, X, 1) un espacio de medida, (f,)n>1y f en LP(X,dp), 1 < p < oco.
Probar:

(@) Ifn— fHLp(X7 dp) -0 = anHLp(X, dp) — HfHLP()Q dp)
(b) Si f, — f a.e. sobre X entonces:
Il o, gy = W iex,a = Mo = Flle(x, ap) — 0

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién: g,(z) = 2P71(|fu(2)|P + |f(2)|P) —
|[fulz) = f(2)P.)

Ejercicio 6. Sea k : R4? — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:
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Probar que si 1 < p < oo, entonces K : LP(R?) — LP(R?) dada por

K(f)(a) = [ bla)f @iy
esta bien definida y es uniformemente continua.

Ejercicio 7. Sean (X, X, ;1) un espacio de medida y E € ¥ tal que 0 < p(E) < oo. Para
1 <p< ooy f medible, definimos:

wif= (o [ rf\p)l/p.
Probar:

(a) pr <p2 = Ny [f] < Np,l[f].

(b) Nplf + gl < Nplf] + Nplgl.

(©) iz Ju 1 F9l < NplfINglg), 1/p+1/q=1.
(d) 1y 00 Np[f] = [ floo-

(e) Sea f € L®(E) , ||flleoc > 0. Para cada n € N, consideramos a,, = fE |f(z)["dp.
Demostrar que limy, oo @nt1/an = || f|loo-

Ejercicio 8. Demuestre la siguiente generalizacién de la desigualdad de Holder.
Si Zle 1/p; = 1/r, p;,r > 1, entonces

11 Frlle < L fullpy - 1wl

Ejercicio 9. Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € LP(0,1) : || f]|, < €} de la
funcién nula, no son convexos.

Ejercicio 10. Sean (X, 3, 1) un espacio de medida, f medible sobre X y

w(a) = p({z € X : [f(x)] > a})

(a) Supongamos que para todo a > 0, w(a) < ¢(1 + a)~P. Probar que f € L"(X,du),
para 0 <7 < p.

(b) Probar que f € LP(X,du) (0 < p < 00), siy sélo si

+oo
> 2Mw(2F) < 4o

k=—o0

Mostrar ademas que existen constantes positivas ¢; y ¢o que no dependen de f tales
que:

+oo 1/p 400 1/p
cl < > 2k”W(2k)) < fllp < e ( > 2kPW(2k)> :
k=—o00 k=—00



Ejercicio 11. Sea E = [0,1/2]. Probar:
(a) f(z) =2 YP(lnz=1)"2/P ¢ LP(E), (1 <p < o), pero f & L"(E) sir > p.
(b) g(x) =Inz~! € LP(E) para todo p: 1 < p < oo, pero g & L®(E).

Ejercicio 12. Sea E = [0,00). Probar que f(z) = z~%2(1 + |Inz|)~! € L?*(E) pero
f & LP(E) para ningtin p: 1 < p < 00, y p # 2.

Ejercicio 13. Dada f € LP(R%),1 < p < oo, probar que:

1/p
@ ([ =0+ f@Pds) " s 27711,

1/p
o) ([ 15t =m+ f@Pa) e 211,

Ejercicio 14.

(a) Dadas funciones f € LP(RY) y g € L9(RY) donde 1/p 4 1/q = 1, probar que la
convolucién f * g(x) existe y es finita para todo z € R?. Ademds define una funcién
acotada y uniformemente continua.

(b) Dado E C R? tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E - FE={z—y:x,y€ FE}

contiene un conjunto abierto no vacio. (Sug.: considerar xpg * x—g.)

Ejercicio 15. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2
fult) = 7 / f(2)da.
t

—h/2

Si f € LP, probar que:

)

b) fn € L2y [ fully < [1flp-
) Para cadar > p > 1, | fullr < b7V £]lp.
)

o = fllp —>h—0 0.

Ejercicio 16. Sean (X, 3, u) un espacio de medida y f € LP(X,du) , 0 < p < oo. Si
1/p+1/q = 1 probar:

(@) [[fllp = supjg,=1 | [ F(x)g(z)dul .

b) Si (fi)r>1 es una sucesion de funciones en LP tal que para toda g € L7 resulta:
> que p g

lim / fkgdx:/ fgdp, entonces:
X X

k—o0

1flp < Um inf [| fi [,
k—o0



Ejercicio 17. Sean (X, X, i) un espacio de medida y p > 1. Definimos:

LP(X)={f: X — R medible : supt(|[{z € X : |f(z)] > t}|)"/? < co}.
t>0

Probar:
(a) LP(X) C LE(X),

(b) Si u(X) < ooy p>1,entonces LE(X) C LY(X).

Ejercicio 18.

(a) Probar que para cualquier funcién medible no negativa f(z,y) de R? vale,

2w poo
/ f(z,y)dedy = / / f(rcosé, rsend)r drdf
R2 o Jo

(b) Probar,
/ e dr = NZs
R

Ejercicio 19. Sea A € R™™ una matriz simétrica y sea Q(z) : R" — R la forma cuadrética
definida por Q(z) = zAz!. Probar que la funcién f(z) = e~ es integrable sobre R" si
y s6lo si todos los autovalores de A son positivos. Probar, ademads, que en tal caso

/2

V/det(A)

Ejercicio 20. Decimos que f : R” — R es una funcién radial si existe g : R>o — R tal
que f(x) = g(||z||). Probar que existe una constante C), tal que para toda funcién radial
f vale que

fdx =
RTL

- flz)dz =C, /000 " Lg(r) dr

Ejercicio 21. ;Para qué valores de p es ||z||? integrable sobre la bola unitaria {||z| < 1}
de R™ 7

Ejercicio 22. Calcular

1
/ —n+1d‘r
R (14 o) T



