
N�umeros enteros
1. Divisibilidad.El onjunto de los n�umeros enterosZZ = fn 2 IR = n 2 IN _ n = 0 _ �n 2 INges errado para la suma, la resta y el produto, es deir, se veri�a: si a; b 2 ZZ entonesa + b; a� b; a:b 2 ZZ. Pero ZZ no es errado para la divisi�on: 158 =2 ZZ. Sin embargo, paraalgunos valores de a; b 2 ZZ vale que ba 2 ZZ, por ejemplo, para b = 36 y a = 12.Dados a; b 2 ZZ diremos que a divide a b (o que a es un divisor de b o tambi�en que b esm�ultiplo de a) si 9 k 2 ZZ tal que b = a:k y en tal aso esribiremos a j b.Notar que uando a 6= 0 deir que a divide a b es lo mismo que deir que el oiente ba esentero.Ejemplos.i) 3 j 0 pues 9 k 2 ZZ tal que 0 = 3:k. En efeto, basta tomar k = 0.ii) 15 j �90 pues �90 = 15:(�6)iii) 14 6 j 21iv) 0 j 0v) Los divisores de 11 son 1, �1, 11 y �11vi) Los divisores de 12 son �1, �2, �3, �4, �6 y �12Propiedades de la divisibilidad.i) a j 0 para todo a 2 ZZii) 0 j a si y s�olo si a = 0iii) 1 j a y �1 j a para todo a 2 ZZiv) a j 1 o a j �1 si y s�olo si a = 1 o a = �1v) a j a para todo a 2 ZZvi) a j b y b j a si y s�olo si a = b o a = �bvii) a j b ^ b j  =) a j viii) a j b () a j �b () �a j b () �a j �bix) Si a; b 2 IN y a j b entones a � bx) a j b ^ a j  =) a j b+ xi) Si a j b entones a j b: para todo  2 ZZxii) a j b+  ^ a j b =) a j xiii) a j b ^ a j  =) a j b�  1



ALGEBRA I EnterosDemostrai�on: Demostraremos iv), vi), ix), x) y xi). Dejamos omo ejeriio la de-mostrai�on de las restantes propiedades.iv) (=)) Si a j 1 entones existe k 2 ZZ tal que 1 = a:k. Luego, tomando valor absolutoen ambos miembros se tiene que 1 = j aj:j kj. Notar que j aj yj kj son n�umeros naturales.Si fuese j aj > 1 entones resultar��a que 1 = j aj:j kj > 1. Por lo tanto debe ser j aj = 1 dedonde se dedue que a = 1 o a = �1. De la misma manera se ve que si a j �1 entonesa = 1 o a = �1.((=) Es trivial.vi) (=)) Si a j b y b j a entones existen enteros k y h tales que b = a:k y a = b:h. Luego,b = (b:h):k = b:(h:k), de donde resulta que b = 0 o h:k = 1.Si b = 0 entones, omo b j a, por ii) debe ser a = 0 y por lo tanto a = b. Y si h:k = 1,entones h j 1 y por lo tanto de iv) resulta que h = 1 o h = �1. Luego, omo a = b:h setiene que a = b o a = �b.((=) Es trivial.ix) Sean a; b 2 IN. Si a j b entones existe k 2 ZZ tal que b = a:k y omo a; b 2 IN entonesk 2 IN. Luego k � 1 y por lo tanto b = a:k � a.x) Si a j b y a j  entones existen k; h 2 ZZ tales que b = a; k y  = a:h. Luegob+  = a:k + a:h = a(k + h) y omo k + h 2 ZZ pues k; h 2 ZZ resulta que a j b+ .xi) Si a j b entones existe k 2 ZZ tal que b = a:k. Luego, para todo  2 ZZ se tiene queb: = a:k: y omo k: 2 ZZ esto signi�a que a j b:Notar que si R es la relai�on en ZZ de�nida por aRb () a j b entones las propiedadesv) y vii) dien que R es reexiva y transitiva. Sin embargo, esta relai�on no es sim�etriani antisim�etria. Pero si la restringimos al onjunto IN de los n�umeros naturales entonesresulta antisim�etria por vi), es deir, la relai�on en IN de�nida por aRb() a j b es unarelai�on de orden.Ejemplo. Determinemos todos los a 2 ZZ tales que a+ 1 j 2a2 + 9.Sea a 2 ZZ tal que a+1 j 2a2+9. Como a+1 j a+1 por v) entones a+1 j (a+1): paraualquier  2 ZZ por xi). En partiular, a+1 j (a+1)(2a�2) = 2a2�2. Luego, a+1 j 2a2+9y a + 1 j 2a2 � 2 y entones, por xiii) resulta que a + 1 j (2a2 + 9) � (2a2 � 2) = 11 dedonde se dedue que a+ 1 = �1;�11. Por lo tanto a = 0 o a = �2 o a = 10 o a = �12.Notar que hemos probado que si a + 1 j 2a2 + 9 entones a = 0 o a = �2 o a = 10 oa = �12, lo que no signi�a que todos esos valores de a satisfagan lo pedido sino que lassoluiones se enuentran entre estos valores de a. Es deir, hasta ahora hemos probadoque fa 2 ZZ = a+ 1 j 2a2 + 9g � f0;�2; 10;�12gPara ver u�ales de estos valores de a satisfaen a+1 j 2a2+9 debemos hequear ada unode ellos:Si a = 0 entones a+ 1 = 1 y 2a2 + 9 = 9. Como 1 j 9 entones a = 0 satisfae lo pedido.2



ALGEBRA I EnterosSi a = �2 entones a + 1 = �1 y 2a2 + 9 = 17. Como �1 j 17 entones a = �2 satisfaelo pedido.Si a = 10 entones a+1 = 11 y 2a2+9 = 209. Como 11 j 209 entones a = 10 satisfae lopedido.Si a = �12 entones a + 1 = �11 y 2a2 + 9 = 297. Como �11 j 297 entones a = �12satisfae lo pedido.Por lo tanto fa 2 ZZ = a+ 1 j 2a2 + 9g = f0;�2; 10;�12g2. N�umeros primos.Observemos que 1, �1, a y �a son siempre divisores de a. Si a = 1 o a = �1 entones,por iv), 1 y �1 son los �unios divisores de a. En ualquier otro aso, a tiene por lo menos4 divisores.Diremos que p 2 ZZ es primo si p posee exatamente 4 divisores. Diremos que a 2 ZZ esompuesto si a 6= 1;�1 y a no es primo.Ejemplos.i) 2, �2, 7 y �3 son primos.ii) 0 no es primo pues tiene in�nitos divisores.iii) 4 no es primo pues tiene 6 divisores. Luego, 4 es ompuesto.iv) �21 no es primo pues tiene 8 divisores. Luego, �21 es ompuesto.v) 1 y �1 no son primos pues tienen 2 divisores y tampoo son ompuestos.Notar que p 2 ZZ es primo si y s�olo si �p es primo ya que p y �p tienen los mismosdivisores.Proposii�on. Sea a 2 ZZ, a 6= 1;�1. Entones existe un primo positivo p tal que p j a.Demostrai�on: Sea a 2 ZZ tal que a 6= 1;�1 y onsideremos el onjuntoS = fn 2 IN = n � 2 y n j agS es un subonjunto no va��o de IN: en efeto, si a = 0 entones 2 2 S, si a > 0 entonesa 2 S y si a < 0 entones �a 2 S. Luego, por el prinipio de buena ordenai�on, S poseeun primer elemento p. Entones p 2 IN, p � 2, p j a y p � n para todo n 2 S. Veamos quep es primo:Para ello, basta ver que los �unios divisores positivos de p son 1 y p. Sea b un divisorpositivo de p tal que b 6= 1. Probaremos que b = p.Como b 2 IN y b 6= 1 entones b � 2. Adem�as, omo b j p y p j a entones b j a. Luego,b 2 S. Por lo tanto, omo p es el primer elemento de S, resulta que p � b. Pero por otraparte, omo b; p 2 IN y b j p, entones b � p. Luego, b = p omo quer��amos probar.Luego, p es un primo positivo y p j a. 3



ALGEBRA I EnterosTeorema. Existen in�nitos primos.Demostrai�on: Supongamos que s�olo existe un n�umero �nito de primos, p1; p2; : : : ; pn. Seaa = 1 + nYi=1 pi = 1 + p1:p2: : : : :pnNotemos que p1:p2: : : : :pn 6= 0 pues 0 no es primo y, omo 3 es primo, entones p1:p2: : : : :pndebe ser divisible por 3. Luego a 6= 1;�1 y por lo tanto, por la proposii�on anterior, adebe ser divisible por alg�un primo. Luego, existe j, 1 � j � n tal que pj j a.Como pj j a y pj j p1:p2: : : : :pn = a� 1 entones pj j a� (a� 1) de donde pj j 1. Luego,pj = 1 o pj = �1, pero esto no puede ourrir porque pj es primo. Luego no puede ser queexistan �nitos primos.Veamos ahora un m�etodo para enontrar primos.Criba de Erat�ostenes. Sea a 2 IN, a 6= 1. Por la proposii�on anterior, existe un primopositivo p tal que p j a y omo p; a 2 IN y p j a, debe ser p � a. Luego,si a no es primo, existe un primo positivo p < a tal que p j a (*)Supongamos ahora que queremos hallar todos los primos positivos menores o iguales que38. Entones proedemos de la siguiente manera:Consideremos la lista de todos los n�umeros naturales menores o iguales que 38. Iremostahando todos aquellos n�umeros que no sean primos y, al terminar, los n�umeros no taha-dos ser�an los primos busados. En primer lugar, tahamos el 1 ya que no es primo:61 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3031 32 33 34 35 36 37 38Si 2 no fuese primo, por (*), existir��a un primo positivo p < 2 tal que p j 2. Luego, 2es primo. Adem�as, ning�un otro m�ultiplo de 2 puede ser primo ya que es divisible por 2.Luego, maramos el 2 para indiar que ya probamos que es primo y tahamos todos losotros m�ultiplos de 2 ya que sabemos que no son primos61 �2 3 6 4 5 66 7 68 9 610 11 612 13 614 15616 17 618 19 620 21 622 23 624 25 626 27 628 29 63031 632 33 634 35 636 37 638Ahora, el primer n�umero que no est�a marado ni tahado, en este aso el 3, debe ser primo.En efeto, si 3 no fuese primo, por (*), ser��a divisible por un primo positivo estritamente4



ALGEBRA I Enterosmenor que 3. Pero el �unio posible es 2 y sabemos que 3 no es divisible por 2 porque silo fuera estar��a tahado. Por lo tanto, 3 es primo y ning�un otro m�ultiplo de 3 puede serprimo ya que es divisible por 3. Luego, maramos el 3 para indiar que ya probamos quees primo y tahamos todos los otros m�ultiplos de 3 ya que sabemos que no son primos61 �2 �3 6 4 5 66 7 68 69 610 11 612 13 614 615616 17 618 19 620 621 622 23 624 25 626 627 628 29 63031 632 633 634 35 636 37 638Ahora, el primer n�umero que no est�a marado ni tahado, en este aso el 5, debe ser primo.En efeto, si 5 no fuese primo, por (*), ser��a divisible por un primo positivo estritamentemenor que 5. Pero los �unios posibles son 2 y 3 y sabemos que 5 no es divisible por 2 nipor 3 porque si lo fuera estar��a tahado. Por lo tanto, 5 es primo y ning�un otro m�ultiplode 5 puede ser primo ya que es divisible por 5. Luego, maramos el 5 para indiar que yaprobamos que es primo y tahamos todos los otros m�ultiplos de 5 ya que sabemos que noson primos 61 �2 �3 6 4 �5 66 7 68 69 610 11 612 13 614 615616 17 618 19 620 621 622 23 624 625 626 627 628 29 63031 632 633 634 635 636 37 638Continuamos de esta manera hasta que no quede ning�un n�umero que no est�e marado otahado 61 �2 �3 6 4 �5 66 �7 68 69 610 �11 612 �13 614 615616 �17 618 �19 620 621 622 �23 624 625 626 627 628 �29 630�31 632 633 634 635 636 �37 638Luego, los primos positivos menores que 38 son los que est�an marados, es deir, 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 y 37.Proposii�on. Sea a 2 IN, a 6= 1. Si a no es primo entones existe un primo p tal que1 < p � pa y p j a.Demostrai�on: El onjunto de primos positivos que dividen a a es un subonjunto no va��ode IN. Luego, por el prinipio de buena ordenai�on posee un primer elemento p, es deir,p es el menor primo positivo que divide a a.Como p j a entones existe b 2 ZZ tal que a = p:b, y omo a; p 2 IN entones b 2 IN.Adem�as, b 6= 1 pues a no es primo. Luego, existe un primo positivo q tal que q j b.5



ALGEBRA I EnterosComo q j b y b j a entones q j a y por lo tanto debe ser p � q ya que p es el menor primopositivo que divide a a. Adem�as, q � b ya que q j b. Luego, p � b de donde p2 � p:b = a,es deir, p � pa.Ejemplo. Probemos que 1009 es primo.Si 1009 no fuese primo entones ser��a divisible por un primo positivo p � p1009 < 32.Los primos menores que 32 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 y 31 (los alulamos antesusando la Criba de Erat�ostenes). Pero ninguno de ellos divide a 1009 (ejeriio) de maneraque 1009 debe ser primo.3. Algoritmo de divisi�on.Si repartimos 15 aramelos entre 5 hios, a ada hio le toar�an 3 aramelos y no sobrar�aninguno. La raz�on de que no sobre ninguno es que 5 j 15. Pero si repartimos 17 aramelosentre 5 hios entones a ada hio le toar�an 3 aramelos y sobrar�an 2 pues 17 = 5:3+2.Probaremos que dados a; b 2 ZZ, b 6= 0, existen �unios q; r 2 ZZ tales que a = b:q + r y0 � r < jbj. Pero antes veamos u�al es la idea de la demostrai�on:Supongamos que a = 32 y b = 6. Queremos hallar q; r 2 ZZ tales que 32 = 6:q + r y0 � r < 6. Observemos que entones debe ser r = 32 � 6:q. De todos los n�umeros de laforma 32� 6:q el valor de r busado ser�a aqu�el que satisfaga 0 � r < 6.Veamos �omo son los valores que toma 32� 6:q para algunos q 2 ZZ:q 32� 6:q0 321 262 203 144 85 26 �47 �10El valor de r busado es r = 2 que es el orrespondiente a q = 5. Como vemos, inrementarq en 1 equivale a restarle 6 a 32� 6:q pues 32� 6:(q+1) = 32� 6:q� 6. Luego, los valoresde 32 � 6:q que vamos obteniendo son ada vez m�as hios y di�eren en 6. Por lo tanto,partiendo de 32 = 32 � 6:0 (q = 0) y restando 6 varias vees (es deir, inrementando q)es laro que en alg�un momento vamos a obtener un n�umero r de la forma 32� 6:q tal que0 � r < 6 y que si seguimos restando 6 (inrementando q) no vamos a volver a obtenerun n�umero en ese rango. Notemos que el r busado es el menor entero no negativo de laforma 32� 6:q, on q � 0. 6



ALGEBRA I EnterosEn general, dados a; b > 0, partiendo de a = a� b:0 (q = 0) y restando b suesivas vees(inrementando q) obtendremos un �unio r de la forma a � b:q que veri�que 0 � r < b.Adem�as, r = min fa� b:q = q 2 IN0g \ IN0donde IN0 es el onjunto de enteros no negativos, es deir, IN0 = IN [ f0g.Teorema. (Algoritmo de divisi�on) Sean a; b 2 ZZ; b 6= 0. Entones 9! q; r 2 ZZ = a = b:q+ry 0 � r < jbj.Demostrai�on: Existenia: supongamos primero que a � 0 y b > 0. En este aso jbj = b.Sea S = fa� b:q = q 2 IN0g \ IN0Como S 6= ; pues a 2 S (tomando q = 0) entones, por el prinipio de buena ordenai�on,S posee un primer elemento r. Es deir, r 2 S y r � x para todo x 2 S.Como r 2 S entones r 2 IN0 y r = a � b:q para alg�un q 2 IN0. Luego q; r 2 ZZ, r � 0 ya = b:q + r.Falta ver que r < b. Supongamos que no, es deir, que r � b. Entones r� b � 0 de donder � b 2 IN0 y r � b = a� b:q � b = a� b(q + 1)donde q + 1 2 IN0. Luego, r � b 2 S. Pero esto no puede ourrir pues r es el primerelemento de S y r � b < r. Luego debe ser r < b.Supongamos ahora que a � 0 y b < 0. En este aso jbj = �b.Como a � 0 y �b > 0 entones, por lo que probamos antes, existen q0; r0 2 ZZ tales quea = (�b):q0 + r0 y 0 � r0 < �b. Luego, tomando q = �q0 2 ZZ y r = r0 y teniendo enuenta que jbj = �b, resulta que a = b:q + r y 0 � r < jbj.Ahora onsideremos el aso en que a < 0 y b > 0. En este aso jbj = b.Como �a > 0 y b > 0 entones, por lo que probamos antes, existen q0; r0 2 ZZ tales que�a = b:q0 + r0 y 0 � r0 < b. Luego a = b:(�q0)� r0. Si fuese r0 = 0 entones basta tomarq = �q0 2 ZZ y r = 0.Supongamos entones que r0 > 0. Luego, a = b:(�q0)� r0 = b(�q0� 1)+ b� r0 y tomandoq = �q0 � 1 2 ZZ y r = b� r0 2 ZZ y teniendo en uenta que 0 < r0 < b y jbj = b, resultaque a = b:q + r y 0 � r < jbj.Finalmente veamos el aso en que a < 0 y b < 0. Ahora jbj = �b.Como �a > 0 y �b > 0 entones, por lo que probamos antes, existen q0; r0 2 ZZ tales que�a = (�b):q0 + r0 y 0 � r0 < �b. Si fuese r0 = 0 entones basta tomar q = q0 y r = 0.Supongamos entones que r0 > 0. Luego, a = b:q0 � r0 = b(q0 + 1) � b � r0 y tomandoq = q0+1 2 ZZ y r = �b� r0 2 ZZ y teniendo en uenta que 0 < r0 < �b y jbj = �b, resultaque a = b:q + r y 0 � r < jbj. 7



ALGEBRA I EnterosUniidad: Supongamos que a = b:q1 + r1 on q1 2 ZZ y 0 � r1 < jbj y que a = b:q2 + r2on q2 2 ZZ y 0 � r2 < jbj. Probaremos que entones q1 = q2 y r1 = r2.Como b:q1 + r1 = b:q2 + r2 entones r1 � r2 = b:(q2 � q1).Supongamos primero que r1 6= r2. Entones, tomando valor absoluto, jr1�r2j = jbj:jq2�q1jde donde jbj divide a jr1�r2j. Luego, omo jr1�r2j 2 IN y jbj 2 IN resulta que jbj � jr1�r2j.Pero esto no puede ourrir, pues 0 � r1 < jbj y 0 � r2 < jbj (si r1 < r2 entonesjr1 � r2j = r2 � r1 � r2 < jbj y si r2 < r1 entones jr1 � r2j = r1 � r2 � r1 < jbj). Luegodebe ser r1 = r2 y por lo tanto b:(q2 � q1) = r1 � r2 = 0 de donde q2 = q1 ya que b 6= 0.Dados a; b 2 ZZ, b 6= 0, sean q; r 2 ZZ los �unios que satisfaen a = b:q + r y 0 � r < jbj.Entones diremos que q es el oiente y r es el resto de la divisi�on de a por b. Observemosque la uniidad del oiente y el resto nos dien que si a = b:k+s, on k; s 2 ZZ y 0 � s < jbjentones k es el oiente y s es el resto de la divisi�on de a por b.Ejemplos. i) Hallemos el oiente q y el resto r de la divisi�on de �132 por 17.Primero hallamos el oiente y el resto de divisi�on de 132 por 17: 132 = 17:7+ 13. Luego,�132 = 17(�7)� 13 = 17(�8) + 17� 13 = 17(�8) + 4Como 0 � 4 < 17 entones q = �8 y r = 4.ii) Hallemos el oiente q y el resto r de la divisi�on de 18 por 25.Como 18 = 25:0 + 18 y 0 � 18 < 25 entones q = 0 y r = 18.iii) El oiente y el resto de la divisi�on de 360 por �9 son q = �40 y r = 0.Notai�on: Dados a; b 2 ZZ, b 6= 0, denotaremos por rb(a) al resto de la divisi�on de a por bEjemplo. Sea a 2 ZZ tal que r5(a) = 2. Calulemos r5(3a� 7) y r10(2a2 + 9).Como r5(a) = 2 entones existe q 2 ZZ tal que a = 5q + 2. Luego3a� 7 = 3(5q + 2)� 7 = 5(3q) + 6� 7 = 5(3q)� 1 = 5(3q � 1) + 5� 1 = 5(3q � 1) + 4y2a2 + 9 = 2(5q + 2)2 + 9 = 2(25q2 + 20q + 4) + 9 = 10(5q2 + 4q) + 8 + 9 == 10(5q2 + 4q) + 17 = 10(5q2 + 4q + 1) + 7Como 3q�1 2 ZZ y 0 � 4 < 5 entones r5(3a�7) = 4 y omo 5q2+4q+1 2 ZZ y 0 � 7 < 10entones r10(2a2 + 9) = 7.Sistemas de numerai�on. Una apliai�on importante del algoritmo de divisi�on es lasiguiente: todo n�umero natural n admite un desarrollo en base s (s > 1), es deir, dados 2 IN, s > 1 entones, para todo n 2 IN, existen �unios a0; a1; : : : ; ak 2 ZZ tales que0 � ai < s para i = 1; 2; : : : ; k y n = kXi=0 aisi8



ALGEBRA I EnterosUtilizaremos la notai�on (ak ak�1 : : : a1 a0)s para indiar el desarrollo en base s de n.Veamos en un ejemplo �omo alular los ai utilizando el algoritmo de divisi�on: alulemosel desarrollo en base s = 3 de n = 38.Dividimos n = 38 por s = 3 obteniendo el oiente q0 = 12 y el resto a0 = 2. Ahoradividimos q0 = 12 por s = 3 obteniendo un oiente q1 = 4 y un resto a1 = 0. Ahoradividimos q1 = 4 por s = 3 obteniendo un oiente q2 = 1 y a2 = 1. Como 0 � q2 < 3,tomando a3 = q2 = 1 resulta que n = (a3 a2 a1 a0)s puesn = 3:q0 + a0 = 3(3:q1 + a1) + a0 = 32:q1 + 3:a1 + a0 = 32(3:q2 + a2) + 3:a1 + a0 == 33:q2 + 32:a2 + 3:a1 + a0 = 33:a3 + 32:a2 + 3:a1 + a0 = 3Xi=0 ai:3i = (a3 a2 a1 a0)ses deir, 38 = 33:1 + 32:1 + 3:0 + 2 = (1 1 0 2)3Cuando la base s es mayor que 10 se utilizan letras para indiar los ai mayores que 9: A enlugar de 10, B en lugar de 11, et. Por ejemplo, dejamos omo ejeriio al letor veri�arque 1838 = (A B 5)13, es deir, 1838 = 10:132 + 11:13 + 5.Ejeriio. Calular el desarrollo en base 2 de 36 y el desarrollo en base 15 de 873.Los granjeros rusos multipliaban dos n�umeros sin neesidad de onoer las tablas de mul-tipliar. Veamos �omo ha��an en un ejemplo. Supongamos que queremos multipliar 37por 29. Entones oloamos ualquiera de ellos, por ejemplo el 37 a la izquierda, debajode �el la parte entera de su mitad que es 18, debajo de �este la parte entera de su mitad quees 9, et, hasta llegar a 1. Ahora onstru��mos una olumna dereha oloando primero el29, debajo de �este el doble que es 58, debajo de �el el doble que es 116, et, hasta que laolumna dereha ontenga la misma antidad de n�umeros que la olumna izquierda:37 2918 589 1164 2322 4641 928Ahora, para ada n�umero de la izquierda que sea par, eliminamos el orrespondienten�umero de la dereha y sumamos los n�umeros que quedaron a la dereha:37 29189 116421 92810739



ALGEBRA I EnterosEl resultado obtenido es 1073, que es el produto de 37 por 29.Ejeriio. Justi�que el m�etodo usado por los granjeros rusos.Propiedades del resto.1) rb(a) = 0 si y s�olo si b j a2) rb(a+ ) = rb(rb(a) + rb())3) rb(a:) = rb(rb(a):rb())4) rb(an) = rb([rb(a)℄n)Demostrai�on: Dejamos omo ejeriio las demostraiones de 1), 2) y 4)3) Sean q; q0 2 ZZ los oientes de la divisi�on de a y  por b. Entones a = b:q + rb(a) y = b:q0 + rb(). Luegoa: = [b:q + rb(a)℄:[b:q0 + rb()℄ = b[q:b:q0 + q:rb() + q0:rb(a)℄ + rb(a):rb()Si fuese 0 � rb(a):rb() < jbj entones ese ser��a el resto, pero podr��a ourrir que nofuese as��. Sin embargo, si dividimos rb(a):rb() por b obtenemos un oiente q00 2 ZZ yel resto rb(rb(a):rb()) de esta divisi�on es mayor o igual que 0 y menor que jbj. Luego,rb(a):rb() = b:q00 + rb(rb(a):rb()) donde 0 � rb(rb(a):rb()) < jbj y, por lo tanto,a: = b[q:b:q0 + q:rb() + q0:rb(a)℄ + rb(a):rb() == b[q:b:q0 + q:rb() + q0:rb(a)℄ + b:q00 + rb(rb(a):rb()) == b[q:b:q0 + q:rb() + q0:rb(a) + q00℄ + rb(rb(a):rb())donde 0 � rb(rb(a):rb()) < jbj. Luego, rb(a:) = rb(rb(a):rb()).Ejemplos. i) r15(17:44) = r15(r15(17):r15(44)) = r15(2:14) = r15(28) = 13.ii) r15(422 + 37) = r15(r15(422) + r15(37)) = r15[r15[r15(42)℄2) + r15(37)℄ = r15[r15(122)++r15(37)℄ = r15[r15(144) + r15(37)℄ = r15(9 + 7) = r15(16) = 1.Como se observa, esta manera de alular los restos nos obliga a poner r15 muhas vees.Veamos otra manera menos engorrosa.4. Congruenias.Sean a; b 2 ZZ y sea m 2 IN. Diremos que a es ongruente a b m�odulo m si m j b� a. Ental aso esribiremos a � b (m).Ejemplos. i) 14 � �8 (11) pues �8� 14 = �22 es divisible por 11.ii) 26 � 196 (17) pues 17 j 196� 26 = 170 es divisible por 17.iii) 783 � 13 (110) pues 13� 783 = �770 es divisible por 110.iv) 151 � 1851 (100) pues 1851� 151 = 1700 es divisible por 10010



ALGEBRA I Enterosv) �722 � 7 (9 pues 7� (�722) = 729 es divisible por 9.Propiedades de la ongruenia.1) a � a (m) para todo a 2 ZZ, m 2 IN2) a � b (m) =) b � a (m)3) a � b (m) y b �  (m) =) a �  (m)4) a � b (m) =) a+  � b+  (m) para todo  2 ZZ5) a � b (m) =) a: � b: (m) para todo  2 ZZ6) a � b (m) y  � d (m) =) a+  � b+ d (m) y a: � b:d (m)7) a � b (m) =) an � bn (m) para todo n 2 IN8) a � rm(a) (m) para todo a 2 ZZ, m 2 IN9) Si a � r (m) y 0 � r < m entones r = rm(a)10) a � 0 (m)() m j a11) a � a+mq (m) para todo q 2 ZZ12) Sea  2 IN. Entones a � b (m)() a: � b: (m:)Demostrai�on: S�olo probaremos 6), 9) y 12), el resto queda omo ejeriio para el letor.6) Si a � b (m) y  � d (m) entones, por 4), a+  � b+  (m) y + b � d+ b (m). Luego,por 3) a+  � d+ b (m).De manera an�aloga, si a � b (m) y  � d (m) entones, por 5), a: � b: (m) y :b � d:b (m).Luego, por 3) a: � d:b (m).9) Si a � r (m) y 0 � r < m entones m j r � a y 0 � r < m. Luego, r � a = m:q paraalg�un q 2 ZZ de donde a = m(�q) + r y 0 � r < m. Por lo tanto, por la uniidad deloiente y el resto, �q debe ser el oiente y r debe ser el resto de la divisi�on de a por m.12) a � b (m)() m j b�a() 9 q 2 ZZ = b�a = m:q () 9 q 2 ZZ = (b�a): = m::q ()9 q 2 ZZ = b:� a: = m::q () m: j b:� a:() a: � b: (m:)Sea m 2 IN. Si onsideramos la relai�on R en ZZ de�nida por aRb() a � b (m) entoneslas propiedades 1), 2) y 3) dien que R es reexiva, sim�etria y transitiva, es deir, es unarelai�on de equivalenia.Ejemplos. i) Hallemos el resto de la divisi�on de �132 por 17. Por la propiedad 11),�132 � �132 + 17:10 (17). Luego �132 � 38 (17) y omo 38 � 4 (17) entones, por 3),�132 � 4 (17). Por lo tanto, usando ahora la propiedad 9) resulta que r17(�132) = 4.ii) Sea a 2 ZZ tal que r5(a) = 2. Calulemos r5(3a� 7) y r10(2a2 + 9). Por 8), a � 2 (5).Luego, usando 4), 5) y 3), 3a� 7 � 3:2� 7 = �1 � 4 (5).Como a � 2 (5) entones por 7), a2 � 4 (5) y ahora, por 12), 2a2 � 8 (10). Y omo9 � �1 (10), por 6), 2a2 + 9 � 8� 1 = 7 (10).iii) Hallemos r15(17:44).17 � 2 (15) y 44 � �1 (15). Luego, por 6), 17:44 � 2(�1) = �2 � �2 + 15 = 13 (15).Luego, r15(17:44) = 13 por 9). 11



ALGEBRA I Enterosiv) Hallemos r15(422 + 37).42 � �3 (15). Luego, por 7), 422 � 9 (15). Por otro lado, 37 � 7 � �8 (15). Luego, por6) 422 + 37 � 9� 8 = 1 (15) y, de 9) se tiene que r15(422 + 37) = 1.v) Hallar r53(541000), r38(75513) y r8(5n) para ada n 2 IN.Por 7), 54 � 1 (53) =) 541000 � 11000 = 1 (53)75 � �1 (38) =) 75513 � (�1)513 = �1 � 37 (38)y luego, por 9), se tiene que r53(541000) = 1 y r38(75513) = 37Veamos omo alular r8(5n):Notemos que 52 � 25 � 1 (8). Luego, por 7),52k = (52)k � 1k = 1 (8) y 52k+1 = 52k:5 � 1:5 = 5 (8)Por lo tanto, usando 9), r8(5n) = � 1 si n es par5 si n es imparvi) Probemos que 7 j 243 + 6:3815 � 2521 � 2 (7); 22 � 4 (7); 23 � 1 (7)Luego, 23k = (23)k � 1k = 1 (7) para todo k 2 IN. Por lo tanto,243 = 2:242 = 2:23:14 � 2:1 = 2 (7)31 � 3 (7); 32 � 2 (7); 33 � �1 (7)Luego, 33k = (33)k � (�1)k (7) para todo k 2 IN. Por lo tanto,3815 = 9:3813 = 9:33:271 � 9:(�1)271 = �9 � 5 (7)Por lo tanto, 243 + 6:3815 � 25 � 2 + 6:5� 25 = 7 � 0 (7) de donde 7 j 243 + 6:3815 � 25.vii) Probemos que 5 j a5 � a para todo a 2 ZZ.Como los posibles restos de la divisi�on de a por 5 son 0, 1, 2, 3 y 4 entones a � 0 (5) oa � 1 (5) o a � 2 (5) o a � 3 (5) o a � 4 (5). Consideremos la tabla de restos m�odulo 5:a 0 1 2 3 4a2 0 1 4 4 1a4 = (a2)2 0 1 1 1 1a5 = a:a4 0 1 2 3 412



ALGEBRA I EnterosComo se ve en la tabla de restos, a5 � a (5) de donde 5 j a5 � aviii) Sabiendo que r7(a5) = 3 hallar r7(a).Haiendo la tabla de restos m�odulo 7a 0 1 2 3 4 5 6a2 0 1 4 2 2 4 1a4 = (a2)2 0 1 2 4 4 2 1a5 = a:a4 0 1 4 5 2 3 6se ve que r7(a) = 5.Ejeriio. Probar que 11 j 1312n � 1 para todo n 2 IN. Sugerenia: 131 � �1 (11)5. M�aximo om�un divisor.Reordemos que la relai�on en IN de�nida por aR b () a j b es una relai�on de orden.Dados a; b 2 ZZ, alguno de ellos no nulo, diremos que d es el m�aximo om�un divisor entrea y b si es el mayor, respeto del orden R, de los divisores positivos omunes de a y b. Esdeir, d es el �unio n�umero entero que satisfae las ondiiones:i) d 2 IN (d es positivo)ii) d j a y d j b (d es un divisor de a y de b)iii) Dado  2 IN, si  j a y  j b entones  j d (Si  es un divisor positivo de a y de bentones R d, es deir,  es menor o igual que d respeto de la relai�on de orden R).Notemos que d es tambi�en el mayor, respeto del orden usual, de los divisores positivos dea y b. En efeto si  es un divisor positivo de a y de b entones por iii) se tiene que  j dde donde  � d.Notemos adem�as que la ondii�on iii) es equivalente a la ondii�on: \dado  2 ZZ, si  j ay  j b entones  j d".El siguiente teorema garantiza que un tal d existe y es �unio.Teorema. Sean a; b 2 ZZ tales que a 6= 0 o b 6= 0. Entones 9! d 2 ZZ que satisfae:i) d 2 INii) d j a y d j biii) Dado  2 ZZ, si  j a y  j b entones  j dDemostrai�on: Existenia: Sea H = fat+ bs = t; s 2 ZZg \ IN. Veamos que H 6= ;:Si a > 0 entones a 2 H pues a = a:1+b:0, si a < 0 entones �a 2 H pues �a = a:(�1)+b:0y si a = 0 entones b 6= 0 en uyo aso b o �b perteneen a H seg�un sea b > 0 o b < 0.Luego, H es un subonjunto no va��o de IN. Sea d el primer elemento de H (existe por elprinipio de buena ordenai�on). Luego h 2 H y d � h para todo h 2 H.Probemos que d satisfae i), ii) y iii): 13



ALGEBRA I Enterosi) d 2 IN pues d 2 H y H � IN.ii) Veamos que d j a. Sean q; r 2 ZZ el oiente y el resto de la divisi�on de a por d. Luego,a = d:q + r y 0 � r < d. Queremos probar que r = 0.Supongamos que no, es deir, que r > 0. Entones r 2 IN. Adem�as, omo d 2 H entonesd = at+ bs on t; s 2 ZZ. Luego,r = a� d:q = a� (at+ bs)q = a(1� tq) + b(�sq)y omo 1� tq;�sq 2 ZZ y r 2 IN entones r 2 H. Pero esto no puede ourrir pues r < d yd es el primer elemento de H.Por lo tanto debe ser r = 0. Luego, d j a.An�alogamente se ve que d j b. Luego, d j a y d j b.iii) Sea  2 ZZ tal que  j a y  j b.Como d 2 H entones d = at+ bs, on t; s 2 ZZ. Veamos que  j d:Como  j a entones  j at y omo  j b entones  j bs. Luego  j at+ bs = d.Uniidad: Supongamos que d1 y d2 son enteros que satisfaen i), ii) y iii).Veamos que d1 = d2:Como d1 satisfae ii) entones d1 j a y d1 j b. Pero omo d2 satisfae iii) esto implia qued1 j d2. Y omo d1 y d2 satisfaen i) entones d1 � d2.Como d2 satisfae ii) entones d2 j a y d2 j b. Pero omo d1 satisfae iii) esto implia qued2 j d1. Y omo d1 y d2 satisfaen i) entones d2 � d1.Luego, d1 = d2.Notai�on. Denotaremos por (a : b) al m�aximo om�un divisor entre a y b, es deir, al�unio d 2 ZZ que satisfae las ondiiones i), ii) y iii) del teorema.Corolario. Sean a; b 2 ZZ tales que a 6= 0 o b 6= 0. Entones 9 t; s 2 ZZ tales que(a : b) = at+ bs.Demostrai�on: Sea H = fat+ bs = t; s 2 ZZg \ IN. En la demostrai�on del teorema vimosque existe d 2 H que satisfae i), ii) y iii) (el primer elemento de H). Luego, por launiidad del m�aximo om�un divisor, debe ser (a : b) = d. Por lo tanto (a : b) 2 H lo quemuestra que 9 t; s 2 ZZ tales que (a : b) = at+ bsObservai�on. Los enteros t y s del orolario no son �unios. Por ejemplo, si a = 24 yb = 15 entones (a : b) = 3 = 2a� 3b = �3a+ 5bEjemplos. 1) Veamos que efetivamente (24 : 15) = 3.Sea d = (24 : 15). Como 3 j 24, 3 j 15 y d satisfae iii) del teorema entones 3 j d. Luego,3 � d pues d 2 INPor otra parte, omo d satisfae ii) del teorema entones d j 24 y d j 15, de donde resultaque d j 24� 15 = 9. Luego, d j 15 y d j 9 por lo tanto d j 15� 9 = 6. Pero entones d j 9 yd j 6, luego d j 9� 6 = 3 y, omo d 2 IN entones d � 3.14



ALGEBRA I Enteros2) Veamos que, dado a 2 ZZ, si d = (7a� 2 : 4a+1) entones d = 1; 3; 5 o 15. Por ejemplo,si a = 1 entones d = (5 : 5) = 5, si a = 2 entones d = (12 : 9) = 3, si a = 0 entonesd = (�2 : 1) = 1 y si a = �4 entones d = (�30 : �15) = 15.Como d j 7a� 2 y d j 4a+ 1 entones d j 4(7a� 2) y d j 7(4a+ 1), es deir d j 28a � 8 yd j 28a+ 7. Luego, d j (28a+ 7)� (28a� 8) = 15. Luego, omo d 2 IN y d j 15 entonesd = 1; 3; 5 o 15.Diremos que a y b son oprimos si (a : b) = 1. Notar que a y b no son oprimos si y s�olosi existe un primo positivo p tal que p j a y p j b.En efeto, sea d = (a : b). Si existe un primo positivo p tal que p j a y p j b entones p j dde donde d 6= 1.Re��proamente, si d 6= 1 entones d > 1. Luego, existe un primo positivo p tal que p j dy omo d j a y d j b entones p j a y p j b.Propiedades del m�aximo om�un divisor. Sean a; b 2 ZZ tales que a 6= 0 o b 6= 0.Entones valen1) (a : b) = (b : a)2) (a : b) = (�a : b) = (a : �b) = (�a : �b)3) Si p es un primo positivo entones(a : p) = n p si p j a1 en otro aso4) Si a j b entones (a : b) = jaj. En partiular, si a 6= 0 entones (a : 0) = jaj5) a y b son oprimos si y s�olo si 9 r; s 2 ZZ tales que 1 = ra+ sb (1 es ombinai�on linealentera de a y b).Notemos que si 1 es ombinai�on lineal entera de a y b entones ualquier entero es om-binai�on lineal entera de a y b: si 1 = ra+ sb y  2 ZZ entones  = :1 = (r)a+ (s)b.6) Si d = (a : b) entones ad y bd son enteros y �ad : bd� = 1Demostrai�on: Probaremos 5) y 6), el resto queda omo ejeriio.5) (=)) Vale por el orolario.((=) Sea d = (a : b), queremos ver que d = 1. Si 1 = ra+ sb, omo d j a y d j b entonesd j ra y d j sb. Luego d j ra+ sb = 1 y omo d 2 IN entones d = 1.6) Como d j a y d j b entones ad y bd son enteros. Veamos que son oprimos. Para ello,por 5) basta ver que 1 es ombinai�on lineal entera de ad y bd .Por el orolario, omo d = (a : b) entones 9 r; s 2 ZZ tales que d = ra + sb. Luego,1 = r ad + s bdProposii�on. Sean a; b 2 ZZ; b 6= 0. Si a = bq + r, on q; r 2 ZZ, entones (a : b) = (b : r).15



ALGEBRA I EnterosDemostrai�on: Sea d = (a : b). Probaremos que (b : r) = d, para lo ual debemos ver qued satisfae:i) d 2 INii) d j b y d j riii) Dado  2 ZZ, si  j b y  j r entones  j dSabemos que d 2 IN ya que d = (a : b). Adem�as, por la misma raz�on vale que d j b. Veamosque d j r. Como d j a y d j b entones d j a y d j bq de donde d j a� bq = r.Sea ahora  2 ZZ tal que  j b y  j r. Entones  j bq y  j r, de donde  j a = bq+ r. Luego j a y  j b lo que implia que  j d pues d = (a : b).Hemos probado entones que d satisfae i), ii) y iii). Luego, por la uniidad del m�aximoom�un divisor, (b : r) = d.Algoritmo de Eulides. La proposii�on anterior nos da un algoritmo on el que podemosalular d = (a : b) y esribir a d omo ombinai�on lineal de a y b, es deir, hallar r; s 2 ZZtales que d = ra+ sb. Veremos �omo en un ejemplo:Calularemos d = (990 : 187) y lo esribiremos omo ombinai�on lineal de 990 y 187.Para ello usaremos el algoritmo de divisi�on y la proposii�on suesivas vees.Primero dividimos 990 por 187: 990 = 187:5 + 55. Entones(990 : 187) = (187 : 55).Ahora dividimos 187 por 55: 187 = 55:3 + 22. Entones (187 : 55) = (55 : 22).Luego dividimos 55 por 22: 55 = 22:2 + 11. Entones (55 : 22) = (22 : 11).Finalmente dividimos 22 por 11: 22 = 11:2 + 0. Entones (22 : 11) = (11 : 0) = 11.Por lo tanto (990 : 187) = 11. En general, el resto de ada divisi�on es mayor o igual queero y estritamente menor que el resto de la divisi�on anterior y por lo tanto en alg�unmomento debemos obtener un resto igual a ero. El m�aximo om�un divisor busado es el�ultimo resto no nulo.Veamos ahora �omo esribir a 11 omo ombinai�on lineal de 990 y 187:990 = 187:5 + 55 =) 55 = 990� 5:187 (1)187 = 55:3 + 22 =) 22 = 187� 3:55 (2)55 = 22:2 + 11 =) 11 = 55� 2:22 (3)Luego, usando primero (3), luego (2) y �nalmente (1) se tiene que11 = 55� 2:22 = 55� 2(187� 3:55) = 55� 2:187 + 6:55 = 7:55� 2:187 == 7:(990� 5:187)� 2:187 = 7:990� 35:187� 2:187 = 7:990� 37:187 == 7:990 + (�37):187Proposii�on. Sean a; b;  2 ZZ. Si a j b: y (a : b) = 1 entones a j .Demostrai�on: Como (a : b) = 1 entones existen r; s 2 ZZ tales que 1 = ra + sb. Luego, = ra+ sb. Como a j ra y a j sb pues a j b entones a j ra+ sb = 16



ALGEBRA I EnterosCorolario 1. Sean a; b 2 ZZ y sea p un primo. Si p j a:b entones p j a o p j b.Demostrai�on: Basta usar la proposii�on anterior y que si p 6 j a entones (p : a) = 1.Ejeriio. Hallar a; b;  2 ZZ tales que  j a:b,  6 j a y  6 j b.Corolario 2. Sean a; b;  2 ZZ y sea m 2 IN tal que ( : m) = 1. Entonesa � b (m)() a � b (m)Demostrai�on: Ejeriio.Proposii�on. Sean a; b;  2 ZZ tales que (a : b) = 1. Si a j  y b j  entones a:b j .Demostrai�on: Como (a : b) = 1 entones existen r; s 2 ZZ tales que 1 = ra + sb. Luego, = ra+ sb. Como a j  entones  = a:k para alg�un k 2 ZZ y omo b j  entones  = b:hpara alg�un h 2 ZZ. Luego  = ra+ sb = rabh+ sbak = ab(rh+ sk) y omo rh+ sk 2 ZZentones ab j .Corolario. Sean a; b 2 ZZ y sean m1;m2 2 IN tales que (m1 : m2) = 1. Entonesa � b (m1) y a � b (m2)() a � b (m1:m2)Demostrai�on: Ejeriio.Ejeriio. Sean a; b 2 ZZ y m1;m2; : : : ;mk 2 IN tales que (mi : mj) = 1 para todo i 6= j.Probar que a � b (mi) 8 i() a � b (m1:m2 : : :mk)Ejemplos.1) Hallar todos los a 2 ZZ tales que 7a � 1 (30).7a � 1 (30)() 7a � 91 (30)() 7a � 7:13 (30). Como (7 : 30) = 1, usando el orolario2, esto �ultimo es equivalente a a � 13 (30). Luego, los a 2 ZZ que satisfaen lo pedido sonlos de la forma a = 30q + 13 on q 2 ZZ.2) Sea a un entero impar no divisible por 3. Probar que 24 j a2 � 1.Como 24 = 3:8 y (3 : 8) = 1 entones basta probar que 3 j a2 � 1 y 8 j a2 � 1.Veamos primero que 3 j a2 � 1: omo 3 6 j a entones los posibles restos de la divisi�on dea por 3 son 1 y 2. Luego, a � 1 (3) o a � 2 � �1 (3). Luego, a2 � 1 (3) y por lo tanto3 j a2 � 1.Ahora veamos que 8 j a2 � 1. Como a es impar entones a = 2k + 1 para alg�un k 2 ZZ.Luego, a2 � 1 = (2k + 1)2 � 1 = 4k2 + 4k = 4k(k + 1)y omo k es par o k + 1 es par entones k(k + 1) siempre es par, de donde k(k + 1) = 2qpara alg�un q 2 ZZ. Por lo tanto a2 � 1 = 4k(k + 1) = 8q. Luego 8 j a2 � 1.Proposii�on. Sean a; b 2 ZZ, alguno de ellos no nulo, y sea  2 ZZ,  > 0. Entones(:a : :b) = :(a : b). 17



ALGEBRA I EnterosDemostrai�on: Sea d = (a : b). Probaremos que (:a : :b) = :d, para lo ual debemosmostrar quei) :d 2 INii) :d j :a y :d j :biii) Sea k 2 ZZ. Si k j :a y k j :b entones k j :di) y ii) son triviales pues d 2 IN, d j a y d j b. Probemos iii): Sea k 2 ZZ tal quek j :a y k j :b. Como d = (a : b) entones existen t; s 2 ZZ tales que d = ta + sb.Luego, :d = t::a + s::b. Como k j :a y k j :b entones k j t::a y k j s::b de dondek j t::a+ s::b = :d. Luego, k j :d omo quer��amos probar.Ejemplos.1) Sean a y b enteros oprimos. Veamos que (2a� b : a+ 3b) = 1 o 7.Sea d = (2a� b : a+ 3b). Entones d j 2a� b y d j a+ 3b. Luego, d j 6a� 3b y d j a+ 3bde donde d j 7a.Adem�as, omo d j 2a� b y d j a+ 3b entones d j 2a� b y d j 2a+ 6b de donde d j 7b.Por lo tanto, d j 7a y d j 7b lo que implia que d j (7a : 7b) = 7(a : b) = 7 pues (a : b) = 1.Luego, d j 7 y d 2 IN de manera que d = 1 o 7.2) Sean a; b 2 ZZ tales que (a : b) = 6. Veamos que (7a� 3b : 2a+ 5b) = 6 o 246.Sea d = (7a� 3b : 2a+ 5b). Entones d j 7a� 3b y d j 2a+ 5b.d j 7a� 3b =) d j 14a� 6bd j 2a+ 5b =) d j 14a+ 35b =) d j 41bd j 7a� 3b =) d j 35a� 15bd j 2a+ 5b =) d j 6a+ 15b =) d j 41a =) d j (41a : 41b) = 41(a : b) = 6:41
Luego, d = 1; 2; 3; 6; 41; 2:41; 3:41 o 6:41. Pero omo 6 j a y 6 j b entones 6 j 7a � 3b y6 j 2a+ 5b de donde 6 j d. Luego, d = 6 o d = 6:41 = 246.Otra manera de haer esto es la siguiente: omo 6 j a y 6 j b entones a = 6k y b = 6q(k; q 2 ZZ). Luego 6 = (a : b) = (6k : 6q) = 6(k : q) de donde se tiene que (k : q) = 1.Por otra parte, d = (7a� 3b : 2a+ 5b) = (7:6k� 3:6q : 2:6k+ 5:6q) = 6(7k� 3q : 2k+5q).Luego, basta ver que si (k : q) = 1 entones (7k � 3q : 2k + 5q) = 1 o 41, lo que dejamosomo ejeriio.3) Sean a; b 2 ZZ tales que (a : b) = 3. Veamos que (3ab : a2 + b2) = 9.Como 3 j a y 3 j b entones a = 3k y b = 3q donde k; q 2 ZZ. Como 3 = (3k : 3q) = 3(k : q)entones (k : q) = 1.Por otra parte, (3ab : a2 + b2) = (3:3k:3q : 9k2 + 9q2) = 9(3kq : k2 + q2). Luego basta verque si (k : q) = 1 entones (3kq : k2 + q2) = 1.18



ALGEBRA I EnterosSean k y q enteros oprimos y supongamos que (3kq : k2 + q2) 6= 1. Entones existe unprimo positivo p tal que p j 3kq y p j k2 + q2.Como p j 3kq y p es primo entones p j 3 o p j k o p j q.Si p j 3, omo p es un primo positivo entones p = 3. Luego, 3 j k2 + q2. Pero esto, por elejeriio 16. v) de la pr�atia 4, implia que 3 j k y 3 j q lo que es absurdo pues k y q sonoprimos.Si p j k entones p j k2 y omo p j k2 + q2 entones p j q2 de donde resulta que p j q pues pes primo. Pero entones p j k y p j q lo que no puede ourrir pues k y q son oprimos.An�alogamente se ve que si Si p j q entones p j k y p j q.Por lo tanto, debe ser (3kq : k2 + q2) = 1 on lo ual se tiene que (3ab : a2 + b2) = 9.Proposii�on. Sean a; b 2 ZZ, alguno de ellos no nulo, y sea n 2 IN. Entones se veri�an:i) Si (a : b) = 1 entones (an : bn) = 1ii) Si (a : b) = d entones (an : bn) = dnDemostrai�on: Ejeriio.Ejemplo. Veamos que (2n + 7n+1 : 2n+1 + 7n) = 1 o 13.Sea d = (2n + 7n+1 : 2n+1 + 7n). Entonesd j 2n + 7n+1 =) d j 2n+1 + 2:7n+1d j 2n+1 + 7n =) d j 2n+1 + 7n =) d j 13:7nd j 2n + 7n+1 =) d j 2n + 7n+1d j 2n+1 + 7n =) d j 7:2n+1 + 7n+1 =) d j 13:2n =) d j (13:7n : 13:2n) = 13(7n : 2n)
y omo (7n : 2n) = 1 pues (7 : 2) = 1 entones d j 13 y, omo d 2 IN, esto implia qued = 1 o d = 13.En realidad, d nuna es 13. Veremos esto m�as adelante.6. Euaiones diof�antias.Una euai�on diof�antia es una euai�on donde las onstantes y las variables son n�umerosenteros, es deir, se pretende hallar las soluiones enteras de una euai�on on oe�ientesenteros. Por ejemplo, hallar todos los x; y; z 2 ZZ tales que 3x2 + y2 = 2z2. Nosotros nosrestringiremos a estudiar las euaiones diof�antias lineales on dos variables, es deir, lasde la forma ax+ by =  donde a, b y  son enteros dados.Supongamos que queremos hallar las soluiones enteras de 12x+ 26y = 7, es deir, todoslos (x; y) 2 ZZ� ZZ que satisfaen la euai�on 12x+ 26y = 7. Como el miembro izquierdoes un entero par y el dereho no lo es, entones en seguida onlu��mos que no hay solui�on.19



ALGEBRA I EnterosLo mismo ourre on la euai�on 350x+ 120y = 45. En este aso el miembro izquierdo esun entero divisible por 10 y el dereho no.En general, supongamos que busamos los x; y 2 ZZ que sean solui�on de ax+ by = . Sid = (a : b) entones el miembro izquierdo es un entero divisible por d pues d j a y d j b. Porlo tanto, si d 6 j  entones la euai�on no puede tener solui�on. Hemos probado entonesque si la euai�on ax+ by =  tiene una solui�on (x; y) 2 ZZ� ZZ entones (a : b) j .A ontinuai�on veremos que vale la re��proa, es deir, vamos a probar que si (a : b) j entones la euai�on ax+by =  tiene in�nitas soluiones (x; y) 2 ZZ�ZZ y tambi�en veremos�omo hallar todas estas soluiones.Veamos primero el aso en que (a : b) = 1: omo a y b son oprimos entones existenr; s 2 ZZ tales que 1 = ra+sb. Luego  = :1 = (r)a+(s)b. Por lo tanto, (x0; y0) = (r; s)es una solui�on de la euai�on. Veamos ahora �omo podemos obtener todas las soluionesa partir de (x0; y0).Sean x; y 2 ZZ tales que ax+ by = . Como ax0 + by0 =  entones ax + by = ax0 + by0.Luego, a(x� x0) = b(y0 � y) (4)Por lo tanto, a j y0 � y y b j x � x0. Luego, existen q; k 2 ZZ tales que y0 � y = aq yx� x0 = bk. Por (4), se tiene entones que abk = baq de donde resulta que k = q.Hemos probado entones que si x; y 2 ZZ satisfaen ax + by =  entones x = x0 + bq ey = y0 � aq. Re��proamente, si x = x0 + bq e y = y0 � aq, on q 2 ZZ, entonesax+ by = a(x0 + bq) + b(y0 � aq) = ax0 + by0 = Se tiene entones que (x; y) 2 ZZ� ZZ es solui�on de ax+ by =  si y s�olo si x = x0 + bq ey = y0 � aq para alg�un q 2 ZZ.Veamos ahora el aso general. Sea d = (a : b) y supongamos que d j . Entones, dado(x; y) 2 ZZ� ZZ vale ax+ by = () ad x+ bd y = ddonde ahora ad y bd son enteros oprimos. Entones, por lo que probamos para el asooprimo, (x; y) 2 ZZ� ZZ es solui�on de ax+ by =  si y s�olo si x = x0 + bdq e y = y0 � adqpara alg�un q 2 ZZ, donde (x0; y0) es una solui�on partiular de adx+ bdy = d .Ejemplo. Hallemos todos los x; y 2 ZZ tales que 14x+ 22y = 160.Primero alulamos d = (14 : 22) para ver si hay solui�on. Como d = 2 y 2 j 160 entoneshay solui�on.Para hallar las soluiones, observamos que 14x+22y = 160() 7x+11y = 80. Resolvamosentones esta �ultima euai�on donde ahora (7 : 11) = 1. Ahora hallamos una solui�onpartiular esribiendo al 1 omo ombinai�on lineal entera de 7 y 11: 1 = 7:8 + 11:(�5)20



ALGEBRA I Enteroslo que implia que 80 = 7(640) + 11(�400). Luego, x0 = 640 e y0 = �400. Por lo tantotodas las soluiones enteras de la euai�on son x = 640 + 11q e y = �400� 7q on q 2 ZZ.Ejeriio. Si se reparten 106 monedas iguales entre una ierta antidad de personas demanera que ada hombre reiba 14 monedas y ada mujer reiba 10 monedas, >u�antoshombres y u�antas mujeres hay?7. Euaiones lineales de ongruenia.Dados a; b 2 ZZ y m 2 IN, queremos hallar todos los x 2 ZZ que satisfaen ax � b (m).Notemos que 9x 2 ZZ solui�on de ax � b (m) si y s�olo si 9x 2 ZZ tal que m j ax� b, si ys�olo si 9x; y 2 ZZ tales que ax� b = ym si y s�olo si 9x; y 2 ZZ tales que ax+ (�m)y = b.Luego, la euai�on lineal de ongruenia ax � b (m) tiene solui�on si y s�olo si la euai�ondiof�antia ax+ (�m)y = b tiene solui�on si y s�olo si (a : m) j b. Por ejemplo, la euai�on14x � 5 (21) no tiene solui�on pues (14 : 21) = 7 y 7 6 j 5.Sea d = (a : m) y supongamos que d j b. Hallaremos las soluiones de ax � b (m). Notemosque si hallamos todas las soluiones x; y 2 ZZ de la euai�on diof�antia ax + (�m)y = bentones los x hallados son todas las soluiones de ax � b (m). Veamos otra manera deresolver la euai�on de ongruenia.Como d j a, d j b y d j m entones ad , bd y md son enteros. Luego, por la propiedad 12) dela ongruenia, ax � b (m)() d:ad x � d: bd (d:md )() ad x � bd (md )Como ad y md son enteros oprimos entones existen k; s 2 ZZ tales que 1 = k:ad + s:md yomo md � 0 (md ) entones se tiene que1 = k:ad + s:md � k:ad + s:0 = k:ad (md )Es deir, k:ad � 1 (md ). Adem�as, omo 1 = k:ad + s:md entones k y md son enteros oprimospues 1 es ombinai�on lineal entera de k y md . Luego,ax � b (m)() ad x � bd (md )() k:ad x � k: bd (md )() 1:x � k: bd (md )Por lo tanto hemos probado queax � b (m)() x � k: bd (md )() x � x0 (md )donde x0 es el resto de la divisi�on de k: bd por md .Luego, las soluiones de ax � b (m) son x = x0+ qmd , on q 2 ZZ. Adem�as hay d = (a : m)soluiones de ax � b (m), que satisfaen 0 � x < m y estas son: x = x0 + q:md donde21



ALGEBRA I Enterosq 2 ZZ tal que 0 � q < d. Dejamos la demostrai�on de esta a�rmai�on omo ejeriio (usarque 0 � x0 < md y ver que 0 � x0 + qmd < m si y s�olo si 0 � q < d).Ejemplos.1) Hallar todos los x 2 ZZ tales que 39x � 24 (45).En primer lugar, esta euai�on tiene solui�on pues d = (39 : 45) = 3 y 3 j 24. Adem�as,39x � 24 (45) () 13x � 8 (15) por lo tanto resolveremos 13x � 8 (15). La ventajaes que ahora 13 y 15 son oprimos. Luego, 1 es ombinai�on lineal entera de 13 y 15:1 = 7:13 + (�6):15. Por lo tanto 7:13 � 1 (15) y omo 7 y 15 son oprimos,13x � 8 (15)() 7:13x � 7:8 (15)() x � 56 � 11(15)Luego, las soluiones busadas son x = 11 + 15q, on q 2 ZZ.>Cu�ales son todas las soluiones de 39x � 24 (45) que satisfaen 0 � x < 45?Debemos ver para u�ales valores de q se satisfae que 0 � 11 + 15q < 45. Dejamos omoejeriio veri�ar que estos son q = 0; 1 y 2. Por lo tanto los x busados son x = 11; 26; 41.2) Hallar todos los a 2 ZZ tales que (7a+ 2 : 5a+ 3) 6= 1.Sea d = (7a+ 2 : 5a+ 3). Veamos u�ales son los posibles valores de d. Como d j 7a+ 2 yd j 5a + 3 entones d j 35a + 10 y d j 35a + 21. Luego, d j 11, de donde d = 1 o d = 11.Entones lo que queremos es hallar todos los a 2 ZZ tales que (7a+ 2 : 5a+ 3) = 11.Notemos que omo (7a+ 2 : 5a+ 3) = 1 o 11 entones (7a+ 2 : 5a + 3) = 11 si y s�olo si11 j 7a+ 2 y 11 j 5a+ 3.Hallemos los a 2 ZZ tales que 11 j 7a+ 2:11 j 7a+ 2() 7a+ 2 � 0 (11)() 7a � �2 (11)Luego, debemos resolver la euai�on lineal de ongruenia 7a � �2 (11).En este aso d = (7 : 11) = 1. Esribimos al 1 omo ombinai�on lineal entera de 7 y 11:1 = 7:(�3) + 11:2. Luego, 7(�3) � 1 (11) y, omo �3 y 11 son oprimos se tiene que7a � �2 (11)() (�3)7a � (�3)(�2) (11)() a � 6 (11)Luego, 11 j 7a+ 2 si y s�olo si a � 6 (11).Ahora hallemos los a 2 ZZ tales que 11 j 5a + 3, es deir, resolvamos la euai�on linealde ongruenia 5a � �3 (11). En este aso d = (5 : 11) = 1. Esribimos al 1 omoombinai�on lineal entera de 5 y 11: 1 = 5(�2) + 11:1. Luego, 5(�2) � 1 (11) y, omo �2y 11 son oprimos se tiene que5a � �3 (11)() (�2)5a � (�2)(�3) (11)() a � 6 (11)Luego, los a 2 ZZ tales que (7a+2 : 5a+3) 6= 1 son los de la forma a = 6+11q on q 2 ZZ.22



ALGEBRA I Enteros8. M��nimo om�un m�ultiplo.Sea R la relai�on de orden en IN de�nida por aR b () a j b Dados a; b 2 ZZ, ambos nonulos, diremos que m es el m��nimo om�un m�ultiplo entre a y b si es el menor, respetodel orden R, de los m�ultiplos positivos omunes de a y b. Es deir, m es el �unio n�umeroentero que satisfae las ondiiones:i) m 2 IN (m es positivo)ii) a j m y b j m (m es un m�ultiplo de a y de b)iii) Dado  2 IN, si a j  y b j  entones m j  (Si  es un m�ultiplo positivo de a y de bentones mR , es deir, m es menor o igual que  respeto de la relai�on de orden R).Notemos que m es tambi�en el menor, respeto del orden usual, de los m�ultiplos positivosde a y b. En efeto si  es un m�ultiplo positivo de a y de b entones por iii) se tiene quem j  de donde m � .Notemos adem�as que la ondii�on iii) es equivalente a la ondii�on: \dado  2 ZZ, si a j y b j  entones m j ".El siguiente teorema garantiza que un tal m existe y es �unio.Teorema. Sean a; b 2 ZZ tales que a 6= 0 y b 6= 0. Entones 9!m 2 ZZ que satisfae:i) m 2 INii) a j m y b j miii) Dado  2 ZZ, si a j  y b j  entones m j Demostrai�on: Existenia: Sea H = fn 2 IN = a j n y b j ng. Como H es un subonjuntono va��o de IN ya que jabj 2 H entones, por el prinipio de buena ordenai�on, posee unprimer elemento m. Luego m 2 H y m � h para todo h 2 H.Es trivial que m satisfae i) y ii) pues m 2 H. Veamos que satisfae iii):Sea  2 ZZ tal que a j  y b j  y sean q; r 2 ZZ el oiente y el resto de la divisi�on de  porm, es deir,  = mq + r y 0 � r < m. Queremos probar que r = 0.Supongamos que r > 0. Entones r 2 IN y omo a j  y a j m entones a j r. Del mismomodo se ve que b j r. Luego, r 2 H, lo ual no puede ourrir pues r < m y m es el primerelemento de H.Uniidad: EjeriioNotai�on. Denotaremos por [a : b℄ al m��nimo om�un m�ultiplo entre a y b, es deir, al�unio d 2 ZZ que satisfae las ondiiones i), ii) y iii) del teorema.Propiedades del m��nimo om�un m�ultiplo. Sean a; b 2 ZZ tales que a 6= 0 y b 6= 0.Entones valen1) [a : b℄ = [b : a℄2) [a : b℄ = [�a : b℄ = [a : �b℄ = [�a : �b℄3) Si a j b entones [a : b℄ = jbj. 23



ALGEBRA I EnterosDemostrai�on: Ejeriio.Proposii�on. Sean a; b 2 ZZ tales que a > 0 y b > 0. Entones (a : b):[a : b℄ = ab.Demostrai�on: Sea m = ab(a:b) . Probaremos que m es el m��nimo om�un m�ultiplo entre a yb mostrando que satisfae las ondiiones i), ii) y iii) del teorema.i) Como (a : b) j a entones a(a:b) 2 ZZ. Luego ab(a:b) 2 ZZ y es positivo, por lo tanto ab(a:b) 2 IN.ii) Como (a : b) j b entones b(a:b) 2 ZZ y m = ab(a:b) = a b(a:b) . Luego, a j m. Del mismomodo se ve que b j m.iii) Sea  2 ZZ tal que a j  y b j . Entones  = aq y  = bk (q; k 2 ZZ). Como a(a:b) y b(a:b)son enteros oprimos entones existen r; s 2 ZZ tales que 1 = r a(a:b) + s b(a:b) . Entones = r a(a : b) + s b(a : b) = bkr a(a : b) + aqs b(a : b) = ab(a : b) (kr + qs) = m(kr + qs)y omo kr + qs 2 ZZ esto implia que m j .Luego, por la uniidad del m��nimo om�un m�ultiplo, m = [a : b℄ omo quer��amos probar.Corolario. Sean a; b 2 ZZ tales que a > 0 y b > 0. Entones a y b son oprimos si y s�olosi [a : b℄ = ab.9. Teorema fundamental de la aritm�etia.Veremos que todo n�umero natural mayor que 1 se fatoriza omo produto de primospositivos, de manera �unia salvo el orden de los fatores.Teorema. (Teorema Fundamental de la Aritm�etia) Sea a 2 IN. Si a > 1 entones existenprimos positivos p1 < p2 < : : : < pr y n�umeros naturales n1; n2; : : : ; nr tales quea = rYi=1 pniiAdem�as, esta esritura es �unia, es deir, si a = sYi=1 qmii donde q1 < q2 < : : : < qs sonprimos positivos y m1;m2; : : : ;ms 2 IN entones r = s, qi = pi y mi = ni, 8 i = 1; 2; : : : ; s.Demostrai�on: Demostraremos que el teorema vale para todo a 2 IN, a � 2, por indui�onglobal en a.Si a = p, on p primo, entones basta tomar r = 1, p1 = p y n1 = 1. Veamos que estaesritura es �unia: si p = qm11 qm22 : : : qmss donde q1 < q2 < : : : < qs son primos positivosy m1;m2; : : : ;ms 2 IN entones qi j p para todo i. Como p es un primo positivo y qi > 1entones debe ser qi = p para todo i. Pero omo q1 < q2 < : : : < qs esto implia que s = 1y q1 = p. Luego p = pm1 y por lo tanto debe ser m1 = 1.24



ALGEBRA I EnterosLuego, s = 1, q1 = p y m1 = 1. Hemos probado entones que el teorema es ierto si a esprimo. En partiular, el teorema es ierto para a = 2.Paso indutivo: sea a 2 IN, a > 1 y supongamos que el teorema es ierto para todo b 2 INtal que 1 < b < a y veamos que entones vale para a.Como ya probamos que el teorema es ierto uando a es primo, supongamos entones quea no es primo.Sea p el menor primo positivo que divide a a (el onjunto de todos los primos positivos quedividen a a es no va��o y por lo tanto posee un primer elemento). Entones 9 b 2 ZZ tal quea = p:b y, omo a no es primo, entones 1 < b < a. Luego, por hip�otesis indutiva, existen�unios primos positivos p1 < p2 < : : : < pr y n�umeros naturales n1; n2; : : : ; nr tales queb = pn11 pn22 : : : pnrr . Luego a = p:b = p:pn11 pn22 : : : pnrr . Como p1 es un primo positivo quedivide a a y p es el menor primo positivo que divide a a entones p � p1. Luego, p = p1 op < p1.Primer aso: Si p = p1, omo a = p:pn11 pn22 : : : pnrr entonesa = pn1+11 pn22 : : : pnrrdonde p1 < p2 < : : : < pr y n1 + 1; n2; : : : ; nr 2 IN. Veremos que esta esritura es �unia.Antes notemos que en este aso b = pn11 pn22 : : : pnrr = pn1pn22 : : : pnrr de donde deduimosque p j b pues n1 � 1.Supongamos que a = qm11 qm22 : : : qmss donde q1 < q2 < : : : < qs son primos positivosy m1;m2; : : : ;ms 2 IN. Probaremos que r = s, qi = pi (1 � i � s), m1 = n1 + 1,m2 = n2; : : : ;ms = ns.Como q1 es un primo positivo, q1 j a y p es el menor primo positivo que divide a a entonesp � q1. Adem�as, omo p j a entones p j qm11 qm22 : : : qmss y omo p es primo entones p j qjpara alg�un j. Como p y qj son primos positivos entones p = qj . Luego, qj = p � q1 � qjde donde resulta que p = q1. Luego p:b = a = pm1qm22 : : : qmss = p:pm1�1qm22 : : : qmss y porlo tanto b = pm1�1qm22 : : : qmss . Si fuese m1 = 1 entones b = qm22 : : : qmss y omo p j brazonando omo antes se tiene que p = qj para alg�un j � 2 lo que no puede ourrir puessi j � 2 entones p = q1 < qj . Por lo tanto debe ser m1 > 1 de donde m1� 1 2 IN. Luego,omo p = q1, b = pn11 pn22 : : : pnrr y b = qm1�11 qm22 : : : qmssPor lo tanto, por la uniidad de la esritura de b, debe ser r = s, qi = pi (1 � i � s),n1 = m1 � 1 (es deir, m1 = n1 + 1), m2 = n2; : : : ;ms = ns.Segundo aso: Si p < p1 entones a = p:pn11 pn22 : : : pnrrdonde p < p1 < p2 < : : : < pr y 1; n1; n2; : : : ; nr 2 IN. Veremos que esta esritura es �unia.25



ALGEBRA I EnterosNotemos que en este aso p 6 j b (ejeriio).Supongamos que a = qm11 qm22 : : : qmss donde q1 < q2 < : : : < qs son primos positivos ym1;m2; : : : ;ms 2 IN. Probaremos que s = r + 1, q1 = p, q2 = p1; : : : ; qs = pr, m1 = 1,m2 = n1; : : : ;ms = nr.Razonando igual que en el aso anterior se ve que p = q1. Luegop:b = a = pm1qm22 : : : qmss = p:pm1�1qm22 : : : qmssy por lo tanto b = pm1�1qm22 : : : qmss .Si fuese m1 > 1 entones p j b lo que no ourre en este aso. Por lo tanto, m1 = 1 de dondeb = pn11 pn22 : : : pnrr y b = qm22 : : : qmssPor lo tanto, por la uniidad de la esritura de b, debe ser r = s� 1 (es deir, s = r + 1),q2 = p1; : : : ; qs = pr, m2 = n1; : : : ;ms = nr y omo ya vimos que q1 = p y m1 = 1 estoprueba que la esritura de a es �unia.Corolario. Sea a 2 ZZ, a 6= 0; 1;�1. Entones existen primos positivos p1 < p2 < : : : < pr,n�umeros naturales n1; n2; : : : ; nr y Æ 2 f1;�1g tales quea = Æ rYi=1 pniiAdem�as, esta esritura es �unia, es deir, si a = Æ0 sYi=1 qmii donde q1 < q2 < : : : < qs sonprimos positivos, m1;m2; : : : ;ms 2 IN y Æ0 2 f1;�1g entones Æ = Æ0, r = s, qi = pi ymi = ni, 8 i = 1; 2; : : : ; s.Ejemplos.1) 1536 = 29:32) >Cu�antos divisores positivos tiene 215:54:1133?a es un divisor positivo de 215:54:1133 si y s�olo si la fatorizai�on de a es de la formaa = 2n:5m:11r, donde 0 � n � 15; 0 � m � 4 y 0 � r � 33. Luego, n puede tomar 16valores, para ada uno de ellos m puede tomar 5 valores y r puede tomar 34. Luego laantidad de divisores positivos es 16:5:343) >Cu�al es la suma de los divisores positivos de 311:727?Debemos sumar los n�umeros de la forma 3i:7j para 0 � i � 11; 0 � j � 27. Luego, la sumade los divisores positivos de 311:727 es11Xi=0 27Xj=0 3i:7j = 11Xi=0 3i: 27Xj=0 7j = 312 � 13� 1 728 � 17� 126



ALGEBRA I Enteros4) Fatoriemos 22!22! = 1:2:3:4:5:6:7:8:9:10:11:12:13:14:15:16:17:18:19:20:21:22Los primos que apareen en la fatorizai�on de 22! son los primos menores que 22, esdeir, 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17 y 19. Veamos a qu�e potenia aparee ada uno de ellos en lafatorizai�on.Al multipliar los n�umeros naturales menores o iguales que 22 se tiene que ada dos n�umeroshay un m�ultiplo de 2, pero ada 4 n�umeros hay otro fator 2, ada 8 hay otro y ada 16otro. Luego hay 11 + 5 + 2 + 1 = 19 fatores 2.An�alogamente hay 7+ 2 = 9 fatores 3, 4 fatores 5, 3 fatores 7, 2 fatores 11, y uno solode ada uno de los restantes primos. Luego, la fatorizai�on de 22! es22! = 219:39:54:73:112:13:17:195) Hallar todos los a; b 2 IN tales que (a : b) = 35 y [a : b℄ = 3:52:73Como a:b = (a : b):[a : b℄ = 35:3:52:73 = 3:53:74. Luego los �unios primos que puedenapareer en la fatorizai�on de a y b son 3; 5 y 7. Adem�as, omo (a : b) = 35 entones 35 j ay 35 j b de donde 5 y 7 neesariamente apareen en la fatorizai�on de ambos. Por lo tantoa = 3r:5n:7s y b = 3t:5m:7k on n; s;m; k � 1 y omo 3:53:74 = a:b = 3r+t:5n+m:7s+k, porla uniidad de la fatorizai�on debe ser r + t = 1, n+m = 3 y s+ k = 4.Entones r = 1 y t = 0 o r = 0 y t = 1, n = 2 y m = 1 o n = 1 y m = 2 y s = 3, k = 1 os = 2 = k o s = 1, k = 3. Pero notemos que si s = 2 = k entones 72 j a y 72 j b de donde72 j (a : b) = 35. Luego no puede ser que s = 2 = k. Por lo tanto los posibles a; b 2 IN quesatisfaen lo pedido sona = 3:52:73 y b = 5:7a = 3:52:7 y b = 5:73a = 3:5:73 y b = 52:7a = 3:5:7 y b = 52:73 a = 52:73 y b = 3:5:7a = 52:7 y b = 3:5:73a = 5:73 y b = 3:52:7a = 5:7 y b = 3:52:73Ejeriio. Probar que si tenemos la fatorizai�on de a y b omo produto de primosentones (a : b) es el produto de los primos omunes on el menor exponente y [a : b℄ esel produto de los primos omunes y no omunes on el mayor exponente.10. N�umeros raionales. Consideremos el onjunto de los n�umeros raionales,Q = nab = a 2 ZZ y b 2 INoDejamos omo ejeriio veri�ar que Q es errado para la suma, la resta, la multipliai�ony la divisi�on. Pit�agoras pensaba que todos los n�umeros eran raionales hasta que uno de27



ALGEBRA I Enterossus dis��pulos desubri�o que p2 (lo que mide la hipotenusa de un tri�angulo ret�angulouyos atetos miden 1) no es raional. Probemos esto:Supongamos que p2 2 Q. Entones existen a 2 ZZ y b 2 IN tales que p2 = ab . Elevando aluadrado y pasando de miembro al denominador se tiene que 2b2 = a2. Luego 2 j a2 y porlo tanto 2 j a. Pero entones 4 j a2 y por lo tanto 2 j b2 on lo ual 2 j b. Hemos probadoentones que el primo 2 aparee en la fatorizai�on de a y de b. Si en la fatorizai�on dea el primo 2 aparee a la potenia n y en la de b a la m entones en la fatorizai�on de a2aparee a la potenia 2n y en 2b2 aparee a la potenia 2m+1. Entones, por la uniidadde la fatorizai�on de 2b2 = a2 debe ser 2n = 2m+ 1 lo ual es absurdo. Por lo tanto p2no puede ser raional.Ejeriio. Probar que 3p2 =2 Q. En general, si n 2 IN, n � 2, y p es un primo positivoentones npp =2 Q.Dado a 2 IR diremos que a es irraional si a =2 Q. En realidad, Pit�agoras estaba bastanteerrado: hay muhos m�as n�umeros irraionales que n�umeros raionales.11. Peque~no teorema de Fermat.En el a~no 1640 Pierre de Fermat desubri�o que si p es un primo positivo y a es un enteroentones ap � a (p) o, equivalentemente, si a es un entero no divisible por p entonesap�1 � 1 (p). Este teorema, onoido omo el peque~no teorema de Fermat, fue utilizadopor Rivest, Shamir y Adleman muhos a~nos m�as tarde, en 1978, para rear uno de lossistemas riptogr�a�os de lave p�ublia m�as populares, el RSA, uyo nombre lleva lasiniiales de sus readores.Para demostrar el teorema de Fermat neesitaremos antes probar el siguiente resultadoLema. Sea p un primo positivo y sea a 2 ZZ tal que p 6 j a. Entonesfrp(a); rp(2a); rp(3a); : : : ; rp((p� 1)a)g = f1; 2; 3; : : : ; p� 1gDemostrai�on: � : queremos ver que para todo k tal que 1 � k � p � 1 el resto de ladivisi�on de ka por p pertenee al onjunto f1; 2; 3; : : : ; p� 1g. Como el resto de la divisi�onpor p siempre es mayor o igual que ero y menor o igual que p� 1 entones s�olo debemosprobar que si 1 � k � p � 1 entones rp(ka) 6= 0. Supongamos que no, entones p j ka yomo p es primo entones p j k o p j a. Pero ninguna de estas dos osas puede ourrir yaque 1 � k � p� 1 y por hip�otesis a no es divisible por p.� : Sea b 2 f1; 2; 3; : : : ; p�1g. Queremos ver b = rp(ka) para alg�un k tal que 1 � k � p�1.Como p 6 j a entones (a : p) = 1. Luego, la euai�on lineal de ongruenia ax � b (p) tieneuna solui�on k tal que 0 � k � p � 1. Luego ak � b (p). Adem�as, k 6= 0 pues b no esdivisible por p. Por lo tanto, 1 � k � p � 1 y omo ak � b (p) y 1 � b � p � 1 entonesrp(ka) = b. 28



ALGEBRA I EnterosTeorema. (Peque~no teorema de Fermat) Sea p un primo positivo y sea a 2 ZZ. Si p 6 j aentones ap�1 � 1 (p) (es deir, p j ap�1 � 1).Demostrai�on: Por el lema, se tiene que1:2:3 : : : (p� 1) � rp(a):rp(2a):rp(3a): : : : :rp((p� 1)a) � a:2a:3a : : : (p� 1)a (p)Luego, (p � 1)! � (p � 1)! ap�1 (p) y omo (p � 1)! y p son oprimos esto implia que1 � ap�1 (p).Corolario. Sea p un primo positivo y sea a 2 ZZ. Entones ap � a (p).Ejemplos.1) Hallar r13(745206)Como 13 es primo y 13 6 j 7 entones, por el teorema de Fermat, 712 � 1 (13). Luego, omo45206 = 12q + 2, se tiene que745206 = 712q+2 = �712�q :72 � 72 = 49 � 10 (13)2) Hallar todos los n 2 IN tales que 5n � 3 (11)Como 11 es primo y 11 6 j 5 entones, por el teorema de Fermat, 510 � 1 (11). Sea r elresto de la divisi�on de n por 10. Entones n = 10q + r, on 0 � r < 10, de donde resultaque 5n � 5r (11). Veamos entones para u�ales valores de r se veri�a lo pedido:Si r = 0 entones 5r � 1 (11), si r = 1 entones 5r � 5 (11), si r = 2 entones 5r � 3 (11),si r = 3 entones 5r � 4 (11), si r = 4 entones 5r � 9 (11), si r = 5 entones 5r � 1 (11),si r = 6 entones 5r � 5 (11), si r = 7 entones 5r � 3 (11), si r = 8 entones 5r � 4 (11)y si r = 9 entones 5r � 9 (11). Luego, los n que satisfaen lo pedido son los de la forman = 10q + 2 o n = 10q + 7.3) Hallar todos los x 2 ZZ tales que 1238 x � �5 (41)Como 41 es primo y no divide a 12 entones 1240 � 1 (41). Adem�as, omo (41 : 122) = 1,1238 x � �5 (41)() 1221238 x � 122(�5) (41)() 1240 x � 122(�5) (41)y omo 122 = 144 � �20 (41) y 1240 � 1 (41) entones1238 x � �5 (41)() x � (�20)(�5) = 100 � 18 (41)4) Veamos que (2n + 7n+1 : 2n+1 + 7n) = 1 para todo n 2 IN. Hab��amos visto antes que(2n + 7n+1 : 2n+1 + 7n) = 1 o 13, por lo tanto basta ver que 13 6 j 2n+1 + 7n.Sea r el resto de la divisi�on de n por 12. Entones n = 12q + r, on 0 � r < 12. Como13 es primo y no divide a 2 ni a 7 entones, por el teorema de Fermat, 212 � 1 (13) y712 � 1 (13). Luego 2n+1 + 7n � 2r+1 + 7r (13). Dejamos omo ejeriio veri�ar que29



ALGEBRA I Enterossi 0 � r � 11 entones 2r+1 + 7r no es onguente a ero m�odulo 13, lo que prueba que13 6 j 2n+1 + 7n.5) Hallar el resto de la divisi�on de 351001 por 7.Como 7 es primo y no divide a 3, entones 36 � 1 (7). Luego, si n = 6q + r, se tieneque 3n � 3r (7). Por lo tanto, para hallar el resto de la divisi�on de 351001 por 7 nos bastaalular el resto de la divisi�on de n = 51001 por 6.Como 5 � �1 (6) entones 51001 � �1 � 5 (6). Por lo tanto, 51001 = 6q + 5 de donde351001 = 36q+5 = (36)q:35 � 35 = 9:9:3 � 2:2:3 = 12 � 5 (7)12. Teorema hino del resto.Antes vimos �omo resolver una euai�on lineal de ongruenia. Ahora veremos �omoresolver un sistema de euaiones lineales de ongruenia. Por ejemplo, supongamos quequeremos hallar todos los x 2 ZZ que satisfaen simult�aneamente� 2x � �7 (35)5x � �1 (26)Como 2x � �7 (35)() 2x � 28 (35)() x � 14 (35)pues (2 : 35) = 1, y omo5x � �1 (26)() 5x � 25 (26)() x � 5 (26)pues (5 : 26) = 1, entones el sistema que queremos resolver es equivalente a�x � 14 (35)x � 5 (26)Luego, x 2 ZZ es una solui�on del sistema si y s�olo si x = 35k + 14 y 35k + 14 � 5 (26) siy s�olo si x = 35k + 14 y 35k � �9 (26). Notemos que existe un k tal que 35k � �9 (26)pues (35 : 26) = 1. Como35k � �9 (26)() 9k � �9 (26)() k � �1 (26)pues (9 : 26) = 1 entones 35k � �9 (26)() k = 26q � 1 (q 2 ZZ).Por lo tanto, x 2 ZZ es una solui�on del sistema si y s�olo si x = 35k+14 y k = 26q�1 paraalg�un q 2 ZZ, es deir, si y s�olo si x = 35(26q� 1) + 14 = 35:26:q� 35 + 14 = 35:26:q� 21.Observemos que el heho de que (35 : 26) = 1 garantiza que haya solui�on. Los pr�oximosdos ejemplos muestran que uando los m�odulos no son oprimos entones puede haber ono solui�on. 30



ALGEBRA I EnterosSupongamos ahora que queremos resolver el sistema� 7x � 1 (30)5x � 31 (84)Dejamos omo ejeriio probar que el sistema dado es equivalente a�x � 13 (30)x � 23 (84)Entones x 2 ZZ es solui�on si y s�olo si x = 30k + 13 y 30k + 13 � 23 (84) si y s�olosi x = 30k + 13 y 30k � 10 (84). Pero ahora no existe k que satisfaga la euai�on deongruenia pues (30 : 84) = 6 y 6 6 j 10. Luego, en este aso el sistema dado no tienesolui�on. En este ejemplo (30 : 84) 6= 1 y no hay solui�on.Finalmente, veamos un ejemplo donde los m�odulos no son oprimos pero el sistema admitesolui�on: � 3x � 13 (14)7x � �13 (20)Dejamos omo ejeriio probar que el sistema dado es equivalente a�x � 9 (14)x � 1 (20)Por lo tanto, x 2 ZZ es una solui�on del sistema si y s�olo si x = 14k+ 9 y 14k+9 � 1 (20)si y s�olo si x = 14k + 9 y 14k � �8 (20).En este aso existe un k que satisfae la euai�on de ongruenia pues (14 : 20) = 2 y 2 j �8.Luego el sistema tiene solui�on. Dejamos omo ejeriio ver que todas las soluiones sonx = 10:14:q � 19.En general, un sistema de dos euiones lineales de ongruenia siempre es equivalente auno de la forma �x � a1 (m1)x � a2 (m2)Adem�as, si (m1 : m2) = 1 entones existe solui�on y en otro aso puede ser que exista opuede ser que no exista solui�on.Supongamos ahora que queremos resolver el sistema8<: 3x � 13 (14)7x � �13 (20)2x � 1 (11)que es equivalente a 8<:x � 9 (14)x � 1 (20)x � 6 (11)31



ALGEBRA I EnterosComo x es solui�on de las primeras dos euaiones si y s�olo si x = 10:14:q� 19 si y s�olo six � �19 (140) entones 8<:x � 9 (14)x � 1 (20)x � 6 (11) () �x � �19 (140)x � 6 (11)Esto muestra que ualquier sistema de euaiones lineales de ongruenia es equivalente aun sistema de dos euaiones.Volvamos a mirar los dos ejemplos anteriores en que los m�odulos no eran oprimos. Vimosantes que el primero, �x � 13 (30)x � 23 (84)no tiene solui�on. Veamos el sistema en m�as detalle: omox � 13 (30)() 8<:x � 13 (2)x � 13 (3)x � 13 (5)y x � 23 (84)() 8<:x � 23 (3)x � 23 (4)x � 23 (7)�x � 13 (30)x � 23 (84) () 8>>>>><>>>>>:
x � 13 (2)x � 13 (3)x � 13 (5)x � 23 (3)x � 23 (4)x � 23 (7) () 8>>>>><>>>>>:

x � 1 (2)x � 1 (3)x � 3 (5)x � 2 (3)x � 3 (4)x � 2 (7)Notamos entones que laramente no puede tener solui�on pues una solui�on deber��a sa-tisfaer x � 1 (3) y x � 2 (3).Ahora veamos el segundo, �x � 9 (14)x � 1 (20)que es equivalente a8><>:x � 9 (2)x � 9 (7)x � 1 (4)x � 1 (5) () 8><>:x � 1 (2)x � 2 (7)x � 1 (4)x � 1 (5) () 8<:x � 2 (7)x � 1 (4)x � 1 (5)ya que si x � 1 (4) entones neesariamente vale x � 1 (2).32



ALGEBRA I EnterosNotemos que este �ultimo sistema tiene solui�on pues omo 7 y 4 son oprimos podemoshallar x0 tal que �x � 2 (7)x � 1 (4) () x � x0 (28)y omo 28 y 5 son oprimos entones podemos resolver el sistema equivalente al dado quees �x � x0 (28)x � 1 (5)Teorema hino del resto. Sean a1; a2; : : : ak 2 ZZ y sean m1;m2; : : : ;mk 2 IN tales que(mi : mj) = 1 para todo i 6= j. Si m = m1:m2 : : :mk entones el sistema8>><>>:x � a1 (m1)x � a2 (m2)... ... ...x � ak (mk)tiene una �unia solui�on x0 tal que 0 � x0 � m. Adem�as, x 2 ZZ es solui�on del sistema siy s�olo si x � x0 (m)Demostrai�on: Para ada i (1 � i � k) sea Mi = mmi , es deir, Mi es el produto de todoslos mj salvo el mi. Luego mi jMj para todo i 6= j. Adem�as, omo (mi : mj) = 1 si i 6= jentones (Mi : mi) = 1 para todo i. En efeto, si existiera un primo p tal que p j Mi yp j mi entones p j mj para alg�un j 6= i y p j mi, por lo tanto p j (mi : mj) = 1.Para ada i sea xi 2 ZZ una solui�on de Mi x � ai (mi) (que existe pues Mi y mi sonoprimos), es deir, xi satisfae Mixi � ai (mi), y sea a = M1x1 +M2x2 + � � �+Mkxk.Como mi jMj si i 6= j entones Mj � 0 (mi) para todo i 6= j. Luegoa = M1x1 +M2x2 + � � �+Mixi + � � �+Mkxk �Mixi � ai (mi)para todo i.Sea x0 el resto de la divisi�on de a por m. Entones 0 � x0 < m y omo x0 � a (m) ymi j m resulta que x0 � a (mi) para todo i y omo a � ai (mi) resulta quex0 � ai (mi)para todo i, es deir, es solui�on del sistema.Veamos ahora que x 2 ZZ es solui�on del sistema si y s�olo si x � x0 (m):Si x es solui�on del sistema entones x � x0 (mi) 8 i pues x � ai (mi) y x0 � ai (mi).Luego, omo (mi : mj) = 1 si i 6= j entones x � x0 (m1:m2 : : :mk), es deir, x � x0 (m).Re��proamente, si x � x0 (m) entones, para todo i, x � x0 (mi) pues mi j m y omox0 � ai (mi) entones x � ai (mi). Luego x es solui�on del sistema.33



ALGEBRA I EnterosLuego todas las soluiones son x = x0 + mq on q 2 ZZ y por lo tanto la �unia solui�onmayor o igual que ero y menor que m es x0.Ejemplos.1) Resolvamos el sistema 8<:x � 1 (4)x � 2 (7)x � 4 (15)En este aso a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4, m1 = 4, m2 = 7 y m3 = 15. Luego m = 4:7:15,M1 = 7:15 = 105, M2 = 4:15 = 60 y M3 = 4:7 = 28. Ahora hallamos, para i = 1; 2; 3,una solui�on xi de Mi x � ai (mi). Para hallar x1 resolvemos M1 x � a1 (m1), es deir,hallamos una solui�on de 105x � 1 (4). Como 105 � 1 (4) entones105x � 1 (4)() x � 1 (4)por lo tanto podemos tomar x1 = 1.Para hallar x2 resolvemos M2 x � a2 (m2), es deir, hallamos una solui�on de 60x � 2 (7).Como 60 � 4 (7) entones 60x � 2 (7)() 4x � 2 (7)por lo tanto podemos tomar x2 = 4.Para hallar x3 resolvemosM3 x � a3 (m3), es deir, hallamos una solui�on de 28x � 4 (15).Como 28 � �2 (15) y (�2 : 15) = 1 entones28x � 4 (15)() (�2)x � (�2)(�2) (15)() x � �2 (15)por lo tanto podemos tomar x3 = �2. Luegoa = M1x1 +M2x2 +M3x3 = 105:1 + 60:4 + 28(�2) = 105 + 240� 56 = 289y por lo tanto x0 = rm(a) = r420(289) = 289 y todas las soluiones del sistema sonx = 289 + 420q, on q 2 ZZ.2) Resolvamos el sistema �x � 2 (12)x � 4 (35)En este aso m = 12:35 = 420. Luego, el teorema garantiza que el sistema tiene una �uniasolui�on x0 tal que 0 � x0 < 420 y que todas las soluiones son x = x0 + 420q on q 2 ZZ.Si x 2 IN satisfae la primera euai�on entones x = 2+ 12h on h 2 IN0, es deir,x = 2; 14; 26; 38; 50; 62; 74; 86:98; : : :34



ALGEBRA I EnterosSi x 2 IN satisfae la segunda euai�on entones x = 4 + 35k on k 2 IN0, es deir,x = 4; 39; 74; 109; 144; : : :Luego, x = 74 satisfae ambas euaiones, es deir, es solui�on del sistema y omo adem�as0 � 74 < 420 entones debe ser x0 = 74. Luego, todas las soluiones son x = 74 + 420qon q 2 ZZ.3) Hallar r28(564 + 345).Sea a = 564 + 345. Queremos hallar r tal que r � a (28) y 0 � r < 28. Como 28 = 4:7 y(4 : 7) = 1 entones r � a (28)() � r � a (4)r � a (7)Notemos que a = 564 + 345 � 164 + (�1)45 = 0 (4). Adem�as, por el teorema de Fermat,56 � 1 (7) y 36 � 1 (7) por lo tanto a = 564 + 345 � 54 + 33 � 2� 1 = 1 (7).Por lo tanto busamos r tal que 0 � r < 28 y� r � 0 (4)r � 1 (7)Luego, el resto busado es la �unia solui�on mayor o igual que 0 y menor que m = 4:7 = 28del sistema �x � 0 (4)x � 1 (7)que es r = 8.Observemos que onoiendo el resto de la divisi�on de a por 4 y por 7 hemos alulado elresto de la divisi�on de a por 28 = 4:7.En general, sim1;m2; : : : ;mk son oprimos de a dos, el teorema hino del resto nos permitealular el resto de la divisi�on de a porm = m1:m2 : : :mk onoiendo el resto de la divisi�onde a por m1;m2; : : : ;mk.Ejeriio. Hallar r36(a) sabiendo que r9(2a) = 7 y r8(5a) = 6.
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